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О ЗАДАЧЕ ГЕЛЛЕРСТЕДТА ДЛЯ ОДНОЮ УРАВНЕНИЯ
смЕlIJАнного типА с двумя линиямl4 вырождЕния

Хе Кан Чер (Новосибирск)

Как иэвество fl - 8f , на корректность постановкш краевых эадач для

вырождающихся эллиптических и гкпефолическпх уравненшfi существенно влц-

яют младцше коэффпшпевты. Поэтому, естественно, следует ожцдать, что от

ншх же булут зависеть п условия скJtешвания решення .ra л!{ншlr вырождендя

в краевых эадаtих для уравцений смешанного 9ллдIтпко-гшrефолшческого тш-

па. В эада,*.х Трикомп и Геллерстедта Г4 - 6] для уравнений:

Sчoa,urrr ol1-0,

t'-'чý€ + urt,- о,

где к- любое натуральное чшоtо, таковымп условиями ямяются обычные

условt{я непрерывности самого решенt{я и его HopмaJtbнofi продзводноfi. В дан-

ной работе ставится и исследуется краевая эадача, аналогичЕая задачэ Гел _

лерстедта, для уравнения смешаЕного типа

lчц - ацtr * !цw * dtl, + <u, - 0t (z )

линии вырожденпя которого являются его.характеристиками. Эта эадаtц для

уравнения (2) в обычноfi постановке (т.е. с условдями непрерывностд само-
го решения и его нормальЕой проиэводЕоfi на лlrнtlях выроrцецtlя), вобще го_

воря, окаэывается некорректноП. 3десь условие непрерывностll t{opмarrbнofi

пропэводноft эаменяется несколц(о другшм, завшсяlцдм отýс . Отметшм, что

эамена переменных
z.tt-

{- # @-у) , [:Y,! (з)

в областш Jc+ 
У>O. r, Iу # О вэапмно-однозначно прбразует уравненпо

(r) . ур"""""'rе (2), прш этом *-* ( js"..l) . Еслш n-t .то
в переменных

| - Sчо".'/it , 0-t2o у,'|Ф (С)

(, )
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пе1 gy+ 0 уравl:ение (Z) эквивалентЕо уравнению

о rf * sЕп G2). ur, : 0, (5)

В дальнейчrем булем считать, что посгоянrrый параметр

< --rпt[,m>g, л, - целое число, О= 8.1. (6)

Обоэначrм через f *о""чtчю односвязЕую область, ограншченную "нор-

мшьным" контуром уравненпя |'2) отрез*оu ДВ : Л+ !l- l ,01Ф< l , ш его

характеристшкамш Z,Сэ й + q- r,-i*t<0, CD: Х=-У, -|* r*+,
ч DA z;Б + vj - |,-;:<i|sт. Пусть Qо-Qп|пrо, !rо! _ область

эллиптшчltостп, Q,: Q П |о-0, у -0l n Q2- 8 Пlэ=О, у, О| _ областк

гипефолшчностп,OД , у-0 , C-I-/ ,0В z I-0 ,0=У< l , _ линии па-

раболического вырождения для уравнения (Z). Далее, обоэначим через ('-
=Q.r|a!= 0J, Qor- Q' d, , Qo"-Q,'0, , Р - ппффрнчиальное выраже_

нше:

ния Тогда
s

L.*rP ц:0, S-o,f,-,. . (7)

Справеаливость этого утвержденшя провер€тся непосредственно с уче-
том свойства 2) иэ fZ, с. Ot] .

Т е о р е м а l. Пусть выполнено условие (0). Тогаа суrцествует
единегвенное решение (/ 8' такое, что

аа
у= й-q'
Лемма

^) 
P'u е С Ql п С2 G'), S- 0, |,,,.,|T?i

б)если|<t.,t,,о
t aPi/ tolt +с С (8),

ау
!у|

(s)

(s)

причем функцши * ("l =

=!дуt-'|.|t #l;
Иаf-'lr'#|r, и l,{y)=

могут об тюя в бесконечность п меньше

a(t - 0l щ_ / 1t, О1, .8 (О, r) и 
' 

(0,0), а ecJtи 0. t. !
Sigп (ayl, !"ylt P"'u - n (о,у)е С Q,) п С' (а' ),

rrе С (Qo, ), еС( Qo,

п (P'u),.+ z0 (Р'а - ц(с,у)еС(Oо,),

)u!

)"

,Р

(to)

(ll)

( tz)

(tз)
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п ичем нкц и1{ Щ(с,О| !а2Р,у) могут обрачrатюя в бесконечность

порядка меньше 2/ в точках l,Br0',

")у довлетворяет краевому условию

ц(r,- dlrл= 9о(I) , ч (с, l-dllo - 9, @) , ( 14 )

где заданные фун.кции /, (de0- (-i-- 
"*f,) , Р, (с)е С'(о-=а- l),

прнчем YY' @l.C'(-!r,< с < | , с} о), 9,''' tn) е t' r.q< а< l)

npn i_-l-/ t 1.12t yj*"trl.C(-i..-|)n C'(-+<.z< i,rlil,
Г.(t - rDt р,'*" (r) е С' (о.о-tl щ_ ,- t. j .

Д о к а э а т е л ьс т в о разделим ila трц этапа:

lo. Пусть m= 0 ,t-t-l . Тогда, прпнимая во внимание (l), (3)-
(5), справедливость теоремы l устанавливается, как к вГ6, ?J (см. также

Е8, 9J, при этом усrIовпя р,(о)= 9, Ul - 9', tOl= 9| trl - rl всегда можно

получить, испольэуя функrию

a|oxy(r-y) - <.{c-y)3J + tfеву-ц(с-{)2]+4р-уl + d

с проиэвольными постояннымп О, {,c,d , которая является решенкем

уравненкя (Z)).

2О. En" других знаtрний oс проверим сначала единственность требуе_

мого решенпя ц(с,у) . Пусть краевые условt{я в (l+) однородны, т.е.

fota)=O, f,Irl=0 ц m>/ ,t.l. t . Тогда иэ (S) вытекает, что

Psulro = О, P'u!rr- О , S-0,/,...,пI. (rs)

Учитывая (7), (В), (tS) при s-m " (9), в силу lo поrryчаем Р^ц- 0 ь
,а J.r tll-|

d ,r.". (k-ilР"-L: О . Отсюда P'au-/[c*y), гае f ttl - неко _

торая гладкая функчllя прц 0<t с / . Испольэуя (Z) и (tS) при S=rп-/ t

нетрудно показать, 
"то fltt = О прп Tgt < | . СледовательЕо, Р"Ф=

= 0 ь о прооол)кая далее этот процосс, получаем U(r,у):0 " а
Пусть теперь п>' ,0.1./ То"о. в сшу (tO), имеет место также

а(r,у)!r1-0, с(",Рllлв= 0, (ro)

!,алее, используя (7), (tO)-(tO), нетрудно показать, что

L,_sc(л,y)-0 " 8' (j-rl.|), (rz)

,Ио"-' 
tyl'-t n! 

lo^: ч (ц0), !зr r',*llп"!оо-' t, (о,у) . (rB)
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В сшtу

= 0ь

"-а
зо.

силу (8),

P'ulco-pl"@l,

to иэ (t0), (ro)-(lB) сл9дует, что л( t,уl-пЕпlсуlРуfР^i =

а . Далее аналогично прдыдущему случаю получшм ц(с,у)= 0

Теперь покажом существованше требуемого реше:{lrя u (сrу )

(to), (tc) имеем

в

S=Orlr..,,rп, ( ts)

(zо)

st- t . Тогда в сцлу lo сучrествует едtлrrственкая Фнкция

, как реше"". "о*iтствующей 
краевоfi эадачи (7)-(9),

. Далее, paccмoтpllм функчию

''ulrr- 
9!o@l,

и, ecJII О= t- !
а (r ,- dlсл - - t ,l'l 9f,'" (r) , tг (с, t- Ф|rо- Го tl-rl'f!"'",

Пусть m>| ,1
_.6

гm @,у)= Р 'ц

(l9) прп s-lrl

llГп_ (+,*),r, (zt )

для котороО РUr_r-ч, kry) . Так'rл* P/rr-L*r1 Р , то нетпудно показать,

"rоtч*r_rал_t=,1lm_t@+у) , т.е. qдвисит только от а+у. Отсюла, учи-

тывая (7), (В) и (tЭ), получаем

tIп_| (r, у) = P'''u 1 aot_t @y)t l,*, (с+у), (zz)

"о" /r_, lt) является решенпем о5ыкlювенного аиференциального уравнения

t f:-, (il + е (а+m-if:, (tl +у,_,1ё)-0, 0, t, /,

удовлетворяющего краевым усповпя^д

0
7,_, h) - ,7fo to), {rr U) - y,t'-t' (+) (zs)

( |tll выписывается явно). Прололtкiя дмее этот процесс ин,гегр.{рования,

поrryrцем аскомоерешеЕие utc,y). Если m>O,Р-[=t , то в cluty

(lO)-(l3), (tB) и to сушествует единственное решение эалачи (l7), (эО).

Далее докаэательство существованt{я требуемого решеншя ц lr,yl проводпм

аналогпчно предыдущему случаlо, испольэуя (7), (S), (t0) и (t0).
3ам eqaH ие l. Вобластr 4'"п"р"rенных {-с-у,|-ау

уравнение (2) перепишется в 
""л. |цu* urrrцчг 0 , для которого

подобная краевая эадача прц lпr/ , t.l./ , рассматривалась в Е tO] . Мо_

жЕо покаэать, что в тоfi эадаче условllя склеиванt{я на линип вырокдения

эквивалентны условиям (В) Ш (0) в классах функциfi, где ищется решение.
В да.пыrейчвм нам понадобятся следующие обоэнач.""* 8, -

=d,r|-lч ол|, dr-Qr|оNбЕ| , d,r- t, u d, - областш, L - лп

l-tle
, (t,у) - Tl tr^

о

lq2



цеfiяы' интегро-ддферещиальныfi оперqтоF

2г
l* ф lg) - t- uzP 9'Iyl+ (t-e<){1-2e)

l,
Ptуle Cl (о=2 = t) , прпчем (l-t')-- 9'ttl суммдрrема ва

(0 -t < l) ; для бс , удовпетворяющпх (6), оОозначrrм череэ lf,
функцпй ц(trУ) такЕх. что

r) P'ue с(а)п сз (а');

2) облалают своfiством 'б' пэ фрмулпровки теоремы l;

0) есrrи n- ! Psu. С(ФпСz(а')пС'(а) , 5=o,!.,...,k ,

!
2

S=0, l,,..,lп;

отреэке

шасс

I

lp
а

э
2f)or--t 1 ,u,ld4

rTO

Ik-ra-,| прп t<6</, а нцаче k-r'П )

ф !,:т l.|P' р' ul о, - 0, 
Prrr'P'P"ulor 

- о,

(н)

(эs )

4+ 5- 0,€
F,

Для фнкчпа u Ic,Yle Н*

- P'ulr, S-4 f,...,K

е

обозначим через 9tsU-ёЧ)- Р'Цlr, ,!r,J*{ir

о гдок=l71 "p"t<t=l, $к-m*/ _в про_

тивном слуtце. 3аметшм, что (z5) эквивалентно условпю

hл (,- t)'P' Фr,rtd):о, i=t,2 .
t*0

Лемма 2. Пусть,g.* и выполнено (ф. Тогца еслц Ц(з,уl -
tвшенrrе уравненшя (2) в области 8,U аr. такое, rго ц(t,!)е Н- _Ц

!;.ft) прпнадлежит области определеI9j1999I9_р1 Г".*t , jза i-1,2,
9=0, lr,..., К ,

шенпЕ

К определено , (И), то справедлшвы сл9дующие соотно -

ф i,r*, 
(g) : (-t)i Гчr, ф r,, (ф, (20)

(4L
9r,rЧ,l-т d "О " (, - t' 1l" 

- 
" 

-' 
|с o*!r"-r'"' *|" r ir" 7,,- iф) r r, rп,

t

I
0
ягде постоянllа со одноэнЬчно определяется прк заданиЕ P;,g (0)

Соотношенше (Z8) можно установпть непосредственно, испоJtьэуя лемlvry

l н переходя к характеристическим координатам в обпаспr {, (илrr Р, ),ппш
этом существенЕо используются условия (lO) н (ZS). Вавенство (Z7) ветрr,д_

но вывестп иэ (ЭО). исполюуя представленке оператоF Г.с+s t{ прпшнмая

во внцманп. !l,r(t| - 0

) - решевне уравненця (2) в некотороfi об-Лемма
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ццП Н* щест ет 9дпнственЕое шенпе 4 (4 yl енIlя 2 в областп

а' , удовпетво яющее

olnr- р(с), 
ulor:9,0-rFT), ulrr- fr(/,2Б), (zв)

ypttl ,Pift), о<t</, i-1,2,- заданные функшии, причем pdl -
- |tU-til'ottl , !rG)-ц-t)uО, til, Рttlе t'(oot-l) п с'*'(0-t-l),

/rttt eC'(o-1sl)n C"'(0-t.,l), i-l,.i к-пl

пр"tst./ .к-пl*l щ_0.1.! |Е-/-ос,щ!=t=t ,!_
ё-|-<+ ёl , €, >0 - в противном CJTYtЦe.

Д о ка эа те л ьст во. Единственностьтребуемого решенtrямо-
жно проверштьrкак и в доказательстве теоремы l, пспольэуя леммы l п 2.

Далее всегда можно сtштать, что граничные данные в (ZВ) четны или нечет-

ны отЕосптельЕо п,рямоfr с- у В протпввом случао посгроцм две фнкчии

u, (4lr- IГ"(с,Р* u (!,"l п ur[а,у)-tLr(с,у)-а|у,ril

словкю:

, кото-

где Е -DдU дВ U ВС . Отсюда пэ

рые в сплу леммы 3 будут решениями уравненrrя (2), удовпетворяюlцltе со-

ответственно краевым усповиям

u, (t,yl- tP tr,y' - о ty,"llz ,

u, @,р|r: iP (r,yl + u (у, с!|2 ,

едЕнственностп решения краевой эалачш (2), (ЗВ) иэ класе Hu следует, что

фувхuиш ur@rуl ,u.(r,yl явпяются, соответственно четным или нечетным

решением относительЕо прямоfi I=у . Но производная четной (нечетнои) не-

прорывно-дшффренчпруемоfi функчии булет нечетной (четпоfi), поэтому, учи _

тывая (26), получаем, что еслп относителыrо прямоfr 
',-у фупкцuп P'tt,

четна (нечетна), ,оРПlц нечетна (четна), S-0,1r,..,K, к определево

в (Z+). Далее докаэательство существованпя требуемого реrленпя проводится

так же, fiак и в теореме l. Только заметим, что в обоэначеЕиях (Эt )_(Эа)

f^_,lo\- 0, есля llr-, (г,у)"ечет*о, й fп-tL01-Lz,tn_to)-afut(|,!), """,
rп_t lc,yl tteтHa относцтеJIьно прямой ,-

Имеет место следующая
у

Лемма 4. Пустьтриждыне пре ры вно-л иффереЕцпруемая функция

. Тогда вкцuя tl (I,t) -
- оу Ра+ *(у-"), qgцЕтqя р€шением уравнения (2).
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3 ам е ча н и е 2. В силулеммы4существуетбесконечномного

функций

Цо(с,у)=l, U, (а,у)-.-!, u2В,у): 2rу-ос. {о-у)2,.,,,

которые являются решенпями уравненrrя (2). Поэтому, t!сполюуя эти функ -
цип, можно несколько ослабить условrtя обрашенпя в Еуль в точках Д п В
у граЕпчных функчий (ZB).
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