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ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ, ИМЕЮШЕЙ ЗАДАННУЮ

ОБЛАСТЬ СУЩЕСТВОВАНИЯ ВЕСОВОЙ НОРМЫ

м.м.3 а р у б и н (Новосибирск)

Пусть на некотором достаточно щироком кпассе функчиП збдано сё-

меПство "ор, |' l ., ., , эавцсяtшlх от Еескольких вецеqгв€цных
lt,".rlK ' эавцсяl

шраметров ( l,,la,... , l, ); дrrя фксироваltноП фнкtlлп Р(а) иэ этого

кJIасса черэ l (9) обозначим множество параметров, при которых

|9| l,,lr,...,l* конечна, Другиrоr слов,lмt{, l!to определЯет эапас

нормированньц пространств, содержаlмх 9 в качестве свO€го алемента.

Вопрос о необходlмьrх условир(, определяюtIDrх геометриtо мноrкеств

,l Фl a R 
* 

, тесно связан с вопросом о впоженпш пространств с

НОрмаМШ l'l&, ,..,l* и псследован, в тоЙ цли пноfi постановке,

многими авторами (см. Е4, 5, 6] , а также обlширlryrо библлоrрафшю в

Е3] ). Воrrрос о достаточноgги ?гих условrfi является вопросом о 'неуrтуч-

щаемостп' в целом дrrя всего ocнoвHor.o класса 'вложенltй'. поrr}ц9нныI иэ

необходrьплх условrrfi, определякrrrих Iэометршю мно).(еств l rП (су.

Е2] ).

С.Л.Соболевым в t1] были поrцпl9ны необходrмые условця на

il trpl r гд€ в кочестЕе основноrэ щасса функшrЙ Р(з) вэят шасс

L r,h ( р' ) - ЛоКоrЬно саммируемых по ЛебегУ фнкшrfi, а В КД-

честве семеfiства 
', 

| 
,, ,. . ., !, 

- н9когоро9 дDуttllра}..етр!tческое се-

MeficTBo восовых норм. В настоящеП етатье шсспедrется вопрос о достаточ-

ности условиfi С.Л.Соболева.

lлусть 9(а1, Ро * R, р€/ць (Ро) ; п Ц
- {0,pl € R' | р > l}. п*о,о",
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!-t9l:(y,p).Ml t pt"lf (,t* t"l')\t,rr'l} иt в соответсгвпш

с выtцескаэанным, наэовем аю множество областьtо существоваrия весовоfi

нормы фувкllшп 12 Е) . Для гэометрrческоl нагпядшости удобно наряду

с пapaMeтpatttt (!rР ) использовать параметры 1ll, Г) , определяемые

соотнощенпем

пе, F
Преобраэовашrе (1) переволит мпоr(еегЕо 4-tП в векоторое подмнож€-

.r"о l (9) по,rосы М - {(9,t) е Р' | О . с * пl

9 - 9, (1)

, кqlэрое

Необходrмые условия С.Л.Собоrrева 
"^ 

7Q) , поJt}ченrrые в Е1] ,

состоят в сл9дпощем. lfuiя фиксшрованноfi функшrи р е l l. h ( Ро )

множ9ство ttП 1) выrцrмое; 2) Br"BcTe с каltдой своеfi точкоfi

(lo,to), ,."оr""r* ltyl содерrспт 'резец', т.е. мшожество

.В - U (l u} Х|то< с < iо+tо- ll) п М
u. U, ..

(см. рис.1).

Г-П

м

(0r,га )

Рис. 1

r tP , областью сущеqгвованхп весовоfi шор-

г

l,0

(3десь п далее зацtтрпхованнце области обоэначают множестЕо точек, при-

надlежачшlх i rrr. Прш атом часть гранхцы эаштрихованной области,

обозначенrrая сплоlлноfi лпнпеfi, вмючается " trt|) , а Iцпктиром обоэна-
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чаются точки граншцы, не пршнадлежащие l (9 . Точка пересечения

двух }пlастков границы (rrунктирною и сплоlлного) не вкmочается в l(p) ,

еслlt она выделена стрелкой, и вкJIючается в ltr?t в противном сrrучае).

поскоrьку в дальнеfiшем нам часто придется ссылаться ва необходи-

мые условия .С.Л.Соболева, условимся первое иэ них обозначаrъ черэ

(V) , а второе - череэ (Bl . Вопрос о достаточности условrrfi (V),

(R) , т.е. вопрос о существовании для каждог\о Ta*orio поолrrо*a*r" l

nono.", /V функшrи ре lt,|ac (R" ) такой, "rol(9)- i,
(ютавался открытым. В настоящей работе будrт построены функшrц Р(а) ,

реалиэ}гюlцие достаточно широклй класс множеств, удовлетворяюlцих услови-

", 
(V ), (Я) . T",n самым будет доказано, что усJIовия С.Л.Соболева на

l191 Unn""n к достаточным.

Лемма 1.ДI9Iэ п ! рз - неотрпцдтеrьные функlши шз

L,,fu (RО ) . тогда l (р,+ рr)- l(9,) пl (9с).

д о к а э а т е л ь.с т в о. ttуст, ( lо,То)еlЦ,lП lryr),
тогда 9; @).(l+ lal')* . Lpo (RО) ( i-1,2) ,

откуда (р,+ 9). (l +laf")* elPo(Po ) : Tf. (!о,t)е

е l (р, + 9е) . ооратно., так как Йr r"l , (l + l,f )У7РО о

.Пr, + 9).(t*lcl')1)n (i- l, 2), то ll (р, + рr) -
с i(9,1пi(92\.

лемма l доказана.

Эго простое предtоrlteнхе сrrрlоlт удоФшм средством дJIя рещенхя

нащей эадачц. так как. имея в шалrчlrш эапас неотрдцательных фнкпrrп,

ралпэ}rющпх некоторое 'баэисное' ceMeficTBo мноr(еств, мы сможем, в

сиrту леммы 1, реалиэовать мцожосгва более слохшоfi кофшrурашlш. В ка-

чеегве такогр,выделенноrc семейства множ€егв удобно взять множеетва

l следуюЕlеr\о видд:
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т
Т-п

%

|)0,t0)

loe R,
l

0 v 0<Го<п,

3Е
0-0= Т ,

loe Р,

0=Со- о.

}'

l

т

т0

t

t0

Рис. 2

0

Рис. 3

0

о. O-Т,

0-Со< п.

l
Т=п

g

Lт

rlo С R,

l,
0

Рис. 4
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(Заметим, что во всех трех сл}^lаях (рис.2,31 4), точка, раэделяюlttая

L на два типа (по вмючению в l ), может, в свою очереЕ, либо

вкпючаться " ,"о*""r"о l , либо нет, кроме сJцrqбg" )о: ! u'
на рис.2 u То : 0 на рис. 3, 4, когда такое вмючение невоэмоr(но.

Аналоrтчно на рис.2 при То = 0 воэможен лишь слуrаfi lo: - оо ).

удобство такот\о выбора заключается в том, что в сиrry леммы 1 и

условиfi (V), (Р) о" поп"о"тью исаrерпывает сJrгIаR кусочно-линеfiноfi

гранпцы ,"о*""r"a 
'9 

Построение неотрицательных функшлfi иэ класса

Lrr!* (КО ) , реализуюццх множества вида 2, Зr 4 ч будет ос-

новным реэультатом данной статьи.

Прелварительно эаметим, что, несмотря на простуtо rЕометрию

мноrкеств баэисного семейства, реализуюlцие rrx функчии необхошrмо долrlоlы

иметь достаточно слож}rу-tо природу хотя бы прп 0 = 0 = t ,

Действительно, пусть Ре Ltrц ( RП ) " / tgl имеет вид

рис. 3, 4 б О. 0,:5 Тогда сущесгвует 4 a R такое, что

lvt")|'. (rrlrl')Ч, L, (Rо) V р, /,откуда имеем

Р€Lр,h (Р') !,Р' t, следовательно,

lptcltl. (l*lcl")t . Lr,ц(Ро) V,l еР, р > /.

Пусть тепер" (la,Tz) е l trPl , где lrr 9o (такое эначенше

найдется в силу r"по"1" g=Т ). Тогда tei"ll;", 1r*l,,re)u#c
е /, ( RОrJ и, следовательно, р loeRo ltprril, (l+
+lсl')i--|l<ф ,где /-*р"лебегав

R" . С лругой стороны, мера 9тоr.о множества больrле Еуляt и оно н€-

ограниченно в евклидовоП метрике, так как в противном сл}цае имели бы

|rpt..ll '.(,rlдl')ry.!,(RО) Vprp" ,что

противоречит предполож"""о 8 > а . Таклм обраэом, мы доказали, что

функчия, реалиэylоtпя" ""о*""r"о 
r/ вида 3 uлп 4 с О a 0 - 5,

с необходимостью долrсна иметь 'всплески' на некотором неограЕrtrенном
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множесгве неЕулевоR хонечноЙ меры. Эго простое рассуждение пршводит к

методу построения функшrй баэисного семеfiства, который мы сеfiчас оrrrr_

шем. fЁtиэкиfi метод был исполь?ован О.В.Бесовым в Е,2] .

Т е о р е м а. MHolKecTBa вйда (см. рис. 2, Э, 4l яыlякугся областями

суrцеqгвования весовоil нормы.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Для доt(азательства теоремы мы постро_

им неотршчтельные функlшtи из

мвох(еегва. Полоrlglм

пэ условшя

L,, b ( R') , рализуюlщlе атш

!V* (r_ ) Ц |.е Poll,", - х| - ц!,
глед6{/, К2Ко| 0<ц.t.
Ясно, что при егом Wi (rr)П Wi (lr) - D , есш if7,
Полоltслм, далее,

(2)

(з)

(4)

Опрпелим Ко (о, Р, l, |, 9 ) n |\ k,р,f,t,gt7-ъ

ч/

е'". е е*. (tл (lпк|t. (hK)c .к /+9

VK>Ko>3,

( t,*) .h/л

чС

U
К'Ко

д (!Vл tr, r) -

где

ос, = 0r/ i l:0,2i l-!,r,*, N>-п;

Р--0 пра 6=Q пР-0,/,-/ прпq-=/.

Покажем, что gпоrэ всегда можно добитъся, ,.". У ,в'r1э,У,1,7 
)
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удометворяю,цих (4), J ко е il
TaKJ{e что выполпено (3).

flействитеrъно, Vкa N

а
п
2

Г (t*l)

t \lк-Ко ,0=Xr.t,о.о

им9ем

r W- ) (,r-!)" -(r-!/)-I

z )

: "' - я ( :) -"?.(\:)'- r:)') ,

Г(!+t) i=,

огкуда в силу (4)

r(w-(lD
h*

к+аа

/

( е*". еР*. (tп (tпк))l. ( to *)
l. rп9'r'|

:[i* *t_ 
L*(i) 

-"-, (l)' a'lJК+ео гGrl) ..

, au' . ePr . (grtbrl)|, (Io*)|. *'*9 :* ео.

х

Значлт, дIя заданны* (*, P,l , t, У )

щtх (4), J ко > 3 , такоэ 
""о Vк > ко

t удовпетворякF

, ЕЫПОЛШеЕО НеРаВеНеГ-

во

(ц (j)) ,
./

(5)

Далее,

ыVкеN

е*'". rF' . ((o1k i)l, (k r)l. к 
|'?
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воэрастающая функция от | * (o,tJ

olVKelV
Jъ(к,t) ,0

р
ц

'. (til"l')" d.:

(П,р)еП,

" Yt>O

, ,l,a*oe что / (\tt r а). 6,

Восполюовавшись теперь (5) и своfiством непрерывных па отреэке функчий

принимать все промежуточные эначения, поfццлц наше утверждение.

Итак, условия (3)' (4) поэволяют выбрать ко (n,p,/, t,,)
" |rr (n, Р, l, t, r, )l Z*, !{ тем самым за-

фиксироваъ пэмеримое пlно*ес.во W

3ададrм теперь функlшю Р(с), R О 

-R 
слеryющим обраэом:

,О""'. (t*lcl'l€ , tb hц.l1f при 2eW,
9(с): (6)

0 при С/W;

где 
", Р - прои3воJтьные деЙствительЕые числа, , t=0, np"<=o,

п проиэвольное действитеJIьное число при 6(=/ (необ:юдлмоегь такого

огранrпrеншя rt" п.р"лr..р / булет видна иэ дальнейшеr,\о) .

Оlевидlо, ч@) > 0 на RО ч 9е L r,toc 
(RО ) ,

Найдем ,1@t . В сиrry (2) имеем

c)l: l'r,
W

Е
2

(с)9\
Pn

(l*lrf ) d,o

W((zK)

оо
_ý

-l
К=К0 \ lptrl'. (пt",')Y l"

Следователь"", il (Р)

дlя которых сходrtтся ряд

состоит в точности иэ тех точек
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P(9+el
т

f.r'r'\(

lcl
2, do. (7)

\У. {z* )

В силу непрерывности подынтегральноfi фувкцли, )нитывая (3), шмеем

две очевидные оценкп:

;
к=ко

/+ lcl ) (hbrw)

p(la)
рТ
\ (l*lrl') .(t"te+lrl))

рр le l€l

е do ><

aL

р
VK 2Ко

W((zK)

р (9l€)'т

p(!+2l
к

(Ь rr-t,!'if', е
rtе в

.lt (W-{z.)) -
|,

)
I

а (r- t"j" t' )

р (l+a)

-(r+lcj;)1'1 .(tob+|o

(i|lcрр рt" кli, е
, (8)

eu' .е F'. (0ък)' . (tо(tпкl)l, *'*9

.о" d-t2l lrj"l. [к- 7к, K*r.J.
(3десь в сrr:лае HeDaBeHeTBa < ( > ), с!' 1 af' ) обоэначает

точку максимума (соотв€тсгвенно шlнимума} подынт€гральноfi функшrи).

Оба ряла (8) (мажорнта и миноранта рядr (7) ) сюдятся и расхо-

дятся одновременво с рядом

(9)

Чтобы убелиться в 9том, достаточно вэять прдел отношения их членов.

Приq( =4 , в сиrrу условия (6) t -0 , поэтому искомыR предел ра-

вен единице (в этом случае достаточно ограниченности последовательности

|r-l Z ro ). При q4-7 , t - проиэвольное деfiствrrтельное число,

рр рtе ^

ý
К'Ко е-r' . ,lК. ([п *l' , (t" (kd) l,*'9

( taK) е
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но условие (3), обеспечивающее нужную скорость убывания ?a , снова

дает сущесгвование предела, равного единице.

Таким обраэом, ряд (7) сходится и расходится одновременно с рядом

(9). Огсюдд, польэJrясь хороlло известными фктами иэ теории рядов с по-

ло'glтельными членамl|, пол)наем *о 4 t gl :

а tyl- (l * -pt ,а} u [* -рtф 
^ 
р -t! u

ll|* - р[- 0 
^р 

- 0 А?-р (у+zlrо} U [* -pt =0 л

h Р - 0 
^ 

l, - р (l)+ е)=0 
^ 
l=g л t -рр, t| U

U|"t -pt=o 
^F 

- 0 
^l 

-r Р +е)= 0 А l : 2 л

n t - рr" /}) п П, где энак л означает совместное ВЫПоЛ-

Heшre условиil.

Применяя (1), полгlаем вид 4 tgl

l t,pl: ([ ,.. , to} lJ |сп-|п 
^ 
р: / } U

U Ir". = tп л р - 0 
^ 
су> Lч+А.пlU |Tn=to л

h р=0 ^ 
с9 (v+z) .п л|--0 lт (t-t) , np]. U

U |r*-tп л Р = 0 
^ 
t' =(tt +z).,L 

^ 
l = 2 Д

Ат(t-tl>пf})пи. 1 ro)

Легко проверить, что мноrкества вида (1О) пробегарт семейства

2. 3, 4 при соогветствурrдем выборе параметров (u,p,|,l,/,
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t, €,"|| , удовпетворяющих условtlям (4), (6), при которых и по-

лпена ( 1о).

,I. oс: 0, р-0, 1-0, 9-0, 2, ре R;

а)S-Р , =Э рис.5.

6)/--2, J рис.5с
включением точy,п (- а, 2 ПР ),

(9) 2ор

уР
Рис. 5

L
Л [:t :

п. <=0,

l l-!

0

t

l,

v

2ll /:-
е

al f =0 , -; prrc. 6.

В) / -2, ==i рис. б с

вмючением точкл (- еr-|fuР),

,i tрl

Рис. 6

0

-?Jzp

t /,

ф

?

п
0=т

2ор

},)0 -2

р=0, t=0, N)0,2,РеR;

а) /=9 , Э p1.1c. 7.
)

6) |=2 , =ф рпс. 7 с

включением точки, раздэлпошей

бо

/ 0

Ршс. 7

у



l)/2l [,-т i

al /=0 , :) рис. 8.

бlf-2,Jрис.8с
включением точки, раэлеляючrеfi 2j

т
С-П

ltpl

ш. с-0, р-0, t-0, -п.r-0,2,frР.
Мцоlкество ilrql имеет такой же вид как и в П, но !g0.0.

ly.ý.=/,pO,teP;

Ll р=0, ? --/, 2= 0 , l _ любое ". t, ,, i,
al р-/ , =* рис.9.

Bl P--l l + рис. 1О

Т-п

t (р)

Т=п

Т-П

-h7

L

g- L

L

0

Рис. 8

tп

т

т

/п

n(р

L L

0

Рис. 9
0

Рис. 1о

(9)

\'

lп

21 9-g, р-0, |=l, zс Ri

al 7-0 , -ф ршс. 11.

О| Р .0 (любое), ф рис. 11

с вкJlкrченtfем точкл (-а, tП),

L

Рис. 11

2
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Иэ рис. 5-11 видноl какую роль играет каждый иэ параметров

(пr 
7Э, f ,l, ? ,t, trР) Параметр sс отделяет crryqаtr 0-0

(ос.=/ ) от сллаеь 0< 0. r (е:0 ). При ф=0 параметр

? определяет 
"л*по" f , Z определяет параллельньlй сgьпг f ,

l - "".о*-"иэ' (т.е. раэделяет семейстм 3, 4), 7i - включение раэ-

деляющей / точки, ,О - высоту раздела, t , Р не уrаствуют.

Приqa=/ ,наоборот,активноучаствуют t " р , t определя-

ет вь,соту / , Р определяет тип l ; остальные параметры играют

эдесь вспомогательшую роль.

Теорема полностью доказана.

Заметим, что отдеJIьные множества семеfiств 2, 3 и 4 моryт быть

реализованы, конечно, иJlесколько более простыми функlчлями. Например,

9@) = (l + taP)t ", RО , реализует tz, а f(I)
loF, etxl

реалиэует 13.

а=п L

-е

т

4(1t+t

Рис. 12

Т=П

lolt.e|d

Рис. 13

t,

Zs
v

Но преиr,,тущество метода (З), (6) состоит в елинообраэной реалиэашrи

сраэу всёх 9лементов семеfiств 2, 3, 4, что делает улобным осуществле-

ние предельных переходов по функчиям баэисяого семейства. Кроме того,

метод, испольэованный в теореме, может бытъ применен и к другим весам

соответствуюtцим подборсм множества 'всплес*о"" W и самой функции

Р(g) на нем.

Итак, слl^tай кусочно_rtинейной гранишl ,"о*""rr" ,/ рассмотрен
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полностью, причем функчия, реализующая кФкдое такое множество, мох(ет

быть выписана явно ( Р (d есть конечная сумма функший, построенных

в теореме). В частности, реэцы 1, П и Ш типов, выделенные С.Л.Соболе-

вым в Е 1] , окаэались действительно областями существования весовоfi

нормы.

Для того. чтобы реализовать ,ro*anu ,tr , удовлетворяющие

(V), (R) , граниtlЕl которьц эадается гладкоfi функшлей, а сами грашпtr-

ные точки целыми кусками 
"*nlo*alor"" " 

l , либо не принадлежат eм}r,

достаточно проинтегрировать по параметру соответствующее подмноr(еqгво

базисного семейства функшлй и применить эатем операцlю конечногр сум-

мирования. Полученная в реэуJIьтате функция, в сиrry леммы 1, бупет

иметь требуемую область сущеqгвования весовоfi нормы.

Ниже мы докажем, что гранrrtlд множеств, удовлетЕоряюlцих условиям

(Y), (R) , допускает анIlлитическое представление с нуlкной дrя наlцих

целей гладкостью.

Пусть "t С /Yl удовлетворяет условиям (И) " (R) . Поло_

жим {о U) : цlр l,V |J с n,E) € l l (если

Х - g, то, по определению. {0(1 ):-са). Покажем, что сrryчаfi

ýOW) : } ео исчерпывается семеfiством 2.

2, множестьо 4 , удовпетворяющее (Иl, (а) , щ-
надлежит семейству 2 тогда и только тогда, когда {ota1 :Lco,

До к а э а т е л ь с т ь о. Еспп,rt имеет вид 2, то

{, (l): t оо . Покажем обратное. Пчсть ý, (..*): +*о

(сллаfi ýr(а) : - * очевиден), ,оr* g{# .а . Полоlсrм

т о- |,пf [т lJ (п,t), ,t l , очевидно, п2 то > 0,

Покажем, что .l - "rrуrрнность 
,"о*"".". ./ в -2к совпадает с

Лемма

, -2 t

Itr;,r)eK l то

t.Llu,cle Ре 
|

. С . OJ

Zо<r<аJ
. flействительно,

о

, откуда следIет, чт.) i с

63



С [t*"l , R'|то < t <п! . обратно, ,ryстъ ( l,г.е R2,

rreТо,<l<ь .Тогдаrвэяв

t', . J , t{ (l2 ,Т2) е,4
(они суrдеqrъ)пот в сшrту опр€д€ления

ýOG):+*
точка (nr7)

рпс. 14).

t-П

0

(l,q 1е l такую, чю Tq <Tt

так}по, что 12 достаточно велико

, условшя (plго

r

), и провеля через них пр""rло / , поrtгIим, что

вмеgпе со своеfi окр€qгносtъю лежлт ъыlrrе L (см.

Ф. L

t
Рис. 14

)

Отсrодд в Фrr}, условшfi (V) n (Р) сJIедrет. что (4 Ое;,
о

Итак, i - [(У,о)еr?а | tо<Т<пI . сновацспользовавуспо-

.rrе (r?) , поrцFltlм, ,rо t имеет эuл 2.

Лемма 2 докаэана.

TalolM обраэом, вас т9перь мопут интересовать лицrь множесгва

П , так,,е, "- ýо U ) С R . Иссrrелуем ыtд таrих множеqгв.

3аметшм, что в сиrrу (Y,) " (R) 'дIя ках(дого r. ýо U) множ€сг_

,о {rl(U,") е4 } оU*эует цеrryстоfi промежутош; ею концы

об*r."r,п trч(" " Т::' ,

,J" * r?
Прш етом, в сцrry тех же условld, пмеем:
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(l) (1'l

'u, -' " u,

(")

некоторьр числа;

Vrl,.lr.{oШ),
ч

ряюцеIэ усJlовиям

(2)

(х х)

г t>z
vL

Полояg|м 0t 111

0JQ):

Л е м м а 3. Пусть 0l -,р"uца множеqгва t r УДОВЛ9ТВО-

(Y) 11 R) , такотэ что {о tl) е r.
Ц |т | cv, tl е dэt} . тогда

|r!," ,, 
"'i' } , npn l < {о Ь{ ) ;

|r,, " 
-. Г"l, при r/ : ý0 (.4) r где т|,т2-

g,rryп n>ýObr),

Докаэа тел ьство. При V > {o(,I) утверждение

очевпшо. Пусть 9 - rоU) . Воэьмем rп- {"@-; (пеil)
и положим ,,- )р L";' I , т2: ixf L т Jr' ! ,

В спrry (х) п (х х) имеем 4 - Tz . Покажем, что alýo$D-
:t6r-. t <oz} . очевидно, чrо |т, -<?ý CrI-0,t(fotA),
Докажем, что другшх точек в а4 ({0 (4D нет. Пусrъ ТоrТэ плп

То a dl . Воэьмем некоторую tqlбическую f,, _oKpcTHon" (0, Ео)

точки ( {obt), со) l гд€ о < rпаI (tо-Тr, Ч -ео) ; -гд", "
сиrrу оrФеделения r| n Те , наfiдется по€ N тако€, что

{rn, , ";:' 
* 

" 
u ofo'l n 0, (yol -.а . Взяв теперь

0sGo) с l-rпirъ(r,h) "воспольэовавшись 
(xl)

полгlим, ,rо Q б Fо)П * : .? и, следовате льно, tо / а* ({о {*l1,

что и требовалось.

Пусrъ, наконец, r < {0 U) . Ясно, ,* T|'l, r|е 04РУ,

Проверим, что других точек в 0t trll нет. Пусть вrrачале

Т!"."О. tr'. ВоэьмеМ проиэвольное | такое, что У< \< {0(l).
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Если при 9том окажется, что 
';:'a 

то . г jil
в силу (R) . Пусть 9то не так, например, Со 2е

,тобо/а4rчl
е)
v,

. Тогда, в

сиrry услови" (V) , существует t', , такое, что У . lr. l,

" Т| >То . Если к To}vry же выполнеяо ч tоr";' , то поrrг{аем

прелылучшлй слуtай. Пусть ?, =Ui: . тогда,в сиJry Jrсловия (0 ,

существует \rJ такое, что Уa J, = /, " Гj'r' < То . Так как

при этом О;" , U;' (в силу (r *) 
', : 'i: - 

Со. cj') ,

откуда следует, что tо/ 0эt О) non Ti" .со. сf .

Воэьмем теперь То rЕ'? . Пусть on n (!, Gо ) - кубическая

ý, .юкрестнОсть точкИ (l rtо) , где 6, . (To-T;n ) . Докажем,

что существует J, . У такая, что LJ,,"i| - Е < T;)l П

П (90 Go) : .q . Доrryстим противное, ,о"о" V /, . 9 выпол-

(2l
нено Z >- tо- L, следоватепь"о. V/, = il\ точкп

(u,, о : То- О_+ Tf;| 
)

пр"""лrr"*., l . С лруrэfi стороны,

так как r < ýо Pl ) , то сущеегвует (t, Tz) е *
J.r9
=. CJ"

Т". t!i)

(2lu (trE ) , пересекает прямую

. При этом выполвено Тr. TJ:' " tr' , т.е. tч--

. Если Тr- С!r') , то наруlлается услови" (Ю . Если rKe

! то прямая L (см. рис. 15), соединяющая .о"- ( У2rт2)

такая, что

в точкеf,o
l)

(t, го - E+af)
2

,где УзaV Точка
ч+у,

2

е.* , следователыIо, отрезок, со€дtlняюццrй ее с

точкой (le,Tr) е 4, в силу (V), состоит n.,,'r.*,zt . Проти-

воречие с определением 'f'
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Т:п
с

Рис. 15

о

го- е+гf;) I

L J-jъ
I

v е|
_]_ _

t2

0

т")

I) r"

l
) ,

такая, что

Взяэ

, пол)rчцм,

Таким браэом, мы докаэrrли, что существует 9, a J

tu,, "|,'-( 
e -< oJi']1 n [! r t To ) - .Е 

.

d|: ,пiП (е, V - n| ) и восполюовавщись (r *)

"r"0t(tо1п*-,d ,следовательно, rоУ 0,1 tvl,
Сллаfi Ео a О!') рассматриваетс, ан{lлогично.

Лемма 3 докаэана.

3аметим, что есJIи ý, (t) е R . то всегда с)rщесгвует treP
такое,что i, . ýo(,I) |и V У*Ч выполнено"!|'-О,

Возьмем верхнюю грань таких r, и обоэначлм ее череэ |о (ЦО {о Ltll,
Полоlсtм, далееt

4(у) - {"r"' 
, "О" t < ro(t), 

rrr,=Рflnon 
lp-"l,{o(l),

LT, при J : ýо (i) , ''- 
|Tu "е" n- {о (l),

где числа t, ,, t" определены в лемме 3. TaKrrM образом, поФцttм

обцшfi вид граrиrьt ""о*."rr. 9/ . удовлетворяющего усповиям (У)

" (R) и такоrэ, "rо {о V)e Р (см. рис. 16).
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с
Т-п

9
0о Тr= t2. о ,

f,Ф,|l "1оиil*ио],

/, t,u, {4-. v * sou)l*E,a.

.)

)0

(а

ц

lш
Рис. 16

Иэ (* *) и опреде;rенил 4 rTz следует монотоiilноqгь функшrfi

|, (Ul " frtV) , следовательно, они моryт иметь раэрывы лищь

первого рода. Но, как покаэывает анаrшэ доказатеJIьства леммы 3, ото

невоэможно. TaKrrM оОраэом, f " f, - н€прерывные монотонные

функшlли. " fz(lg)- |L . Кроме того, в силу монотонносги они имеют

обьпrrrуо конечн)rю прои3водtlую во всех в}:}rтренних точках области своего

з€lдания, эа искJIючением множества меры нуль (см. Е7] ); при 
'юм

{i trl2 0 ,, i|! tЛ < - | (иначе нарущается условие (О )

и фнкчии fr' trЛ , f ', tVl , в свою очередь, монотонны в сиrту ус,то-

,n" (Y)

Данная гладкость функщй l t Vl " f, r,,rl достаточна дtя

интегрирования по параметру Фнкшlй баэисною семейства. Таклм обра-

эом, эадача построэния функшлп, реаrпrэуюrпей эаданное n"o*""rвo l ,

которое удовпетворяет условиям (\r) , (R) , рещена в сIцrqдg 'хоро-

шего' вклю"a""" " 3f, точек границы.

Заметим, что если частъ границы множест"^ Э( представJIяет

собой кусок прямоfi, то включеяие точек атой части границы в само мБо-
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х(ество l не произвольно, а регламентир)rется выrrукJIосаъю 4 r т.е.

предегаЕJtяет иэ сэбя некцП промехO|ток. Иначе обстоит дело в сrr}пrае

'крпвою' кусшдr так как тогда услови" (V) , (R) це HaKJIaEtBatoT на

"-о*"*r" . f граЕпчншх точек нпкакшх ограtшченхR. Именно эдесь

содерхtатся основные трудности доказатепьства полноfi достаточности усло-

шtfi С.Л.Соболева, так как на 'кривом' )rчастке гравхцы мнох(еqгво вклю_

,.gr*"о " l точек соверrценяо проиэвольпо (в частностtl, проекцпя епо

на ось У может быъ далсе нешэшrерлмоfi, что не позволяет воспольэо-

в{tться интеr?шрованпем базисшх фунrщй).

Хотя докаэательство полноfi достаточностп условrrfi (V) , (R)

продставrrяет собоfi, пфвидiмому, труд}rуrо эадаýr, тем не менее lrэ поrтr_

ченньtх реэультатов следует, что !rсловия С.Л.Соболева бrчrэкл к достбточ-

ным.
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