
ylк 517.5

О НЕКОТОРЫХ ТЕОРЕМАХ ВЛОЖЕНИЯ

ДЛЯ ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

В.П.О р л о в, П.Е.С о б о л е в с к и й (Воронеж)

Начпная с классическлх работ С.Л.Соболева, иэгrенlrе дlфренщlалъ_

ных уравнениil с частвыми производными существенно оtшрается на теоре-

мы вложения. Эгоr,rу напрамению в теории уравнениfi с частными проиэвод-

ными посвяшено больчrое число работ. В частности, теоремы вложения для

выро)шаюцихся метрик важны при иэгlении вырождаюttихся диференциаль_

ныr( уравнений. Библиографю по етоl'ry вопросу Mox<яo найти, яапример, в

Е 1 - 4] и Е17 - 2О]. В этих работах, в частности, из суммируе-

мости с весами некоторого набора старчlих проиэводlых делается вывод

о существовании и суммируемости с BecaMtl 'смешанных' и младцlих проиэ_

водных.

В работе Г5] была развита теория коэрцllтивно поэитивных п€lр опе_

раторов. Эта теория поэволяет cвecтll вопрос об изучении областеfi опреде-

.тения лробных степеней некоторого к.lасса операторов с частными производ-

ными к иэучению областеll определения лробных степенеfi одtом€рньD( опе-

раторов. Дробные степени одномерных невырождаюшихся операторов и3уча-

лись в E21l . Изучению одtомерньrх выро)ttдаюrцихся операторов были по-

священы работы fб - 9]. В вих рассматривались краевые эадачи в

весовых гёльдеровских пространствах и в пространсr"r*,"пл /" . В

отличие от других работ, главно€. внимание в ших уделялось исследованию

реэольвенты вырокдарццхся операторов. Эго дало возможяость конструи-

ровать из ошомерных операторов многомерные.

В вастоящеfi работе с помоltью теории коарцитивво поgитивньц пар

операторов наfiдены точные описаншя областеfi определения Fекоторого кJIас_
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са вырох(дЕlющ!хся дlференщальных операторов в банаховом проqгранqгве

и на атоfi основе поrццgц51 новые теоремы вrtоженпя дtя таклх операторов.

Прш этом мы огрбнr.lиваемся иэ]венхем поведения ф}rнкщfi вблиэи rтаЕццы

выроrкдения. В припоженчях, в частности, ати теоремы поэволяtот устано_

Btlтb т€оремы можения дtя вырождаючtихся метрик типа теорем С.В.Успен-

скоrэ Е1] u уточнхть некоторые иэвестные реэультаты.

Схема работь! сJtед}.юшtяя. В пространстве БоЕlера BatO,--liE)
фнкчий со эначенияr,сr в банаховом пространство Д рассматрпвается

пара выроlкпаюtцt{хся on.p"ropo" /, " Дz . Прп некоторых ограничеЕи-

Ях на коафшцrrенты докаэывается, что операторы А, " Д, образуют

коарцитивно поэитивную пtlру операторов. Эго по3волrет поФцить ошсание

областей определенхя лробных степеней оператора Дr* Д, с помоlцью

дробных степенеfi операторов Д, " Де

р

ý 1. Вспомогат€льные утверllценшя и определ9вия

1О. Фу н к ци она л ь н ые п р ос тра н ст ва. Пусъ

(il - сt(.rлярцая функшrя, определенная и поJIожхтельная на промеж)тr

конечны нормы

*" (a,t),-nBo<t.+*. обозначrrм r"w" ts|[o,6iE), /<р<*оэ,

пространство, поrтJвевное замыкаrшем мноrкэства всех гJrадкtдк фштншх ва

@,l ) и прlrцlrмарщrlх значения в бацаховом пространстве f фушкшrД

понорме t _ ,,'lP

lulr, кр,а;Е): (!n" <tllPp(t)dt)

В еrлае, когм 7(ё) = l . зшачок * булэм опускать. Обоыачlм

""к. Vf (Ъ,hi Е| , W!'*(h,tl;Е) пространства ф}гнкщrп, rr.re-

юrцllх на О,6) обобщшвые прошэвошrые до порядlса z .дtя которых
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I ul 
rо,* @,а 

: 
#, nu'*' Ёil в; (са,t)| Е) .

важную роль в дальнейшем буryт играть следуючше обобшения нера-

венств Наренберга (см. ElOf ) на слгrай весовых пространств.

Лемма определеНа прИ ВСех-с,о< t.+з

рft)>Р, п при некотором m>0
J 

-

выполнено

!эU|)=пf(tz),, -ф<t,=tr<*тс. (1)

Пусть чt)еW;(1-N,N7;Е) при любом N>O , причем ч'П'd)

" u(il принадrrежат а|К-"-,"-); Е ) . Тогда при любых ё> 0 п
t 

-

}- /,2, . ,, , П- f справедливо неравенсгво

N ч !' ttl l в| t_ _, _r< е l u'"\t ll * r*, *r* h l u rt lll u, r_ *,оо).

n ц'ft)lр'Ь,t)- УГр|'tё,|ч tdll * р'Ь tF dlц ft+eln +

(2)

t+c

+ 
t tl-e-s)r.p'/rp)lu"tBll /s].
t

в силу (1) вытекает, что

Огсюда с помоlцью эамены переменноfi и интегрального неравенства Минкоь

ского пол}пlаем соотноlление (2 l прп 77- t ч i - l
лемма докаэана.

Подобные неравенства в несколько другой фрме устанавливались мно-

гими авторами (см. Г11, t2f и др.).

Пусть непрерывная на fa, ",с) скалярная бункчия 4, (/) такове, что

а,@) - 0, a,(t) > 0 npn t, 0, праtем or(tl = l прч t>/
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пусть 4l, G) € СО СO,оо)

оператора а, ttl L
иэ леммы 1 вытекают

( -ю степеь

(tz) . Пусть функшя

)О, причем ч@Jф) n цН)
. Щр",r0"*. ё>О u

спра ведливо неравенство

Л е м м а 2. !у"r" Ф*. Оr(t) прч ьсех |-tr-t"(*czo

ц(t) eW; (ге,".-). Е
удовлетворяет неравенству О| ft|) . fuа,

)' при любом f,

tsr(ГО,.d l Е )

j-/,2,,,., fu-/ справедливо неравенство

мы 2. Пусть функrrии @

Тогда при любых €>0 чl=/,2r,..,п-/

принадлех(ат пространству

llчVJ dlil8, 
[4*)-= 

оlчПttllзrсо,*)+ Чlц(tJП врг4*).

i ttl 
"'") d) " ц (t) принадлежат В,(Го,"-)зС).

Л е м м а 3. Пусть функч1.1я qG) УДОВЛеТВОРЯеТ }СЛОВИЯМ ЛеМ-

! а! ttl uV' ttil ,rр.оо)< o\a|ttl u(o'ttl1шrop,*l* Гц В lD,*|'р-

м

t

r : \ dzfa, k) (з)

и положить Рrc)= arftLl)' . Для доказательства леммы З доста-

точно представить а! GlaI' tt) в виле

af dlu!'td) - ttVJ,t, *iЁв,,{t)чtrlЁ). (4)

3лесьос, (/) ограничены, так как о|(t)еЬОgо,.-'t п a,d)lt

|ц(t)|

для докаэательства леммы 2 достаточно сделать эамену

np" t>l . Поэтому утверждение леммы 3 слелует иэ (4) и леммы 2.

2О. П о э il т и в н ы е о п е р а т о р ы. Обоэначим череэ

п
,\ (9), 0 < Р . с, множество комплексных чисел вида

Z=р€j' iiy|, r>0,1!l<9.
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О п реде ле н ие 1. Действуючrиfi вбанаховом пространств9

Х линеfiный оператор Т называется пфитивным, если его область

определения 2(Г) nnor"" " Х , операторы Т + 7Ь прп всех

r,е ýtpl n"r"lo, " Х ограниченные обратные, и справедлив€

оценка

I(Г+,l")-'i<M(l+lfo|)-l. (5)

Число рт U) - iпf (Е - Р) , где ниrкяяя грань берется по всем
р

! о мя которых имеет место (5), наэывается спектральным углом опера-

г-п - +\ ;* (т*х|'dъ.
Рассмотрим в f, пару ограниченно обратимых оператороо \

тора Т . Если 9г6) .+ , то оператор tlаэывается сильно позп-

тивцым.

Для поэитивного оператора Т определены его любые 
"*n""" 

Г*,

полоr<лтельные и отрицательные! целые и дробные (см. Е13] ). Отрича-

тельные дробяые степени прч 0 <в,< l определяются фрмулоfi

(6)

" Т, Вводя"л2(Г1) пD(Гr) нормыlУ|ц:ll|Уl

" |YnT: | Цу| соответствепно, пол}пlаем пару банаховых про-,2-
странств r(Т,), " D(Гr) .

Определение 2.Поэитивныеоператоры Т " Ге назы-

ваются почти коммутируючlими, если

1 ) операторп Г, Г, " Ц Ц имеют одинаковую область определе_

нчr!;
2) существует чпсJIо 0< l < / такое, что при всех /eD дIя

оператора Д (Ц rТr) - Гr rr - Ц 4 справедJIиво неравенство

N l у кМ ат ц /+ n Т, т, yl /t l I yl+trT,yl)''l ;

3) оператор Т поэитивен " -V tT; , причем vr@Щ)).rr(Х)i
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4) оператор f поэитивен 
" 
j (Tl) , прllчем рrr(DtЦl--

< (/- (х).
'12 Определение 3.Поэитивныеоператоры | n Tz обра-

зуют коэрцитивно позитивrrую пару (к.п.п.), если при всех l'О уравнение

Ц"*РГzа- ! разрешимо псч любом !€Х , и справедrиво

HepaBe!lcTBo

lЦ"l+рlГеu l-= М lyl , l| { l4 (у,У).

Теорема А.Пустьпоэитивныеопщ Ц эБ
рг(Х)+9гU)<п

в банаховом пространстве ts, (ГО,-i l Е )

почти

коммутируют и к.п.п. Пусть Тогда

определенньМ на 2-2 (Г)П2(Гg) операторГ+Ге имеет ограни-

ченныfi обратньй и при ьсех 0< l+f2 < | , f, , fa > 0 справедливо

неравенство

(Опрелеление 1 см. в Е13] , определения 2,3 и теорему А см. в ;5].)

ý 2. Дробные степени абстрактных вырождающихся операторов

| \!' цl' (г, + гrГ'l -,- | г!' r,l' (т,+r,)'' | = м ,

рассматриваются

Д,ult) - Ft)na| (il tt@ tt) rЯ *(t)а*ft) ч"'lt) + *, u (t),

lrч{t) - а2 (il Дчttl + ка цftL
3десь / - "rn"r,o 

позитшвньй в € операторt

мые и ограншченные на оси скалярные функlши. 
" 
-lt]

н€которые полоI<rlтельные числа. Непрерывные на L0,*)

операторы

(7)

(8)

l"ф - иэмери-

, К, " Ке -

функшли

ait) таковы,что аr(t)>О np"t>0 ,а;ft)=|
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t > t п аr(0) - 0 .3начение а,ft) при t- 0 может быть кдк

равныt{ flулю, так и отличным от куля. Таким образом, Д| n Д, - *о

вырождаюцЕlеся, вообtдэ говоря, в куле операторы. Область определения

D(Дr) оператора Д, состоит иэ таких функшrй ц(t)€Вr(rо,"оlrЕ),

что ц (t) имеют при t > О обобцrеюtьlе проиэводные до порядка z ч

ai ttlUф G) е Вr(|g,е.); Е) при 0< i<п.
Область опрделения D (12 ) оператора Д2

цrlп llН)е3р(Го,-.), Е) . что ц(t) е j (Д)

t >о а arG) ДчU)еВr(Е0,*) i Е).

Т ,*{- 4 , z$ ak)dz f 121 -+ --,

прш некотор." aJO.

Условше 2.Функчия аrG)

раэ нопрерывно шrференцдруема прu t > О

справ€дlиво неравенство

Кроме укаэанных выше огранrtrениfi на коффичиент", on"p"aopo" ,{,

, потребуем, чтобы выпопнялtfсь сJrэдrюцше четыре усrrовия.

а

непрерывна на f4 о.о) , п

, и при "n* t,c е (0,ur)

состоит иэ таких функ_

почти при всех

) о и неот-

справ€дливы

(9)

( 1о)

(1r)

(12)

u

д 2

У с л о в и е 1. Сушестврm Taкtle конqгантьt m >0,

рицатэJIьная функшrя a(z) , что при всех trCe(O,"o)

неравонства

прl{чем

t
о| (t) /а, {с) < m ecpft \ l, Р, F)l ,

т

t

l ,- o,'/'ll, /oi/'rcil-- d ( 
\оrrо,.r,) 

,

t

ltl l- arrtllartrll < у (] lz /'o,rz)l) ,
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где непрерьвяая прп z>0 фнкчия {k) такова, что f(z)*0
лрu z *0

Условие 3.При 0<i<п " t>0 справедливын€ра-

венства

(13)

( 14)

. Эго оэначает, что

а'!' ftl ai ttl
@*м,

Условие 4.Уравнеrше

(-t )' ч'п' (t ) + Ач G) - { tt;

коэрцитt{вно раэрешимо (к.р.) в Вr((-*,о-);6 )

при любой { ttl е В, (t-.-,*) l Е ) существует ед{нственное рещевие

uН) уравнения (14) и справедливо неравенство

il u'o' lill u" Fч,,*) 
+ l Ачфl,pF*,_) < ll |{ttll rrFe,_) . ( 15 )

пол решением уравнения (14) поrшмается тамя функшrя

ЦtdlсW}I-*,-), Е) , что почти при всех te(--,.n) справедливо

(14). В Е7, 9] покаэано, что из к.р. уравнения (14) b -BroЦ--.,or)lE)

при некотором пе (t, * ) вытекает его к.р. в .8рЦ-*,*)lЕ)
при любом ре (l, *)

3а ме ч а н и е 1. Условию 1 удовлетворяютфункчии, достаточно

быстро убываюtшrе прч t*0 . Например, Е качеgгве ar(t), 0<tU l ,

можлобратьфункшип tn (<>t), еорrГР! фrd илр.В

качестве функчий a,dl ч ar(t) , удометворяюtлих усJrовиям 2 ч 3

при 0<t</ , можнобратьпарыфункчий tn n tF (n>/, Р>0),

еtрl-r-*} n tP @,рr 0), tn ("r,F>o),tnfu>|) чоrd)= l ч др.

Таклм обраэом, усповия 1-3 выделяот достаточно щироклй класс функчиfi.

Отметим, что условпе 3 требует от функrоrи а, tt) определенной подчинен-

ности функшп оlft)

Рассмотрим теперь 
"" D,:_D(Д) П D (Д2 ) оператор

(А,+ Аr)r - Д,r+Д2[.
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Для операторов Д, , Д, n Д,

ты. Во-первьtх, имеет место

А2+ СПРаВеДЛИВЫ СЛеДУЮtЦИе РеЭУЛЬТа-

Т е о р е м а 1. При выполнении условий 1-4 операторы

д обраэуют к.п.п. в пространстве

д,

'2 tsr(lО,-,); Е).
Во_вторых, для вырокдаюrцихся операторов, как и для Фьвньlх шффе-

ренциальных операторов, реэультат шlференшрования в главном не эависит

от порядка, в котором производится шлференчирование. Точнее говоряt поря-

д)к коммутанта таких операторов меньше суммы порядков этпх операторов.

Обоэначим через..,} (Д| Д2) " -D (А2 Д| ) обпасти определения операто_

ро" /.tAe " ДrД, соответственно.

Л е м м а 4. D(A,A2) - Л(Д2Д,)-_0r.

Обоэначим череэ .Д (Д,, Д2) on"p".op Д,Де- ,4rД, .

справедлива оценка

п-/ t

l АU,, nslэe< м (l t, дrdчr* tr д,д,ulrr)" (ll,ulu; lДruП4f.,ru,

переfiдем теперь к спектральным свойствам вырождающихся операто-

ров. Булем рассматривать операторы Д, n Д, в банаховом простран-

cTbe -Br([O,.'r)i Е) и их сух(ения на банаховы просгран.ruD(Д,)

"D(А2) "ооr".r"твенно. 
3лесъ череэ D (А,) обоэначено проегранство

всех элеменrо" yg j (/,) с нормой

|Г|tru,) - l/, ПХrrго,"оr+ ltГllrо@,-) ,

а череэ Zi U2) - npocTpaнcтBo всех элементов !Г € 2 U2) с нормоfi

tr r, Гл*, 
* l n l.вrГо,,.)'

Д, поэитивен в Br(LO,-l; Е)

-D,А^) , npn"",

,| А,Ф 
(/2 )) < 9l, (в, ( [о,,-); Е ) .

nnil п{пrr-l Аrr

Лемма 6.Оператор и

(17)

19
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поэитивен в

D(А,) , np*"n

Теорема
t|Az

2.

О (А,)) u gп" Вр (7o,-i; Е ).

В условиоt 1-4 операторы Д

почти коммутирующие поэитивные операторы в Вr(lО,*) ; Е).
Наконеч, иэ теорем 1r2 и А вытекает

Т е о р е м а 3. Опрлеленный на

огранrпенный обратный в Во(Го,-ii Е ) , и для всех неотрицательных

д.-

( 18)

имеет

l, Llz
"*l!,

таких,что 0*f,+lro|

?, ощ Д,+ Д,

А,+ АrГ|

( l, + trr1-( ограничены в

Слелующие два параграф посвящены дока3ательству теорем 1 ш 2.

ý 3. Доltаэательство теоремы 1

ЪмеНой переменноfi (3) докаэательство теоремы 1 сводrтся к усга-

новлению однозначной разрецшмости уравяения

tFl

(ilПu"Ь+"] 7л td ч@{с)*ур@ Ач Ь)+ (рко+ K,)u@)- рG) (Lsl
в пространег;"Вr(е*,в);Е) , рЕ)-а,Гt rcl , при любых

РИЕ В; " F >0 и докаэательству оценки

5 l f' в il, - + р | р 
(с) Д u' t r;+ 

(р кr+ к,) l u b)l, - -- /,l \ 9 E'i r* . ( 2 о )

3песь Р 
(С)-Оr|ttСl , Тr(Г) *.эr"римые и оrранr.tенные на оси

цнкtuu, d || не эaвt{crrт от r ч f (с) . Иэуrим сначаrul уравненпе

(-t)rч'О'(r) + Fрk)Ачk) + кц(d = 9$). (21)

Для речlения Qтого уравнения естественвс попытаться испоJть3овать метод

"эамороженшх" коффичиентов. однако спечифика эадачи состопт в том, что

коффишrент 
Р(С) 

* 0 при Г -+ -ео . Непосрлственное пршмененле аюго
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метода невоэмоrl<яо, так как иэ включеЕия Р (С) lU@ еBi не сJlеду-

ет, что P(q),lutГl е В} . Поэтоr,rу приходiтся нескоJIько молифичи-

ровать известныfi (см., например, Е14] ) метод.

Прежле всего доказывается раэречrимость уравнения (2t). Для оmго

сначала строится правый реryлФхэаторr т.€. 'пФlти' правый обратшй опе-

ратор. 3атем правая частъ (21) представпяется в виде суммы функшй с

малыми носителями, и 'почти' рещение предсташяется в виде суммы соот-

ветствуюrцих этим правым частям рчrеrиfi уравнениfi с "эамороlкеннымиО коф-

фичrrентаt*пl. На втором 9гапе устанавJIивается априорная оценка решения,

когорая поовопяет докаэать одrоэначную раэрешимость уравнения (2 1 ).

Докажем сначала ряд вспомогатвльных утвержлений. В Egf покаэано,

чl,о если выполнены условия L u 4, то при достаточно больlлом \, n"*

Л,>- 0 ч f G) . ts; уравневие 1-1)n u'o'(c)+ Ац 0)+Q+Хо)u(г)-.Р(с)

однqзначно раэрещимо " 
В; и справедrtива оценка

rL П-k

z Q+ х: ) ll un'{clilr* + l Aullo* -- м tрllз* .K.Ir' ь ор 
Р

Нам понадобится более обчшй фкт. Именноrсправедлива

оЛ е м м а 8. CyurecTByeт такое чшсло r . что при всех
2

t-t)nrt'o'(o) + (r2+ц,4)чk) - yG)
в;

a,t

(22l

однозначно разрщимо в

п-кт

И СпРаВеДЛr!ВО НераВеНСТВО

lLs
.aJ
к-0

+ ц|чl(t+ar)

отп|lичем /И не эависит ни от q
ts;
ни

+ ql lчlr; 
" 

МlчNr,, (2s)

П .ни от Ф(d .
a _ ll

tч'^'rc)l '3;

Л о к а э а т е л ь с т в о. ЗаменоП t-r,k Г lrэгtение урав-

нения (22) в ts; с весом р(с) сьооится к шэуlению уравнения

,-l|n сг|О) (t) - (tr + А) r(tr| t ttl e4l
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в просгранег* ts; с весом fttl=
но, чтс при гладкой п бuнчтноП f(ё)
и задается формyлой

|/"

р . В tgJ пок6за-tF
рещ8r.Е€ уравнения (24) существует

ц
(25 )

1 t )

r(l) =_Т е U,s,}) ds
I

f

оценка

l ( / + х. ) 0 ( t,s, 2" ) Ш -= М l t - s l-t е rр |- р ( п е,/" l l /-, l 1

s(

3десь 0 (t,S,Ъ) - оrвраторфункция, которая наэывается функшей

Грина. ПоrцrчцN{ оценку нормы trЁ) ,"р.э 
""р*у f Н) Иэ фрмулы (25)

полуrаем

пол}цаем, что

(t - n) r, Ёl -|,1Я * 

"afi 
с rr s а

'n,
)Гi /'ttlp lbls)- 

t)f, rslls +

зrcсь ф ttl - р 'httlфttl В Е 9] приведена равномерная по L>0

(р>о),

которая поэволила, во-п€рвыхl полуrить paвHoMepн},lo по Г, п r, оцен-

ку оператора Рa . Во.-эторых, с помощью этоfi же оценки и неравенства

( 1О) пол}^rаем, что

Делая эамену c=t-S и применяя интегральное неравенство Минковского,

+ lrtl-; Li, 
(t,s,|)f ,tslds:iцл*i r,f,,

lR,|, l- r/i еrрt-р Il * +)'k, t-s}, (+) rr4 rлlfi

Irl?:^)#,nr,no,

ф
'/"

ПR, {,Пr, -- М \ е"р|- р(

Преобраэуя множитель ".о.о lfr|зр

r,l+:
ц

lcl

к виry

\.*
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оыбпрая П! достаточно больцrим и польэуясь (11), поrr}^rаем равномернytо
a

0
по всем Гr>0 " Q> r; оценку интегралов (26). Иэ оценок ворм оп9-

раторов R| n R, вытекает неравенство

qllt@ ttll r;** rеl,. totr * r, n Д rlр;, - М \f l 4**

Лемма док€lзана.

Перйлем теперь к уравнению (21) с переменным коффичиентом

/(Г) . Построим гладкое разбиение оси следуюltим образом. Пусть t -
некоторое положительное чисJrо, 0 =&< / ч f*(Т)- некоторая неотрица-

теJIьная бесконечно лиферевшлруемая функчия, такая, что

?*(с) =
l, lТl <оLl,
0, lсl>l,

Положltм 9;(С)=9+ (t+/l; . Т"* как носители только конечного числа

Р; (t) имеют неrryстое пересечение, то беэ ограничения общltости можно

считать, что_*2 9;Е) : / . Пусть, далее,фнкчи , У*(С) е С- (..оо,-") ц

такова, что

l rlгl<l,
0 , lTl>- 2t.

+

{
! (с)=

обозначим Ф, ttl - ф* rc + di),

Лемма 9.Пустьфункчия ВЕ) при всех f,,Se(-or,oo)
l_

удовлетворяет соотношению

l | -р (с) /rз(s)l -- Р |,с - s),

гле функчия -9 (Z ) непрерывна и -P(zl*0 прu Z*0

(27l

Тогда най-

дется такое достаточно большое число Ко , что при всех К > i(, u

/ >0 уравнение (21) одноэначно ts;мов и справедливо

неравенство

(2s)tru'o'tc)\ u* * ptpG) Ацk)| u- 
+ кlчl r* - М ll @l з* .

р
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Д о к а э а т е л ь с т в о. еассмoтвим в .6j оператор

!;tyluk) = Plf u'o'(u) +/р(сr)Дukl+ кц(с),

где f,- - проиэвольная точка на оси. Обласrъ определевия ОЩУr оп€-

ратора !; Vr) состоит иэ функшrй a(d е W;- r- е-э 1 Ф4) таки*, что

АU(С) a В; . Иэ леммы 8 следует, что найдется такое достаточно

больщое число Kf , что при ьсех К > Kf " F >0 операторы t; rрl

имеют оrранr.rенные обратвые и справедIиво неравенство

2 tt+K|j,0 ,

di
й

аr' yl1oi* ltр(cr)NДtr'цilо- +
чпп

I

+ *lt;' (Pnr* 
= tl. (29)

Главным для всего докаэательства яшяется Tor что'"оaa" l'| не зависит

от веJтичины Р И) . Э.* фкт вытекает иэ неравенства (23), 
"л"/l

не эависlrт от Ц ц Гz . Пусть теперь Ti - некогорая точка иэ

промежутка E;-l)d, (i+t)t7 . опрелелим on.p.-p ?(Д) форrwлоИ

R t1ll -,Э"_ {,(с) tr' ,у) h@f F),

здесь ttyl -.""#::,':::':: :to уравненхя (21), :
Ptyl _ некоторьй равномерно пор>0 п К - ограЕrченныfi оператор.

Прежre всею покажем, что оператор R tу l о"р"r,rr""" "z!j
Деfiствительно, полагая ФtС1- Rtltlf tTl и поrтъ,зуясь неравенством

треугольвика, пол)ваем

ti+l1}

и покажем, что

Отсюда, в сиJry оценок (29), следует, что
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ftнrt

\ 
'7,r, 

lPpk)dt-Ёi l9,*, Blf tcl|'ybll, *
i0 tцlt р

*,и \ N|rcfl'p(c)dc.
.r-J,a

Суммируя (31) по / , поrryчаем, что

lR tylf Ir; " М lf |эi ,

Аналогшчным способом усганавrrиваtотся равномерные по к > К:
" Fro

( з1)

(32 )

(эа)

оцеЕrл производlых

,t

lk R фfIri = M|f|r-, i=1,2,...,п. (зз)

Установим теперь соотношение (3О). 1рпrеняя фрмуrrу Лейбница п проводя

неслоlfiнце преобраэоваЕtlя, полrlаем

! tр l R ty ) f - (-l )',i* Ф, о l 

{" {', r, У, @{ tcl,-Z\ r, 
^

r у {' |r, 
#,, 

l,"y l r, Bl / t l 1fu t Е) 
/з 

q) l У;' И ц'r',

'/ u, -fu 
, в [р Е) - 7э tt;tr l, l Yi' tr l р, Bl f r П 

#_ф; @ J, t р ) f; И f t" ;i l, f

Легко видеть, что (J,+Jз)/ttl = /tTl . Оценим cn^"rern Х, f
Польэуясь оценками (27 l п (29), norryraeM. что

l ,Р, ttlГt- р {t) /tэ tc,iJ уfu)Дl/ tyl р; @ /rrlll о* - М ,

1х:r?аР 
tzl р р (c1l Д !,l tyl у, Bt | в i о* = 

М,# 
ft| @ | у. l t Bi .
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Суммltруя (34) по rj и выОирая / (см. опрлеленпе функlвlч УI{сl I

достаточно малым, поIrл6914 равномерЕую по Р > 0 п К >К | оцеЕку

lx4ltra; = 

'[|lr;В частности. также ou"""r*r"" " ,7,

Иэ оценок (29) и леммы 1 вытекает, что неравенqгво

. d 
j 

-ltfu t,'tpl |; (r)f иltro- = ,|pitTl{ollur* Рr- |qrrfс,Ь, rзul

справедtиво при всех F>O , е>0 а к> К|

и пспользуя (36), полrIаем

. Обоэначая 6(d-J2f rc)

(з5)

tlцt

\ lla(cl(p@dT * il,Э,
a-l

\n#u,'tpt{;Gl ,

t,e

Иэ оценок (35)

летворяет неравенству

*3 j.0

2

-ф

(з7 )

Суммируя (3Z) по l и выбиря С достатФlно мальrм, а Кr' досто-

точно больtлим, полгlаем равномерную ло |>0 п к>К| оцеrtку

" f BllP7tldr- М(с -h),,Э.,' f;rcl{ol$t .

lх,|1ФlR* € iпil", .

" 'aa' 
,"i{*""r, "rо "ooii оператора

(3s)

РУ)- Jr+ J, чл"-

т
равномерно по всем /l>0 u к> Ki . Поrьэуясь атой оценкой, поrт}цаем,

что операто е Ц yl - Р PlV r Р РЛ'' является правым обраткым

* ltP оператором,.илп, что то же. урбвневхе (2l) имеет " ts;
рещение.

Устаношм теперъ одноэначную ра3речJимостъ уравнения (21). Доryс-

тим, что Ц(Т) есть рецrение уравненця (2l). Умноlкая обе части (21)
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на Piftl " проводя несложные пробраэования, пол}пlаем, что

pt 1Pu{){c)+ lp t'г;) Д ur(d+K u, tф - /о {il+P-pd,pbrilyptqlr

, дч, (d +2
" 

',о

с: Pi
o-j)(

сIч у)(с).

злеъ цl F)-ч@уrtil , {;E)-{tclp;F), а Ti€ПHll,ti+illJ.
Поrrюуясь оценками (27), (29) и фиrпrтностью 9;Ь) , будем иметь

Пuj^' {тl|ui * рр bi)l lu; tcil u* 
+ к lч;оilз* о rvl (Щrtоlr-+

* 
,тЁhРklррF)lАч,с 'b(rrr,f.

Выбиря i

п-|

достаточно малым, пол}пrаем отсюда

tаеt

,ь)-i'rШ;

(э9)

Ki доgгаточно болычшм, полу-

bolп-t
+)
j,0 $,,,ruЬ,(rф)

ь
llu|'wflr- +кlчirЛui= MQftfuilu-

tпl
)Ju (с)

to)
Так как Ui F при Tr|bnlt,tirnllJ , то, суммllруя (39)

по f и испольэуя лемму 1, полlгчаем неравенство

lu'О' (rilч* + кlцl r; = 
м (lf trr* еW'Ыч*+ С Е)luЬ-)

Выбирая Р >Р доегаточно маrшм, а

чаем, что nutru* < Ml{lr;
лемма доказана.

В лемме 9 установлена одноэначrrая разрешимостъ уравненшя (19)

и оценкл (2о) для сл}rчая, *"гла 
/1 d)= о . переход к общему сл}пrаю

осущестмяется стандартным обраэом (см., например, [tal ).
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ý 3. Доlсаэатвrьегво теормы 2

Достаточно доказаlъ леммы 4-7.

До ка эа те п ь ст в о л е м м ы 4. 3аменой переменноfi

(3) иэуrение операторов Д, " Де впространсr*Вr(|О,-ilзЕ)

сводится к и3}пенир операторов

(4о)

Т, u G)- Pl)'u'o',r, *5 vr Fl rt'*' (t)t к, u Е),

?
Aru(d -pE)luE)+Kru(c)

в пространстве Bi tt-ф,ф);Е) ,7k),а,|tttil . 3десь

PE)-azЁFl, а ТrtГl - ограЕиченные на оси фдкшrш. Обласrъ опреде-

,.r-, i 1T,l on o"roo" I, gоgюит пэ функшrй U(С)еW!I|*,*),О,

а обласrъ определения Л (Izl оператора Fr- "" фщкшrП Utr)eB}

Taкllx, что р(С) tue.8} . Обоэначrrм Р(т) - tr,I, u 1с'1 , а

f tcl - TrI , u И . Провопя формальше преобразования, поrIJrчаэм

t1 k) - r| ) Lp (tl l u ("l'o'* Я l - FlГf F) l ur"tr'1 к, 
1э Ь) Д u F) +

+ yt)ГK, ч'П'(Еl -Ъ K'iK Е) цT '(") + к, к, u (с) ,

фв)- t-lf ГrвСl lrt"'*Я |,Сl|1rttllцЕl'-I K,ptc)luc)+

+ к, (-t)nu'o' io) * rrý" Vr Ь) ц'r'(г) + кl к2ц k) .

Из соотношения (13) вытвка€т, чт!о

(ar)
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Поэтому функши |* (Г) ограничены на всеfi оси.

Установим сначала включение Л [,Ir) С ! tFrT,) Пусть ц (de

е D G, [). То"о" IrueD Й,) и, сJIедовательно, Fru Е)е
eW!'*k--",*);E). Обоэначая Fru(C) - / tT) , имеем

u(d-фtс)А* rr1-'|rcl. (,4з)

Умноrкая (43) на F@ , применяя оператор Д , шаферншrруя

по Т и используя оценки (5) и (а2), пол]ваем, что PF)lUrW;'* ,

Следовательно, ц(r)еD([rI,), I

Устаношм теперь! "r" D ( -Д, F, ) С -D (I, 12 ) Пусть

uF)е D G'I,) Тогда

п,I

FilПц'О' (") *ЯТ -Е) ц@lg1 + K,t/ @- $rclA+K)-lYlrr, {44lк.0
,о. ftd.3; . Умноlttая (аа) на Р@ п ьuхя f (т) под

энак проиэводноfi, полгlаем, что

(-t)n tг'О) (о) * f ,r 0) c'i'(с) + \г (T)-|tcl. (45)

3десь л(с) -pТl ц tD, Го =р (d|эО А * rJ-l f t"l , а коафиши-

енты Рr(Т) ограшичены в сиrry (С2). Так как Р(С) ограничена, то

rВ)еtsi " |Ol.B) . Рассмотрим сначала уравнение (45)

прu Рi(с)з0 Тогда уравнение (45) есть частный слуrаfi уравнения

(24) при 1-0 и его.решение эадается фрмулоfi (25). В обшем слу-

чае. исполюуя ограниченность 96(t) " соответствующие оценки производньrхr

получаем, что при достатоtrнс большом (, уравнение (45) имеет 
" .а;

рещение tr(С) , задаваемо€ фрьryлой

[(c)-t C,u, s,K,)RtK;f rslds,
-ф

3десь Рlк;- некоторьй ограниченныfi в ts;
вытекает, что Г(С) eD (А) " lr (T)eW!'*

оператор. Отсюда

. Следовательно,
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F,l;Пl])"oc.o", ,. те*"* фу"кц"и u@eW!'* , чтоР(dt|uЬlеW!-.

5. Рассмотр", " ts}

Лемма 4 докаэана.

С л е д с т в и е. Сбласть опрелэления -7

Доказательство леммы

ства леммы 4 вытекает, что

Отсюда, в сиrry леммы 1, следует, что

п-l 
- Gl

trrt - Р, r- ЕlГо (т) Дц tcl'

где f*(C) - ограниченные функшlли. Рассмотрим выражение

i) О' - Гр о l Д u7'r L |р С l Д u + к2 u)'r L *, u " |"l =fu-r,|'! 
",, 

u "',r,

оператора

+ lvle'-olrt

. Из докаэатель-

+

определенньй на 2 оператор tru -(A,iru-l-ri,) u

l!^ulu* < еlфч)G'| ts; 
+ мо'-О ПГуlч, +е||ч''Еilч* |

+ Ме'-Оlцtr о* € ё|I,I2rllo*+K,c|Trulo*+ellТ,u| о-"р "р -р -r

+ м е''о lТ,u+ КlОlUlо*
-р

nr;

п т, следует, что

|l-* ( 46 )ор
Из ограниченной обратимости операторов т,

Суммируя (aZ) по ( и минимиэируя по ё>0 , полгlаем

lTutro* = м (л T,Trulu*+ l|IrД,u|чrf-"'" ,,l I,utч,+ пIzul )

9о

Лемма 5 доказана.

'ui
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До ка за те л ь с т во л е м м ы 6. Поэитивность опера-

тора А| в пространсrп Вр(l0,*) l Е ) при достаточно большом к,

усгановленs, по существу, в f8]. Покажем, "rо Д, поэитивен в

D ( Д") ЗаменоЛ (3) докаэательство этого.фкта сводится к докаэатель-

ству пфи"ивностl, "у*"*" ,{r' опера,r,ора l , . на простран.r"о D ф) .

Здесь череэ D tTrl обозначено пространство фнкчий ц (с ) е .0 (Fr) .
нормой

lull urцr) - lТr"lu; t trulu* .

Иэ позитивности, оператора / "п"ду"r, 
что ага норма эквивалентна нор-

ме

'ullT, 
- lpo)lutr 

$ 
* tru|u* _J (4s)

Прежле всего отметим, что область опр"л"п"Ь" 17 (Д; ) on p".o-
1t -|ра 11 плотна " .D (,4z) . Д"R"rвительЕо, 

" 
2(,4;) вход"т все

функlчли ьuла | (Т) - k+ AJ-orPt"l (К, п>0), гrc УF) - бесконечно

шференшируемые и финитные на оси функчии. Пусть о(:/, ёоGЧ*-);Е)),

Как покаэано в Г8] ,d-5 при печетном п, , n. : при чет-

ном пJ и уравнеЕие (F, + Х)Ц = 1Р или, что то же, уравнепие

(-t)"u'О'(") - Я y*klu"'(") + (a,+K,)u(T): ?(г) ungl

р""рr"rо " Jj при достаточно больlлом К| и всех 2.eJro.;

и справедлива оценка

ltz [ -*др
< lVl tl+lъtг/''gI 3; (5о)

Рассмотрим при тех же Х, уравнение

же, уравнение (49) в пространсru D

на P@l и делая несложные преобразования. поrтгlаем

ц + ЛJl - 9 или, что тО

) . Уrrоrк.я обе части (49)

(51)

т:

те

rl и)
(Е +(-l) г Ь3 - ь)г'4rс)+ iк,+рlц fu): /ta) .
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3лесь 6(g)--/э(с)uF), {Е)= 9@Р@ , а i*tol ограничеfiы в

сппу (42). Ясно, что Г(Е) n |td прп""лп"*", В} . Поатому

при доегаточно большом к| и всех 2, е J r"ct on pа-o ,Гr^) ,

порожденньй левой частью (5r), ямеет ограниченный обратшй 17 1Zl7-'

" В; , и справедлива оценка

I[Лllд-'[д:о M(l+lrt)-'. (52)

Нетрулно покаэать, что оператоо 'йrrП-' коммутирует . l'' " 3;
Поетому иэ включени" Р@Д|tilеЛ! и оценкх (52) следует, что

Аr е g* и справедJlива оценка

lp(cl Aullr* -= |r| (l+lll)-' t р F7 / у (d\ зi . (5з)

Утверждение леммы б слеryет иэ соотнощений ({$), (5О) и (53).

Дока за те льство ле м мы 7. Рассмотрим в

Вr(СО,*,); Е ) уравнение

о.ft) Дцth + (к.+ 1с)чft) -/ttl. (54)

Иэ поэитивности оператор" ,{ следует, что ато ураЕненхе имеет решение

цlt):|аrtt)А + хr* х.]-' f ttl при всех fuel (y^(D) ,

и справедливо неравенство

llc. tf l Дчlrr+ (кr+li'l)lцt'р < м Пуtзr .

Тем самым позитиввость оператора А2 " 3r(Го,*); Е )

Пусть тепер, { ttl е.0 (Д, ) . Иэ леммы 2 следует, что тогда

0:(hf '-'(trеВr(lо,-)l Е ) non к-0,/,...,п . диференчи-

руя (54 ) по f, и умнох(ая на О, (t) , полlпlаем

orth А Ь, Ёlч'tl Л + 1к"+ х")|а, ctlu'dl) - а, td1 /' (l) -

- a,ttlo!dlailф Д Га,d)цldl.

Отсюда в силу неравенств (13) и (55) вытекает, что

lаrttlАГg,(tlч' (/Пlr"+ 1Kr+l?c)la,tilu'til|or< м лf lвr +

(55)

установпена.
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+|o|tdlf'rtil",р
Далее, соотношение

устенавлив{rется по индукlши.

Лемма 7 доказана.

Доказательство теоремы

L, 2 п А, достаточно установить, что

а norftl А |a,i (t) чG)Gtrlчо+ tKr+wn{W|,tlu'i'tt,rur=

" м 5 la,i tt) f ")tlll 
^i-0 оР

3, В сиrту теорем

f n,(Тr([a"-); Д)) + {оВrtго,*);Е)),с.

PlrZr) * Р, t с) = ? Кроме тою, в tв] показано, что

Рц|8r([а,ооl;Е))=t,
Теорема 3 докаэана.

3 а м е ч а н и е. Определим на D i,lr) оператор

A,,ou(d)= FЛПч@lti) + K,u(t).

В сиrry глалкости 4, (f ) диференщлальное выражение оператор" Д,,о

моrfiяо переписать в виде (7) с ограrrиченными lrф . Поэтому лля

операторов Аr,о n Д, справедливы теоремы 1-3. Эго замечание нам

понадобится в следующем параграф.

иэ леммы б и сшльной поэитивности А в Е ,jледуетr что

ý 4. Теоремы влоrtgения для Becoвbtx пространств

В том параграф поrцrqgццrra выrце реэультаты применяются к до-

каэательству теорем впох(ения дJtя вырождаюrцихся метрик. Пусть

R;: t(d,c):-e-<r<+ec, t rOl . Через l! будем обоэначать
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вектор (П|, П2) с челочиспенЕыми неотрицат€льными коордJ{натами. Обо-

значим череэ V: пространстЕо функчий uё,d€/р(R;) , имеюцдlх

"R; обобшrенные в смысле С.Л.Соболева пролtэводные

u
(к) ,0Ц*кач

- 0tК,lt*а
дJIя которых конечна норма

|tla,*ttlfu! /рв; ) '
t\<

ь
\

ц
4r

к,
lla t

pblx конечна норма

а
w!

Череэ W:'* обоэначим проегранство функчиfi

ц(t,с), Lr (f}),

"л.,"о,rгr, 
. Rо+ обобщенные проиэвошые !Э " 

0!!U=

atf, 0 с az
, ДIЯ КОТО_

lа,ft)
0 

о'ц
+ |a,o'tt)

п,
а

wп,* 
-

LP(4) \rrnp*lullotK:l,l
цlцl

0оо, 0t о,

Основной реэультат sтого параrраф фрмупируется слеryющим обраэом.

Теорема 4. Пустъ функшlи ar(t) щпr-п удовлет-

воряtот условиям 1-3. Пусть, кроме тоrэ, при всех t,,t, е (о, о-)

0сj<п, справедlивы неравенсгва

ъ

l
t,

(56)|, - оr* tt,l /о,t1l, l l _-о ( dz /а, d),
причем непрерь!вная на оси функшrя 6 (z) удовлетворяет соотношению

т ,"pl- t tzll е V)dg /trl - *-- (57)
ý

прш некотором 0 >0 . Тогда при любом к

операторы Dпожения l_, WlF(Ki)*W; (R;)

такомr что_
к-

4 Jб /,
п2

!.
п|

ограничены.
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функчии о1 G| ч аrG) , приведенные в эамечании 1 ý 2.

Докаэательство теоремы 4 будет проведено ниже rrутем сведевия

к вырождаючшмся операторам в банаховом пространстве, а сейчас мы при-

ведем вспомогатеJтьные результаты. Прех<ле всего нам понадобятся сильно

позитивные операторы, области определения которых совпадают с прострап-

ствами С.Л.Соболева. При четном лиффреншиальном покаэатепе в качестве

таких операторов могут быrъ выбраны эллиптrческие операторы соответст-

вующего порядка. l|ифференчиальные операторы нечетного порядка своfiством

сильноfi пGзитивности не обладают. Ошако можно укаэать масс псевлодlф

френшлальных сильво поэитивных операторов любого порядка.

Опрелелим " Lr(uorc,r) оператор Д на финитяых функlшlос

формулой

-t. ,,?-
Дц (с) - F (t +tyf )' r u. (5s)

3десь F- on"p"rop, ставячtий в соотв€тстьuе qункtмп U(a) её преоб-

раэов{rние Фурье (см. [rS] ), " П2- проиэвольное неотриrЕтельное

целое число. Иэ теории мультипликаторов (см., напрltмер, Е15] ) сJrедует,

"rо 
on"p"rop ,4 допускает эамыкание до сильно поэитивного ь Lr(u-,o-)

оператора, эа которым мы сохраним прежнее обоэначение. б цgN4qlltъю тоfi

же теориЯ устанавJIивается, чтО областЬ определения D (д" ) оператора

д , 0 <е< l, совпадает с пространством W
пе4

(-*,-) . Onp"-

W: при лRобном 
73

см. в [rs] .

(

деление

раторы

Положим Е - L, (-о,о, *- ) и рассмотрим в Во (ГО,-.ll Е )

A,u (t'1 = Q)"фit ц'О,)(t 1 + K,u (tl,

оП€-

Дrч ft) = а2Ё) lц Н) + кl ц ft).
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Вьlше была установпена их позитивностЕ, а сейчас мы изгrим их лробньiе

степени

Л е м м а 8. При любом целом ке |О,П) операторы

d к _! dBJ к
4к дп,

dt*
п: 

d,t^
ограничены в .Вр \Со, о-1;6)

До к а за те ль с т в о. В [В] етотфктдокаэан для сrýrчая

Е - R' . И" докаэательства видно, что 'го верно и для любоrrо простран-

стьа В, ( Г0, оо ); Д ) , в котором ограt{ичен синryлярный оператор Гильбер-

та 
т 9(s)H9tdl- } ,_. zr.-ф

Рассматривая переменную g: как параметр, нетрудно убепитъся, что

а| Аl

оперtrор Н ограничен в ts, (Lо, * ); Lp (-",_, оо )).

лемма докаэана.

Лемма 9.Операторы

L
а.l;

.iL -; Siпс<i Т L
а! ttl Аr" u (il J# фr Z l \ Г а. 

Ь ;tl l + к z+ ),1-| ц (t ) d п:
0

l,

ограничены в

!
QrчФ : а2О'(d)

Во LГо,* ); Е ) .

d
dci u(t)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Польэуясь фрмулоR (6), имеем

оо L

4
ц t{).

Stпгrц, -!-п2

qE ll ц({)ф=П-*,;U-#u*
-l

0

докаэательство леммы 9 сводится теперь к докаэательегву равномерной

при 6>0 огранrченности операторов
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l,
тL

!-
аa

А (l+o)
и огрониченности оператора. 

:rb -.о lП.
dri " di ,_i_

Иэ твории мультипликаторов следует ограниченность оператос^ 17 t '
а равномерную ограниченность операторов А4 (А+ бГТ2 можно полу-

чить, например. иэ ЕS] . Лемма докаэана.

ilф
*rj* u(d - аrL ft) # А

к-пе

Л е м м а 1О. В }rсJrовиях теоремы 2 операторы

-!
аrО. u tt)

огран tены в Вr(ЕО,*); Д) np" ."е* 0.i. л п 0-- ё-< п

Д о к а э а т е л ь с т в о. 3аменой (3) доказательство ограничен-

ности операторов Rrir " 3r(ГО,о-)l Е) свод{тся к доказатель-

ству ограниченности операторов

|,0

-са

Ограншченность в

F,j*u(с)=F,'r'*i- t l 
'(г,s,),)л 

(s)рil(s)с/sdъ

i
" ts; ((-*,о-); Д ), р(t)-а,[С trЛ . 3десь qэ,tсl-а;, |t tcil ,

, 0 (c,s,.L ) функчия Грина оператора \rLo*Ъ)U= r/)ntlft')(C) +

+(К|DЦ . Сччтая Ц(t) фнитноfi, пролифернцируем в (59) / раз

пi чВl *э

fo ckэilffia,dx=\i

* 4 (с, s, х. ) u ( s) / g 41 уl,Г' :i # r r, r,х)|ч, {t)l p,(s|)u.,lsdt=

,j
slb dД_ оператора 

-Р dtJ

F,jruЬl-рl"l[l-Ё [
0 -се

к

I;: ,k) +Rч*цk).d'
й

(59)

следует из леммы

. Используя оценки произ-

r\#-

-

к
lLI

д
1,0

кij8. Установим ограниченность оператора Р
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воднцх функчии Грина (см. Е8] ) и неравенство (56), пол}чаем. что

, Т -"f;
l Rrr ul= И 

} 
а" а_} ic-ri

fuгl+j |/.О' 
rrр |-рh+к,)"" lr-sl} б Ь-Ыlц ýlldsdл".

С помоtlью замены Т- S - Z

полгlаем, что

и интеграJIьного неравенства Минковского

l|R т I.iru i; 0

il

/о.

(>rK,)'к,+Х|<м x"

к
ц

,г"i
n' 

,npl- пllаИdzd п' u tai
-ф

Меняя порядок интегрирования, считая К, достаточно большим t шспоrь-

эуя соотношение (57), полуtаемr что множитель перед lUl", ограни-{ен.

Лемма докаэана.

Иэуlим т€перь вопрос о к.р. уравнения

(t)"чlП'l1т) +Дц(т)-9G). (6о)

Л е м м а 11. Уравнеше (6О) к.р. в ВrЦ-*r,*)i Е),

Д о к а э а т е л ь с т в о. Польэуясь фрмулоЛ (58) и делая

преобраэование Фурье по переменным t ч С, пол}цаем

(-,)"to'rn'ý,o'a (r,,ýr)+ (l+ lý, l')*O(r,, l, )- 7(r,,f, ).

3десь череэ - обоэначен оператор преобраэования Фурье по f п С .

Иэ теории мультипликаторов следует, что уравнение (6О) раэреrлимо в

/p(R: ) " "пр"""дливо 
неравенство

I ui"' (t, c,lП l, сrр+ 
l u!o\t, ,r| 

Lr{ко* ) = 1,1 | у t{, all 
LpR ; )

или, что то же,

trutп,) О|| 8r((-"о,-) ,Е)+ il lurcilОr((*.,-l,дf Мllfйtвrt-аt),

лемма докаэана.

Докаэательство теоре мы 4. Пустъ

ч(t,dсLr(Р}). Иэ теоремы Фубини следует, что почти при всехf,>4
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функшия Ц(t) - ч(trс) , как функчля переменной сl , принадIеж;1т

пространству /r(-ur,*o):E , иэмерима, как функшя со значениями в

Е, и справедливо соотношение

lU itll Эо(ГО,*о);Е )
-lчt,d| lP

TaKrrM обраэом, определеБ изометрическиfi оператор Г , ставfl!шй ест€ст-

венным обраэом в соотв€тствие функчии uit,с)СL, (R}) векторфунк-

uию Ц ttl е В, (Lо,-"h Д) . Неrрудно покаэать, что если фнкшr я ut,o)
имеет обобщенную проиэвод$ую по t , *^* функшия "" Lr(R}) , то

qуннмя Ц(t) имеет обобчrенную проиэводOlю, как функчия иэ

Вr(О,*r)| t ) , и наоборот. TaKrrM обраэом, тот фкт, что Цtt,Z)
имеет обобщеняую проиэвошую Пt -го пор"лл" no / такую, что

a,o, (t )
0цu
0t п,

е t, (R|),

R;)

равносилен включению

{ttl#.tsr|lg,"-)lE).
Тот фкт, что t!ft,а) пмеет обобщенную проиэводrгуrо

0ца
0zаz

,rр" t>0 ,

означает, "r" Ц(t) е 2 (Д) no"r" np" ь"е* l> О ,, пршчем rrз

вмючения a2(l)*"artrП) следует, что a"ttlAЦGl е

еВr(ГОr*)lЕ) . Из скаэанною выцtе вытвкает, что оператор Z оrюбр-

х..ет простра*"r.о WrO'* на простран qю D , состояцее ,nз 9л€м9н-

товЦео(l,)п2 (,4z с нормой

lU| D = | А,U| 
зrtго,*r, Е) 

+ l A2al 

'оrrо,..r; 
Е) '

вэ{lимнфдпозначно и вэаiпмно непрерывно. Иэ условий теоремы 4 и леммы

11 вытекает, что коффишrент", on"p"ropo" ,'|, " l, удовJIетворяют

всем требованиям творем 1-4. Поэтому опрелеленныfi *л D оператор

l, + Д, имеет " ар(С0,*) i Е ) ограниченrшfi обратный (Дrrl,i',

отображаюllшП Во(|О,*); Е ) на D . Далее, каlсдоfi функчии utl,dе
. ,а,*

a Wp" соответствует фнкчия а(t|-Гч Н, а) , принадлеr(ащая,

99



очевидtо, пространству -' , и, в сllлу обратимости оператора Дr* Д, ,

lt, (t): (l,+ Аr)-'Vtt),

"д" Vrl) еВ" (Г9,-)i Е )

ll i |r'iu it,,)
la! tlю!1 G) 

at чы

Далее,

(61)

(63)

(62 )

Из соотноцrений (61) и (62) вытекает, что для доказательства теоремы 4

достаточно установить оrравиченность операторов

Irr,r;itr
й

:|oi ttlo,k,t,# $ uo,t.rco,_.) ,

К *v tt) - а,К ttla! Bl {* #, n !; ii' W а, = } чr,r,,

r 
"rо, #' l i,Z, у;,*, а ю! о, *.д'"lv б )] .

K^L= а,rtt,lаriвl ff ff U,* lri'
no" #1 *, = 

' ,.fдесь 
операт * d+ рассматривается как оператор

" Е :" ift как оператор в tsr(ЕО,d;Е) . Восполюовавцrись

леммоfi 3. перпич.lе u К л, Y (t) в виде

о;tllо,iФГ ){#;"

w ttl : д? litl ,,о* д,i'(l rо 
+ дr)(д,* дri' ч (l) ,

3десь

(64)

л |jtfl - ограниченные на [О, оо ) функшии. Оператор, порожденкыfi

правоfi частью (6+) ограlоtчен в сшrry теоремы З. Огсюда и,{з (6з) в

сплу лемм 8_11 вытекает докаэательство теоремы 4.

а,О ttl ffi
а| l'tl "

п Оr({

аrtt) -

1. Пусть ц(t,с) е L, (R}) такова, что

.0оч)#; принадJrежат Lp(R;) . 3о.",

гладкле при t>O и ограниченные на бесконеч-
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ности функции, причем а| ttl- Оэtt) -tu при 0< t< /, ц>П.

Тогда из теоремы 4 вытекает, что
Gф

,elKlp l 0\**' u G,с)|
" l 0t", 7c,z l

fl
1

\а
0

t
t

\а
0

р
da.+*o

при всех Кr+ Ке< /l, . Эгот реэультат уточняет аналогичный результат

иэ ElJ l гд€ прп тех же Ki установлена лищь сходлмосrъ интегралов

-ф

i (ап- п+кr+кr) р | 0 
*,tKz u6,о|

Il

| 0t ", аr,, l

р
dc.*o.o.t

3а мечание 2. Втеореме4 рассмотренслlrчай, когда

перменная .! одlомерна. Аналогичная ситуация возникает и в случае,

когда С - (ar,trer...rEe\. Именно, справедJIив слелуюшолй реэультат.

Пусть функшr" Ц(t,аt ?,,.rtre) , суммхруемlя с f -й степенью в

полупростаr"r* R} - t(l, а) : t, )- 0, - ф < 2i<*",.}, такова, что

t;al #,, Lp(R:)n or,tl# eLp(Щ),i-f,Z,...,€.

, таких, что

е LP(R;),

Тогла при всех целых неотриrtдтельных Ki , Ь0, lr...,0

3 9 * l,справедJrивы вмючения* 'о:, 

ttrofio:;*ft 
0ro|r,|" 

_* 

r_'uЁ,,"""",)

0th 0с,Ц.., 0а!с
а соответствующие операторы вJtожения ограничены. Доказательство такое

же, как и в теореме 4.

Испольэуя приведенную выще метод!ку, можно рассмотреть и слу-

чаfi, когда проиэводные Щ суммируемы с рбэличными весами.
0 oll

ý 5. Точное описаЕие областеfi опр€деления

лробншх степенеfi сумм вырожддющихся операторов

ПУстъ А, " Дz- операторы, действуюшtие в банаховом про-

-р"".r* $ . Пусть 9ти операторы позитивны,9лr(61+%а(tl.В,
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n l, " Де обраэуют к.п.п. Тогдд, как показацо в Г5] , оператор

С - д, + А, " D(с)=D(д,) п D (дr) no.".n""", и поагому определе-

ны дробные степени А: , Д; n С* . Оказывается, для их областей

определения справедливы непрерывные вложения

Л(c"lcr(A;) пп(l;), 0<<<l (65)

далее, тоrкдество

D (cu )- D(li l п D (А;) tool

устанавJIивается лищь при дополяительных ограничениях на сопрФкевrшfi с

С оператор. В рассматрив€lемом нами сл}цае вырождаюцихся операторов

А, n А, ,действуюtци*" 3r([О,оо);Д) . етотождествосправ€д-

ливо без дополвительных предположениfi.

Теорема 5.Пусть выполняются условия 1_4. Тогда при лlо-

бом Р <о(< / имеет меqго соотношение (66).

h о к а э а т е л ь с т в о. В схrry теоремы 3 достаточно устано-

вить вепрерывность вложения

D(А;)п2(/})с2rc"), (67)

Пусть 4€ D U:\ПD(А;) . Тогдд справедливо тождеqгво

с"- L = с*'' А," Аi u = ii С*-' li ч +|С*' /Г;- А; r-lф, ьр. tBBl

Иэ непррывности впожения (65) вытекает, что операторы li* 6*''
ограЕичены. Ниже булет покаэаяо, что операторы

Pi: АrLс*-'А-r* - А'r"с*-'] , b1,2 , (69)

таюке огранr.rены в В, (ЕО,-); Е ) . Э"о будет оэначать, что

C--'ue D (С) , т.е. Це2 (С<)

Итак, установим ограниченность операторов В; Испольэуя фрму-

лу (6), имеем
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4-(Pi
о.
JuZ fle

f [ Г' Ъ" 
-' 
д,(ъ* А,\' tр- С )' l (Д,, Д,) tp - с Г' h- A,ik л"/1, .

00
,rт

обоэначим

5, (ъ,у) = А (Д,,lr) цrСi' 0,r Аii',

ai (ъ, р| = Ai, (ъ* А i, ) tp* С Гl,

Д<rкалсем сначала о"р""r.,"""* ( Для атого достатоtrlно покдэаъ,

что

lJ,lx,1l)|rrtгo,*r,E)-. lV (/+ri'/o, (7о)

t*Ъ)P'(l*y)'P (7r)

при Her(o'opou Р€ Ё,о, r l ) . Полагая F-I, * tr, l д€Jцlя з6-

мену (3), rrспользуя явньй вид оператора l (I, ,-AS и неравенqгво

(42 ), полгrаем

tr х, lп, р )| rrlФ,_",, r, - t Я 9 - tc l ff р k ) А р* Г i a*tr,i' |u*,-r. ri

* M'i lpc** А tу*аГ'Ш*l,Г'l[s;G**)зЕ)= К,

Пусть f@l - финитная на оси функшrя и qункшrи 7[r) п lgiCl бес-

конечно шффрнчltруемы. Тогла, шrференшируя почленно уравнешсе

(Тrр)ч k)= FilПц(Оl(тl+(р{"'lАrr,rлу)цF| - У(т), (12l

пол}чаем, что

Fl)n [а'( cn'1 V @) l + Kf к r*у) u' tTl - 9' [а l + 
|, 

(а) F F) А u Ф,
гле /r(Г) ограничена в спrrу (42). Для доt(азат9льства Еозможности ,тф

го шrференщrрованrя нужяо }цесlъ то, что фнкчrrя Грина операrо*Е+F

коммутирует с оператооо"., ,{ . Превlпущее соогноцrение равносшльЕо
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!"te r r|' r rr, - { Г-р Г' } | ft ) + @ l), tc l р ь ) А (0уI' r ol-

= (Г-рГ'fr 9@)+ ф yl rt"l ,

Из доказательства теоремы 1 следует, что.оператооф, Р) ограничен

,|iGr",*\i Е) равномернО по / > 0 . ПО инлукrшrи, нетрушо уста-

новить справедливость тох(дества

и равномерЕую ограниченность операторо" Фi,
{- t hrГ', - (Гrpi' ff ,| -Х ф,*V

,id

'dTo
(r, )

соогноlцению

где операторы

ы

f, 0<к<п, (7з)

. Из (73), в силу

плотности множества Фнкцlfr t|(€l " 3: , вытекает, что

{_ 
l cyt е it fu+I,| - l trr с Г' 

ffU,*i'- Яп-w,ff Ш+Li'f ,

Frrtltl равцомерно ограншчены 
"" |r0 ;

n#(I,+xf' l а; tг.- ,-cl;E)
<м l+ъ

к=0

(см. Г9f ), то отсюда, в сиrry оценщ (2О), вытекает неравешство (7О)

Докажем неравенство (71). Иэ поэитивности операторо" l, " С

какТак

( )
lL

2

следует, *rо !Qr( x,rrll'o< м Q+P-t . из докаэатвль".ва теоремы

1 вытекает, *rо t4, tь,рЁр < М (l*Д)-' Поатому при любом

,F 
" Ь,/) справелливо нерав€нство

l Qr{Ъ,у,ll в!к_*,.о);Е) < ll (l+ъ7Р-' 1л*llГР,

Выбпрая f , (u rur ;)' и испольэуя (7О) ш (71), ц9д1"1дем ограни-

ченность оператора R,

Установим теперь ограЕич€шноgгь оп€ратора Р2 Пусть ф)еD[Дrl,,

Приr"еняя к обеим частям (72) qr.r.r.e f йД и испоJIьэуя несложные

прэобразования, полуttа€м. что
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(- t l' h t" l l r]' ? ( р rc l А + Ki к2+ fl)$ rc l А')= р И А 9 +

*5,t,Lr'{*|pt"l l,|. (74l

3лэсъ функшru |r(С) оIтаничены на ос}| в сиrry (42l. Иэ докаэательqгва

творемы L u (14l Еытекает, что при больlших К, n К2 справедливо

(-/)' h rcl АuJв\ |lt'лд*кl*r-ДГf @ АцЕl- к улlГlэ td Ар1 ,

гд9 оператос R (Р огранхчен " В; (F.оr.о); Д ) равномершо по

соотнощение

tl >0 . Иныtшl словами,

чаем, что

Кроме того, IФtl любом

справедливо нера венство

Используя яэныfi вид оператора А(Цri') и соотноlцение (75), полу-
frc,, А f+рi,р - ( F*ri' К rрlГр kl lр),

Иэ oIBHoK (2о) ш позитивности оператора д

к "i l х,о fi F r рГ' п y,fr ttl А 0+trzГ1| ui

(75 )

вытемет, что

lХ, {л", p)l 
\(LQ-о) l Е) = М ('r rГ 

I 
.

р-| -р
tarа.tlr| orlro_r;6) -- Ц (t+Ъ)' (l+|)' .

Выбиря Р a k- !, n ) , n*l^r"e' ограниченность on"p"-p. ,3,

Покаrкем теперь, что вJIожение (6Z) непрерывно. Пусть

чеПtff|пlф. тогда

С*ц - R,liu + РrА! u + R, l| ч + R, Дi ч,
где

l-d,

i-э

ре (0,t) , как и в сrтгtае а|(fu,r) ,

Rа-д с
-(;<)

i-3,4,
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Огрниченность операторов Р, " Rа была устаношева выщеt а огро-

НИЧеННОСТЬ ОПеРаТОРОВ R, " Rq следУеТ Ш3 НеПР9РЫВНОСТll ВЛОЖеНПЯ (65)

Теорема 5 докаэана.
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