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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

С.К.Г о д у н о в, В.М.Г о р д и е н к о (Новосибирск)

В этоR работе из}цается смещанная эадача для волнового уравнения
l
F Ptt- Рzi&ц-0 ь полупростраястю а>0 с грапичным успошем

J ol
(nplt С = 0 l t Рt - аР"- !ру - 0. ВыделеНа областЪ значенrfi параlФт-

ров а , l , для которых такая эадача поставJtена некорректно, а для

эначеrоrfi 4, t , не прин{rJИех(аtдtlх этой облаСтш, постро€н ддссипдтпв-

шfi шнтеграл авергии.

Наще исследование Еоэникло.пэ анализа результатов рбот Херша

Et], криса Е2], Сакамото ЕзJ, Икава f4,5f , Миотакл Ео, Z]

ч выполнеЕо Becbм{r элементарными методами ва самых простых прtlмерах.

Мы благодарны В.А.Вербишсоr"rу эа гlастие в первоначальвоfi части

атог9 исследования, В.С.Скоблrкову и гrастншкам семшнара по гшпефоли_

ческим уравнеrшям в Новооrбирском увиверситоте В. И. Костшry, Е. В.3оло-

таревоfi, Е.В.Мамонтову эа полеэные обсуждения.

ý 1. Постановt(а смещанноfi эаддчи для воJtнового уравнецхя

и примеры векорректносгп

Под смешанноfi эадачеfi дtя волнового ураввеншя мы поЕимаем эадачу

нахождения фнкшrи Р-Р@,tr,t) , удовпетворпоrцеfi в области t '0 ,

fi> 0 уравнению

t 0'р
F7т-

ло
ц
0о2

л20р 0,

а пра а- Q граниtlноNfу условrпо

0!'

5



t lp 0р ,0р
тт- аБ-оФ - о

и принимающеfi при t- 0, 0 >0 эаданяые начальные данные Коши.

3десь f, - постоянное положительное чшсJtо .

Нас интересует, при какsх 3наченияr( а , / "лr",*""ая 
заддча постбвп€-

на коррктно, прп каt(лх нет. Смещаrшая задача поставлена некорректно,

".n" а2 + бэ . /, а < 0 uпt Q, l-/ . это устанавппвается построением

примеров некорректности типа примера Аламара. Пра а2 * t'. / , а < 0 ,

такой пример дает последовательность Фнкlrиfi

-Б о{ьае-lЭFааl-d i- о,
po(c,y,t) - Г' , е фvЧ *'аs 

пРlt+аlg+(,-о')Д,

прu а =- / пример некорректности дает последовательность

-Б 
^о(d-.о)po(с,|,t)-e ,е, -.

Итак, если ,о"*, (a,,l) принадtеIgт поrryкруrт |a1l2r/ ra.O!
или лежит на прямой LO= -|J (см. рпс. 1), залача постаыIена некор-

ректно. Окаэывается, если hr61 не принадлехtит атим множествам, у сме-

чrанноil эадачи существует диссипативный иЕтеграл анергии.

ý 2. Интеграл анергии для crryqgg аr0, tlt" l
В етом парагрф мы построим дtlссипативный интетрал енергии для

смешанноfi задачи волнового уравнеrЕ{я в с'rучаq, *о"о" (4, 6) n r*' 
"

поJrуполосе lil< t, а>0,
Введом новые неизвестrrые фувкчrrи:

I
Ро-Т Pt, Р,-Рr,Ра:Р!'

Имеет место диrШеренщ|ально€ тождество
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которая прч пL'+ п0 - / явпяется симметрическоfi гиперболическоfi по

Фрилрихсу системоfi.

Из граrоrчного }rсJrовия i ,, - аРr- lPy - О

нения слеryет граничное услови€ ро- apr-tp" = 0

для Еолнового ураь

для системы.

Говорят, что r?аничное услоыlе дlссипативво, если на функrrия:с, ему

удовлетворяючпrх, фрма

2ро п - *р: - i + lпр: - 2пйрэ

неqтрицательно опр€делеrц. Исшюqлв иэ aтой формы с помоlцью граllичноr\о

услоЕхя функцпю ро и поло)l.nв ,7ъ = :, 
i

l+& ' D- |+а, , 
ПРшвед9м ат1r

фРМУ К *ry 
2 /- 12 2аh + а; Рэ,

Огсtодд видlо, если | lt"t , О>0 ,то форма н9отрицательно определена,

tl при атом выполнено условпе гтпербоrrrчности сиqI€мп tП2+П2 < /

Таклм обраэом, в сr1пrбЕ а >0 , Йl < / построена симметрическая

гпперболrческая сисгема, ш посгавлено дхссшпативное граЕично9 условие.

Дифернчиаrъная форма тождеqгва инт9rтала аергиш дrtя постро€н-

ной сшстемы имgет шд (дrrя простtугы напшцJем дJtя сrцrqбg постоппrых 4,

l):
i !, bi - Е*ро р, - 3 прор, + р| r р! *р') - *Ьr,о - rр; -

-,пр?,прi- 2пп ре) - 
fr 

(Zрорr-2пдрr-орF"фор|)-Эрро- О .

Если вырзuъ ро , pt , рэ череэ производrrые от р о то мы поrrгrим

тождествО хЕт€грала 9нергии' выполнэнное tla реrц9нияХ волцовогО Уравн€-

ния

: &(# ре'- е *! рё, р,- '" ! r, py+p; r p; * р' ) -

- it, j ,, p"-i *ri- -pi* .ri -rоо,ry) -
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- iРIr, ,у- z,прор! - b,pi 2

"Р!

lt 0р 0р _dp\l t фjЭ_Щ\_о
\т а -Iт?,Б-ll,Ф )lъЙ-й-Ф l-"

, t0 а а
';ТГ' Tu,lI - 

i7" 
- 

" Ф :::"'_*"*" 
*Т::М ДT Я ОПеРаТОРа

h tr-dъ, ф , если плоскостъ 7Г, rп{- п2,g

раэд9ляет полы конуса { о'- {'-r'- О , т.е. еспи}7zа+пz. / l.

(В grед},юцем параграфе будет покаэано, что ма э"лrенlм (о, l) r н€

леI€щх в поJlуполосе ll!-l , а>0 | посгроиъ иЕтэrрал",lергtrrt

с помоцью 'раэд9лпощепо оператора' неrъзя.)

Провеленное построение без трула переносится rи с;глаft более об_

щего rтаtичнопо условия дtя волновопо }тавне *,l Pt- аРс- бQ *
+kP - 0 rрч а-0 . При атом вмеqго последteго ураЕненпя сисп9мы

( 1 ) падо воспользоваться уравнением

tdp 0р po+pt)- о,

)
+"р: -

-i2&,p- 0.

Эго последrее тождество можцо поlцццб еrце с помоrrью изв€егцо-

r\о приема 'раздепяющего оператора', т.е. IryTeM токдосrъевшьD( пробразо_

ваний равенства

ll ( ст 0о
(2)

При лостаточно большом 7V граничное условше Po-0h-lpu*lp-|
будет дrrссипативным для сиqtЕмы.

В эаклlоrение параграф еше раэ остановимся на мекDде, с помоlдыо

копорого был поrцпrен интеграл энергши, которым мы будем поJlьэоватъсl

в дальнеfiщем. Этот мепDд cocюllт в том, что tшщется симм€тршческая

гиперболическая сшегема с диссипативным граничным условием, которой

удовлетворяет вектоЕ состаЕленный иэ проиэводныI от фрtкlоtи Р - ре-
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щения смещанной заддчи волнового уравнения. 3атем обьнкым способом

(см., например, E8J ) строим пнтеграл энергии симметрическоfi гипербо-

rпrческоfi сист€мы, выражая еrэ череэ фнкшлю / и ее проиэЕолLчые.

TaюrM обраэом, мы поrцrчаем инт€грал анергии исходrой смещаrцrой эадд-

чх дlя волновогэ уравнения.

ý 3. [Lrоские волttь! смешаrшоfi задачи дrlя волновою уравнения

и скоростъ распространения воэьryщениfi

В прелыryщем шраграф мы посгроилш диссипативный ивтеrрал анер-

гии, есJIи qункtмп g,t иэ гранrrчноr\о условия удовлетворяrсrт неравенст-

вам с >0 ,lбl"l . В этом параг,раф мы построим плоские волны см€-

tцанноfi эадачи, с помоtцью которых выясЕпм, чем другпе гранпчцые усло-

вtlя отличаются от 9тиL

В этом и следпощем дD}гх параграфх мы рассматриваем гранхчное

условпе прч о- 0 в виде t Рr- аРо- tP!= 0 с постояннь,uп 2,t .

llпосlсая ьолlлА Р - Pbl +4О *РУ) явJtяется решением смещанной за-

дsчи, еслш o/,P удовлетворяют аrrrэбраическоfi системе

Г *'+ р3-/,{ (1)
[с* + tp ='.

Рещеrие атоfi сDrстеМы имеет просlую rЕометрическ}rю интерпрета-

lию. Булем представляъ .u.p"r@,!l 
" 

(<, Р) как коордlнаты точек

(корпоrенты векторов) на плоскости. Тогда алr.ебраическая система (1)

означает, что проекtдrя вектора 1а, t) на ед|нllчныfi вектор (n, Р) равна

единице. Отсюда спстема раэр€lltима только прп ae+l' , / . Ecrm

а'+ t" э / , рещение (n, Р существует и представпяет собоfi точlсу

касанllя прямоfi, провелеrоrоfi "",о"r. (а, l) и окррl<ности с rreнTpoм в

начале коордlнат. Таким обраэсм, есл" а2 + !2 ' / , имеется два решешrя

Фr Рr1 , ke, 7Оз ) "п""Ораическоfi 
сиепемы и соответетвеншо два типа

1о



(дэа семейства) плоских волн p-pbt+o, r *P, у), р-р(сtЦz+Рr!),
Рецдлв сrrстему ( 1) алrэбраически, полrlим форr,ryлы

а+ t 2+t2-t l-a '+12-/а а
Ч-

&2:

о2+ t2

a-t а '+12-t

Р,= аz+ t2

l+o а
Fz= ae+t2

,

2+ 12- /

а2 + tz
Нумерашля точек касания выбрана так, что направление двиrкения

от первой точкп ко второй по меньшей дrт€ окружllости совпадает с обхо-

дом окрухшости против часовой стрелкrr. Итак, если uа tutоскости 0l{ пэ

точки с координатами @,t) про"aсти касательную к ед|нцчной окружности

с центром в начале коорд{нат, то пол}пlим линию уровня плоской волны

смещанноfi задачи. !}та волна перемещается в стороку воэрастания J' ,

есJtи d ( 0 (касательная касается окружяости в левой полуплоскостtl,

рис.2), если о4 )О (касатеlьная касается окруJкности в правоfi поrrу-

rиоскости, рис.3), волна перемецlается в сторону убывания .2 . Пrtоские

волны дают вФкt{ую пнфрмашю о смешанноfi эадаче.

Пустъ смешанная эадача допускает реrrtения в виде плоской волны

P-P(Ct+<c + Ру) . ос <0 . Это имеет место, ""* 1a,t) це

лежлт в полукрупе [О2+ lЭ . / , а. 0J (где эадача некорректша)

или в поrryпопо"" { a20,1{t"tJ. В качестве рР) воэьмем такую

фнкшrю, чтор(Е)-0прчz< 0 пР(z)>0 прч Z>0
На рис.4 иэображен фронт волнь, ct+<O+P!-0 ь моменты време-

* t- 0 n t= / . Имеются точки (зачерчешное множество на рис.4),

в которых в момент времени t - / решение стало неЕулевым, хотя в

момент ьрменч t= 0 расстояяие до точек поrryпространства с неЕуле-

вым решением было боьше С . Molcto скаэ{lть, что смеч!анtlая задача

npn(4, l), ". лdжаццrх в поrryкруге |az*t'. /,a- OJn norrynonoo.
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lO'О ,llt< ll , доrryскает распространенце воэlчrущеншfi вблизи гра_

нrlцы со скоростькr, больrцеЁ С

Поlкажем, что при а > 0 ,ltl = / возr"ryчrения не моryт распро-

страняlъся быстрееР

Про речlеrrие p(aYrt) э.lдаtrх Коцдr для волновоr\о уравнения из-

веqгноr что еслп в момент ьремеш |- g данные Кочrи равны Еулю в не-

которой ,**" (Со,|о) " * воех точках (tr|) , лежаlдlх на расстоянии,

r"rеЬЩеМ с , ог нее, то до момента d= / рещешrе в точке (со, fo)
остaЕтсg Еулевым. Это же Еерцо дrlя cиMмeтpшrecKrrx гипербоппчёскttх сшс-

I\BMr у которых внещняя пола Kollyca характерисмк такая же, как коЕус

волвоЕоriо уравнеЕия (см. E8f ). Аrrалогичное утверкдецие докаэывается

и в сп)rчае смеrlцЕЕоfi эадаtш в попупространегве с дlссипативными граЕич-

rшмп lrспоЕиями при f- f дJtя тех IФ систем п волнового уравнешия.

А lмешпо, еслц начаJIьные даЕные Кошп при t - 0 равны tlуJIю в точке

|q r Уо) " - всех точкдк поrтупространстц а> 0 , лекацдlх от нее

Еа рассгоянltи, меьчrем Р , то рещецше до момента | - / остается rTy-

, т.е. вскJ!ючается воэможность распространения

вооr,rуrпэпrfi со скороеIъю, большей @ . Так как дrtя граничных условrrfi

. |О,h | не л9жащими в поtryкру* {а'+ t' . /,а. 0} " поrrуполоое

LarO ,l|l=lJ , воэмущение может распроеграняться быстр€€ скорос-

тш С , то при этих граничных услошпх нелюя поJцццб дlсcl{пативнМ

интеграл энергих с помоtцью симметрш!rесклх гиперболическrlх систем, име-

юtr8fx в качестве внещнеfi полы коЕуса характеристик коЕус характеристик

волновог9 уравнСrпrя. Именно такшмш были системы, которые мы егроили

в предышrщем парграф (уравнеrпrе KorTyca характ€ристик системы (1) иэ

ý 2 естъ

левым в точке (Со, lo)

)(t -,п,- п2)t (: 
" 

- пý- rr)Ь r' - ý' - r') = о
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Отсrодаl вь[I9рвых1 следIет, что при lOrO, tll < t } "*rа,о.о"
не может распростравяться быст5Ье скорос,м С , Е(нторыъ сгаЕовштся

ясно, почем)r не удалось рассмогреть гранпчвьЕ условая, ше лех(аще в

поrцlполосе. В слещпочлlх параграфх мы построrм дrrссшпатпЕЕые rrнтвtралы

9цергп! с помоцью систэм, хNrеюц[t( более щuрокро вцешЕоtо поJrу taoшrca

хllрактеристик дrrя всех грацичвшr условrrfi, дll когорых не уддлось в 9 1

поегроиl,ь пр!меры шекорректшостп тиrц приl€ра Алвмара.

ý 4. Сшмr.lе^рr.lесrая гипефоrrичэскаЕ сggпама для

решеtd волноЕопо уравнешя ш ш:fп9грал 
'rэргшll

всJrучбg а>0

Введем Еовые $еизвlвегЕыэ фуrткlшrш:

/

с
f

0-!
с

Ро

у

р

0р dp 0о
й , П-Й ,Рz'ф ,

!r(:#-,H-nr\,
-LGlf -"оi-,ff),
- !r(:#-"H-,ff),

Справэл.rrлвы следrюtщre дrферэrшаJьше тождеетDа:

/а а
-_:-я--cOt *dt

аэ а'-Б,-ry
il;(

: ilV {r (i *, - " !"',i,\ r"Ы:i- " I; цl
,iоl-G!--"f, ц)(:,#,

)
l4



Иэ этцх тоrкдеgгв и определепий функrдrй 0 r 9, ф, Ро rР7 , Pz слеry-

ет, что еслп Р удовJrетворяет волновоl,fу )rравненир, то 0l ?, {, Р7 , Р7,

РеrР уло"петворяют симметричесrсой гиперболлческой сrrствме

:!,|*(:*-.Д- si\ дГ:*rVi "i;,iуhq

l *Ь!,(: i-,!r, i\'rГ: i,E i,ir, !,j= о,

t 00 0,Р аф
Т аТ-й-ту-о,

-Р-о,
0у

"Р- !р - 0-0,0а dу

ag :!
dc

t09
тп

!ц
cOt

0а-а

| 0Ро

тт

!k
cOt

!д

!И-,Ф,00t *la

L'# - ро -0,

-l!f-{:0,

-IР-ф-0.оу

Иэ граlсlчною условпя для волновопо ураЕненд " 
!, 

'rОР,прп!=Q сJIеryетграничноеусловие 0= 0 rФп Е-O.Этогра-
ничное условие для нащеjt сисIЕмы Еlссиrцтl|вно.

Обсушlм Еекоторые своЙСтВа построевной системы. Прш ее построе-

нtlш мы шспользовали Еторые проиэЕодЕые сrг P4yHKщrrr 0, Р, /

gr!- О
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Включение этих функшrfi в систеtW поэволило нам испольэовать их в урав-

ненияr( длЯ первыХ проиЭвОДНыХ в качестВе мJIадЩих члеНОВ сист€мы И бла-

годаря этому ввести ноЕые характеристики. Так нам удалось посгроитъ

симметрическую гиперболическую систеtW с диссипативными граничнымtl

условиями для области эначеrий параметров Р, l) , больlшеfi, чем в ý 2.

Интеграл энергиИ этой систеМы посJIе выражеЕиЯ функшrй 0rР,фrПrРr,Р,

через произвоаные Р , приводит к интеграrry энергии для исходнопо волно-

вог\о уравнения.

Однако и теперь шiссипирующпйся на гранхце интеграл анергии по-

строеш не для всех значенrй параметроъ (Qr6) , -" которых не удалось

l1остроить примера некорректности типа Аламара. В ý 5 мы построим пн-

тегралы и порождающие их симметрические системы по тому же принцllпу,

по которому построена система, рассмотренная нами в настояцlем шраь

рафе. Эго при}rцип состоит в введении производньuк

/,ф
oat

Ф
0о

Ф: а llap' dr\o0t -оФ0с

у:аС ir-"# - ,r),
от сбJ;л,tлбрцсгося на границе в ,,уль Еыражения /Рr-Оr"-ф, и в ис-

пользова}rии 0r9, ф в }iачестве неиэвестных симметрическоfi системы.

о0 - !#( о

l

ф\
0yl
dp\
Ф)

ý 5. Симметрическая гипербоrlическая система

аля решений волнового уравнения и интеграл анергии

в случае а'+ l' > t , af -/
В этом параграф мы построим интеграл 9нергии для смеrланной

эаддчи волнового уравнения, когда коффициенты граtrичного условия

]U

,



р,6 ) лежат в области ае + 6'>/,aJ- / . Mbl будем исполюовать те

х<е функчии 0, 9, ф , что и в предыдущем параграфl п ту же систему для

вих

/ag
гй

dp
й

аg

ry

ц 00у

l
с

/а9 d0
-йcOt

с дlссипативным граничным ycJtoвlleM Q - Q прп 12-! . Далее мы, как

и в предыдущем параграф, дополним ату систему, включиЕ в нее уравне-

ние дlя первых проиэволных от Р и самой функчии / , причем напll_

шем уравнения, не требуюшrrе гранrtlньrх условий. Мы булем писать урав-

нения не непосредственно дrrя ptrrpgrp! , л для их лянеfiных комбина-

щrfr. Рассматриваемые уравнения булут справедливы не дпя пюВ"х p(c,y,t),

а тоJIько м" Р , удовпетворяюlцих волновоlчrу уравнению. Введем функчию

|=!о.-ал--tо.,. В сиrry определения функчип 0 , м" f имеем ураьt-crt TI -|'l'
нение 

!_at - ю- hcOt v v'

Это уравнение, как и уравнение для Сункщrй 0rР, !, можно исполь-

эоватъ при любых эначениЕ( коффиIчrентов гранпчногэ услоьпя g, !

Дальнейчrее наще построение булет зависеть от того, сколько семеfiств

плоскrrх волц распространяюlцихся вблизи граншцы со скоростью, большrеfi

С l допускает исхошая смешанная задача.

Пусть обласп l8l4 l, a2+['u/ , a.o,a/-t, характеризу-

ется тем, что соответствующее граничное условие доrryскает два семейст-

ва плосклх волн, распроqграняющихся вблиои границы со скоросгью, боль_

шеfi f, . Построение дополнительных уравнений основано на шlференшr-

0

ц
0t

:Q

L7



альном тождестве

|/а / a\i/a /а\
l_ 

- 
-- 

- 

ll_ 

- 

l-

\с 0t р, 0| J\e 0t р.0! /

-ffi)

ГЛе ft,P, - Т€ Же, ЧТО В ý 3,

Введя HoBble функшии:

! lp
at

_lц
hФ'

Ф
at

_!Ф
Р, 0!

а _а
й-цГt-

I!
0у )=

/ (,i*о*-пiх:

!Ф
Р, 0l

tl/l,:-
с

0\rt а / а\
F,Т)\Т аТ-БФ l

а2
g2

а2

т 0z2 0у'
/ az а2

)

I
с

И ИСПОЛЮУЯ ТОЖДеСТВО, МЫ ЭаКJIРЧаеМ, ЧТ0 еСЛU Р УДОВЛеТВОРЯеТ ВОЛНО-

Bobfy уравневию, то 9, ftr P удовлетворяют следпоцд|м уравненцям:

!Ф_!цCat р,Ч fo7эr@2+8.1

ldъ | аh /

(о+ op-ty) = 0,

таl-Бq-ffil (0 +а9 - ty)= О,

I ф
аt !- 0,

0

Пустъ б z l . В 9том сrDвае исюдная смещанвая эаддча допуска-

ет одно семейство плоских волн, распространяющххся вдоль гранttпы со

скороегъю, большеfi Р . Имеет }rесто токдество

|,/ а
l_ _ _

\с rt,
а

{,
0о

la ,Б+Т а /_ 8(
рrU"+ 8а)\

а
Б -, i)-

18
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а а z+ 62- t l12a'aa
Рz р"+611

Р,

а
l- t /о

fu (а'+ { r)\- iy)
'-/

)с z dta dg? dY"

причем С, >- 0

Введем новые фушсrпrи

llt/
?=т Pt - ; Р, l О- Tpt - q,р.- F,ру ,

Используя тоr(дество, поrтгlаем, что если р удовлетворяет волно-

Bolgry уравнению, то 9,hrP удовлетворяют уравнениям:

- ot| h_ ц-
ry д[о2+82)

I
(, ,6!Ф

cOt 0с

/

р- :0,tOt t ll,
сЕ- Р,ry

!Ф
р. 0!

!Ф
cOt

r- f r): о,

lfrod
0с

z0,

слу,tбtr d a - / аналогичен прлылущему, здесь допускается дру-

гое семеfiство плоских волн, распростраппоUцlхся вдопь гранхlш быстрэе

скорости @ . Мы воспользуемся тождеством

G# ; #)еi *,!"-*+)-
а/oz7/

-дat' Т-dс !
а 2+ t2-/ /a,7z а'

Фа

- I |,
ta'+|')р,\с

а\// а
а/(; а -

-?-0,

p,to'+6') " dtl 0аэ 0у,=-

Введем новые функчии

3
I
т Pt - €еРс -РаРу , '-!r, - Ё ,,

тогда дrrя t, п ,Р можем написать }rравнония;

19
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)
+ l

+

а 2+62_/ l
р- l / -0,

/

;47z х

dвdl
0,

I

т Ir)= 
о,

ta'+ t 2 
)р,

\+ i - 
" u* -, &)Ё i - 

" i-',f|

!!_
0с

аtt g(

{Н-"%- p,ff: о.

гри а2+ t'> /,a>0,\бt*t
ся со скоростью, превышающей С

лиф}ереншлальным тождеством

, ВОirМУЩеНИе Не МОЖеТ ПеРеДаВаЪ-

В этом случае мы восполюуемся

'\:*-*,*-r,+)

Ф
ау

>/

(:,+ -" f" o,ur!)-

х
а'+ 11t
iTT Il а' 0'а\

@aтaVfuf/
Тогда для функшtй

llMeeM уравнения

у=:ui-*,Р"-р,И , t.-:#-",#-r,ff, ,

:Fr-*,Р"-е,ff - ;# @ -ар -lp):o,

;'f, -"ff"- е,# ;rт,(0 - оr -!у) - о,

i# - n"f"- р, - ?:0,
,а} - / , то мы Е g,.)M парграф посlро-Итак, если а'+ i'

или симметршческую гиперболическуtо спсте}rу с дисс}rпатшвным гравшчным

условием.

Легко проверить, что наlли построения непрерывво эависIт оt цrt,
*оrл^ а,! иэменяются в офtастях [a'+6'>l , a>-l} " b.-t! .
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3аметим также, что область ед{нственности вблизи границы, Koтopyto мож-

но выделить с помощью этих сиетем, явпяется максимально допускаемой

плоскими волнами, беrуrпrrми быстрее б . (Этим свойством не обшдает

сиеIэма иэ t 3.)

Прч a2*t'r/,a#-/, первые произвошые, которые мы ввеJIи,

линеfiно-неэавцсl|мы, и мы можем с помоrдью линеfiной эамены переfiти

от функчиfi {,!, ! к функчlrям po-t rt, рf рс,рr=р!.Мы пQлуrим

дrlя них уравнения

Р, п Ро

*t!
0у

а
at

А
.|

с

Ро

Pt

Ра

+,в !
02

+Pt Pt Р, Q,

Рз Рэ Р,

р р р

Матричы А ,В , с, а, Q| непрерывно эависят * а, l Для фнкшrй

0r 9,Р , которые мы ввели по формулам

0-
с

Ф
0t

Ф
аt

ф
la

I lt
(;

е

а
гt

а
То

l

l

ф
0у

ф
ау

-а

9:

у нас есть система

{- ierr -.r"-, ff),

all
0а ) (2)

(3)

l 0g 0,1 афтil- Б,ry - о'

+уr- f" - о'

Iц -00 - n.cOt 0у

I ПосТо-При полуlении системы уравнений (1), (3), мы счптали {,

2L
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янными. В слелующем параграфе мы покажем, что ecJlи аr 6 - глбдки€

функшlи на границе Х=0 , то их можно так продолжить Brryтpb полупро-

странства С >0 , что функlш" 0r 9, ф , введенные по тем же фрNfу-

лам (2), буryт удовлетворять сист€ме (3) с младrлими членами. Уравне-

ния системы (1) после эамены 0r|rфrРо,R, Рэ на производfiые от р,
представляют собоfi тождества на решениях волнового уравнения при посто-

янньlх а,! . Еспч q,{ считать переменными, то яадо эамеrшть в (1)

g 
;" 

g* %R*4р, i 9 u g+аr7+t"р, i Р на /+а,п+
* ёуР, при этом иэменится только urrpn* 0 . Кроме того, в следу_

ющем параграф мы вмючим в систеNry остальные проиэводные второго

порядка от р , правда, помноженные на функIшrr, обраrпаюtltиеся в нуль

на границе

ý 6. Окончание построения дrrссипативною интеграла энергпи

дJIя смещ8нной задачи волнового уравненпя

с двумя пространственными переменными

окончание построения нам удается провести, испольэов{lв спецlrаль-

rrую систему координат )u rr,O вблиэи граЕишl "f,-f . Эта система

координат удовлетворяет следующим свойствам. Коорлинатные поверхности

р: шпst , 9: CO?St _ )ирактеристические поверхностп волнового

уравнения.

лиrчrя пересечения атих поверхностеfi пересекает гранлrry в направ-

лении пифференцирования

: !, -o(y,il i - lU,,, +
Линии пересечения поверхностеп fu- UпSt ,F - опsl и поверхностеfi

Х. - uп;t ,| - фпst пересекают граниIry не касаясь.

оплшем поqгроение такой системы коордшнат. 3ададимся точкой

22



(yorto) на граниuе. Мы предполагаем, что О2+ ta, / , поэтому име-

tогся две характеристические плоскости, содержаrцие вектор (- а r у, t l,
-lty,t), t ), Линия пересечения 9тих плоскостей с граничной поверх-

ностью определяет направления в точке (lorto). Построив такие направ-

ления в каждой точке границы, полгlим два поля направлений. Проинтегри-

ровав последние, поrryчим два семейства кривых на граниче 2:=/ Про_

ведем через кажryю кривую каждого семеfiства ,€рактеристическую поверх_

ность. Поrцlчим семейства f п 1) Семейство 2, всегда можно по-

добрать (например, npn а// годятся поверхности l,Ft=с!пsl l. Итак,

мы постропли вблизи граниш ;f,-f систему координат fo(gr|rt),

|r(",y,t ), t(o,y,t), такую что

{"ri - r: - r;-о, *,ui - t; - u; = о,

{r-: * o@,y,ilfi - l r",y,il $,
,rc a(0,|,t):a(y,t), {(o,y,t) - {ty,t),
Система координат построена вблиэи {r=0, t, Ol . Мы будем считать,

что коффишrентьl o(y,t) , l(!,b гладко продолжены в полоску

L" = 0, -е. t. 0}, -.д" система координат построена вблизи [а= o,t > Ol,

3аmrшем волновой оператор в Hoвblx перемеЕных

bru - р,,- ру =ръл,(!,"i- ?",- Ъ))r+r&ri-р:-р),

r р," (+,, ; - Ё -, ; ) + 2 р Lr (# r, l,- \" |; fu 
у 
r 

r)* 
rрло (*\u,

^,)"
|р-Lrч"-пучу)" 2p/,u (|"рёtr- |zlt-Ру uy futгL";ltl_

IctL

- ,, (!, Prs- | п- Fyy)r 
^(brtt- 

%; uH) ,

2э



Введем сокращенные обоэначения:

[ъ,t] - (h ъ/r-fu"l, -Ъ/у), EL- I*rn-fur"-fuyy.

TaKKaKW,lr1 -0 п [i,Л-0 ,томожемэаписатъ

* ru- Р,о- руу = ([а, ъ7ръъ+ 2Lх,,rУi еГ)u,r)рu+zГл,пJррч*

+ (п L)pt + hPpr + (п v)pu )=о. ( 1)

Введем новую функшlю f = р, . Продиференцировав уравнение ( 1) по 1,

поIIflду

t[r,ru] {r^* zГъ,рUry+ а h,у] f ,u* ТГ/r,Лfрч * fux)|r+

+ ft рl|о * @l)fu} * tr, ъJrf ** эLL,rlrfr* 
'b,il"f u +

* 2рrчF,Д" + (п r.)л ръ + .lр)ърr* (Er).r р,,,-0, (2)

Часть, заключенная в фиryрные скобки, есть волновоЯ оператор m /
Легко установить, что соотнош"rм" ГУ rР) - 0. [r;rrl] - Р влекут

И,У]+ 0 , ..n" Y{l . По,,,томч pu,,1 моrкно выразить из уравне-

ния (1)

p^l= 
#([ru, 

r] f ** ZГfo,/Л f , *zlx,u] fu +

+ (Ba,lp, + Gp)pp+ (д9)рr). (з)

Подставляя это вырах(ение в (2) и переяоля к перемеЕным Xr/,t,

булем иметь

t ц!_02f _0з*о ц!
c"Otz 0ас 0уr"'осOt {, 

r Цо+ !,4+ l,pr- 0 ,*kaц
0о

*I,

где

f=

причем О(О,I

24
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и так как

а
0t

то для 0,9, ф можем напllсатъ систему

frrr")-*({)-o, )- fy(f 1)-о,

о-!/t,9-/",ф-/{,

fy

а= : u+(:r, - о:2" - б 
ff 

* оr) : 0 + t po+ j \ r,

+ Irp,0ltOp
Гr\Т 0Т - о

(

0, (4)

0

Ф
-0

Граrшчное ус,tовие 0 - 0 диссипативно дrlя этоR сист€мы. Эта сис-

тема отличается от системы (3) прелылущепо параграф только младшими

членами. Если в 9ту систеN{у подставить вместо 0r 9, ф

Ф
0о

iP, -Ur', 
# 

+ /,оg + ktp + lrФ * {оро r {,р,+ {арэ-0,

-l 
ff*Ф) - р+trп

r - il:'i - "Н - { !й -Ф) - ф + Ip,+ ll,р,

!ц
cOt

аз
0t

а

-

аф

а
!-
с

_9

то в сиегеме появится остаток " ""о. d . Включив Фтот остаток
Ро
Pt
Ро
р

в систеN,rу, еще раз иэменим матриtч младших членов. TaшtM образом, все

нащи реэультаты справедливы дrlя граничного усJrовия

:!r - o(y,t):: - l (у,t)rу- tc (y,l)p-0 прu an 0,
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ý 7. Смешанная задача для волнового уравнения

в поrryпространстве

Смечlанную задачу в поrrупространегве

l 0'р 0'р 0'р 0'р
0 прч t>0,

"е ?ta 0с2 ayi ау!
(1)

{Р, "#-4h-|ufr,- о пw ,.-0

рассмотрим только дtя постоянньtх Q, {r. {, . Имеет место тот же

реэультат: можно построtlть либо пример некорректности типа пример Алв-

мара, либо д{ссипативный интеграл анергии. Пршмер некорректносги можно

построить при -/< а < 0 . Соответствуючrей последоватепьностью булет

ро (с, у, у,t ) - iГО е 
П'/ф! Р oct-d ,16,П {lry,- I, yrl.

Построим симметрическую гиперболическую систеl,ry с длссипативным гра-

ничным условием прц а >- а . Введем новые функIши

Q-
t0 оll

tOy
cOt

ц

Ф_
0у,

0р

0а
l0o

?:т;т

,-,,И,- 4

-4

g -а,

-а

0о

%
0r -t,

ц
0|,/,

ц
Ф,

ah
0у,

-{,h

(2)
| 1Qo

Y-T т

ф,::,а# -о* - {,

ah
0у,

ц
0у,

Р,=:'# "k-!?; ',h

,
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Справедливы тождества:

6,*):il-:,l:'il-"*-:h[:*,-" u! -l,

,,i,)*1 iК:;-,; t,} ,,+),

а

0t

0Гrt0 а
- 
ф,\; п - о г" t, i ', 

u',,): Я7=,

а

ч,

-н, 
{,) - r"Ki u+ 

-, *,, t, - I, t) ;)

-.i ,,i, r,f,,):Д-,

)

+hг\| i, - " fl - l I, l,i,)k,1

tO'a'a'a'
{,

а а
{,

0о ц,

-t, 0

ау,

-а

J al1 а _- ! _8,i цi,сOt|:0t *0о )i)

со ?lc 0а2 Ei ау:

а1

Фг

а
0у,

0Гl t0 а ,
-Ф,Ш;а-ой-ч,

оlr-!'

0 Гl t 0
--ll:_ful]:pit

l аГr t 0
_ 

-l 
l- 

-с it[c 0t

t01
;TtJ- 0'

а

т,

а

0у,

-6,

-!,

а
0|,

а

0|,
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Из Етих тождеств и определений функшлfi 0r9,фr, фz

еСЛИ / УЛОВЛеТВОРЯеТ ВОЛНОВОtчfУ УРаВНеНПЮ, ТО ВеКТОР

удовлетворяет симметрической гиперболической сисrеме

спедует, что

0
9
у,
Yz

9
No

Q,

9z

р

/0g
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Иэ грlп1111,1111,то у(:.1ов|,lя дJlя BorlHoBDI,.J y}ta.Hetlll r!P1-op, i,Pr,-irPrr- С

при о-0 следует гран}tttное ус;Dвие для систGNtl ,, 0 - 0 пр,rr ;f,=g?.

l)To граlrичное условие диссипативно, еслtr а >.0 . TaKиlrl образоtl, есллt

а >.0 , мы псстроили диссипативный пнтеграл эперг.илl для смешаltнэir

задачи волнового уравнения.

Переход,llпt к построению симметрическсй системы для случая а < - /,

имерт место тождества:
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z/ а- сdt
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Ф
0у,

!.

0 r9rфr,Ф2,N,9t n 9 э как и дJlя системы (3). Для 0, 9, фr, lz мы

нспольэуеМ т9 же }rравНения, чтО и в (2), остальные уравнения получаем

с помоtlьlо выrчtсанных тождеств и определенtlй функчий:
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l 0|,
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I,ft+амф,*-!,ф,=0,
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а0-q,
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0,
0у,

:t!+ -ru*=o,

:'; li * !,ff*6,*-o,

t 0l 0:0,с 0t,

ilf - N:0 ,

Эта система симметрическая гиперболическая прп 42 > / . Грничное

ус,qовие 0- 0 прч { - Q диссипативно дrtя 9тои спеIэмы.
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