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ОЫЦИЕ ЗАМЧИ ДИФРАКЦИИ

для гипЕрюлl4IЕских урАвнЕний

В.М.И с а к о в (Новосшбирск)

Рещения эалач лифракtд{и удовпетЕоряtот раэным шферешшальным

уравнениям в разных областях и услошям 'склеfiки' на общеfi части границ

областей. Указанrrые задаltи имеют ваr(fiые прилох(ения Е14] . Для обцоrх

эллиптических уравнений они рассмотрены в t S] . Отметим, что априорные

оценки в сJryчае эrtлиптt{чесrлх или парабоJIFIеских уравнениfi мох<но поrrу-

чить иэ реэультатов Е 8, 1OJ дrя систем такпх урвненrй.

Одtа из первых лифракшионtшх эадач дrrя гшперболических yравнешd

рассмотрена в Е7]. В работах E2-4J иэуrались уравнения второтlо

порядка при спеlЕ{альных усJrовиях'склейкл'.

Данная работа посвящена иqгIеншк) обцих дtфракlцонlъчt зяддч дrя

строго гиперболических уравнешrй произвольного поряд(а. Испоrьзуются

методы и реэультаты работ Е 11, 12, 13, 15:] . Доказаны разрецtимосlъ

в соболевскltх классах и конечноqгъ скоросги распространения. ПоплrеЕt

точные оцеЕки речrений.

обqэначения

Х - lo0,r)_ точt(д " Р*' , с€РП ,t-cg,
'э: (Ctr,,,rcn-r)i
tr 4 , r - п€р€м€нные, д,войственкые к t, 'о, Co;I- (Х;Цq);

о !*' 
: |Х, coaool, S"jtc I r Wf+ w fч l, т- r- i/, tr, N е R ;

UВ),U(Х), t/ (Т, l ) -окресгносги,о*"*(Х,(r,)е3о

" Rп*| х 8а, Rо*l , 8оi
/( - про.*-я множества Ka?or' ,n |со= 0J ,

з2



((Х;d) -|yzt -lo'dlг-lzlJ - no"y*o"yc с верrчиноfi в Х

а*
Ро - главная частъ (сумма аrrем€Етарных операторов порллха t1L )

лrrнеfiвою шфэреншrапьнопо on"p"-p" ./ порядкд lП. ;

Л*- сопрсшсеннцД по /lаграrоку . Р ,

u(t,4 - F|ч - F(dёl ч) . гд9 В- прэоораэоэаrшэ

Фурьэ по Цtr'а) rО

^ 
- g;' (у'+t'+lвl)l Fr,

l l. Йl- норма в собоrrевском пространствэ Hrt7)-Wi 0l,
tt,- (чr , tt-) l гд€ t/! - фrrхшrr il 0',laf_-la*l.''tVt.,;

1u*t,t - ttДп,Ъ, 
dtrir;uril'dx,

l la,, - норма в гttльбертовом простра"""". HIK,/ (цмыканхf,

*о Ci 1rП+t'i 4,уr*-п 4t ;

1tгlк,l: l;t' n| o,1 - норма в аналогшчцом пространсrвэ

Н *,l * tq -0J ;

( , )a/ , ( , )ц/ сtЕлярншэ произЕедеrrх, " 14 *,f , Нr,| ,
ддлее сrштаетсr / >0 | но просгранства опрgдел9ш *" f-0 . в 9юм

случае ишекс ;l ощ/сха€тсt;

- щфоренщроваrше r,ryJlьтииндекса < ;

а-|

\ yitaio| u(l,cllodc;lч']
2

t/l :f,K,l С,0 l+i+t+l4,1-K+rT
Ri t

а

'u) 
K,l - ku'l,r+ [с-] 'r,r) КО - аrерпеflпrесхаl

норш;

i! -(ч*,.,.,а:''ц!) i

В - rлФrцIll определя9}rаr рав€Еqгвоu Bi'

В' - маФ,,цll 
"ооро,"rо,"" " 

J ;

"u),
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С t 0l - поло)мтеlьные посl!янные, зависящие л,,цrь * 4! , Л;,

0' , Btlo'b ввод{,r" С (l) Фш{тается не меньще (не бопьще) ранее

._, t 
1, основtтые резу'Iьтаты

Пустъ Ьё - непересекающlеся открытые подмножесгu РО с ком-

пактными гращцами lQ!С С* , **"" €t локально лежат по

одrrу сторону аа!, аQ+ Cad?- , {? - d?+ ч .9-. обо"r"r""

а{2+ П аQ- череэ С, аР- r a -чесеэ |,(0,T)rg2!лt
- череэ G*, (о,Г)' Го- ".р". 2о. . Введем линейшые шrференшrаль-

'+ л:'" Ror' |rо.. +ше оператoры 1r , l .)яшов arо; с постоrнными

вне комп€lкт^ К = |-ZГr2TJх t(, " С* -глоЕ.'ми коффиIцеrr-

тами. Рассмотрим следrюцýrю эадечу шlфракшrонноrэ типа:

l!a!=f! "0! ; (1.1)

Лj о: Л) ur*Лju- =,, >,

Еведеннои.

где

скосlъ к

лj u-

(r.z1

(1.4)

ша

:tj на Q=1.",7) ; (r.з)
2

I
Or'u : lt * [a} 

rd? (Ьа..,,m-i) ,

/,ui постоянны на ruобой компонеште "a"""оa- Я ?

Условие "т:-О гиперболrчности

Корна Т уравненхя r-- (Х ; L r, f )= 0 вещесгвенЕы и

просты np, Х . RО*', G, {) € RП- [4J .

Пусть 
' 

(х ) - внещЕяя относительн о ,!2- едrнrrrная нормаrь

* Яl U 2з " "**" Х , а С(О)- кас8т€,tьнаi (П-/)-ппп

з4
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неша i'o (XlT, fу(Х)+ 1) = 0 " !пУ!>О, Xrf; . о

при условии 1еа(С), Jrпt< 0,

Пусть

/* *р- на

|-
tl

Прдполоlсrм далее, что Zl=r! = |;'^ ч что Zt = 'ir не более

чем для двух различных i,j , прrпем еслп Vf = Z! , i,ri r то

операторы, полгlаюrrц{е ., n". Л1 , fij . .ы*"oкl*rnl, 
"""* 

аrrементарных

операторов, не содержацlи * (i/ayioi u! , линейно-независимы.

(Это условие гарантирует суrцествование /, - "опрп*.нноfi 
дифgFенщ{-

альной заддчлt и введено для простоты иэложения.) Псверхн*r" 2r, j,
, lt:01 П Е*
л"l!,Лj " l

при 0 е |О,Т) считаем нехдрактериqгическими

соогЕетстЕенно.

Равномерное условие дополнительности

t

Если полино Mbl с, Л|r { Х, с,, f у (X)+a)+,,,rla!'U l,|л+п)

делятся 
"^ 

.il: (r ) npn Х еЯ,, u 2z , Jmт-.0, (т,п)#0 ,

то Oj:0 "p"i=t...,F, ( 1.5)

Услошя согласования порялка (
Сушrествуют последоватеJIьности (/Гр+ Г ^t' ( ar) , таме что

,t + ,t -li-rr= *f- , Л1 U7-F7, , Oi + 
*lc в нормах из правой

части (1.6) при р-*ф .

Отметим, что усJlовия согJlасования порядка к озllачлtот конеч_

Iность норм (1.6) для /, 

',l 
ч'склейку" !r, . ll на {aJ,

з5
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Под сильlшм решением эадачх (1.1)-(1.4) поrоrмаем предел с п+к

- гладOrI решешrfi по нормам (1.6).

Т е о р е м а 1. Прп форлrулировакньIх условиялс с}rцествует сцrъ-

ное рещение u задачи (1.1 1.4 ) м

|u|,_,r* (cl +ýК*| 
"'L\_rr, 

uzr) #ri"r)Lff)<

= с (к, r )(| f l r G) -Ё 
r r,l,,*_ ;2,u:.;$lrjrqil

( 1.6)

Теорема 2. Сушствует такое lo'0 , Щ /-0,
, то ц-0 {Ui|ln|,?i=0, hl = 0,n К (X0;lo) п 0

2. Редrшпrя к поrtупросIтацсгвlr

лt -пПусть Ц- - к*
lл

tJdj,
Теор е м а 2.1. Теорема l справедлива в сrтучае Q = l2-,
Теорема 2.2. Теорема 1 справедлхва в сJтlцgg Q=Q+U Р|

Д о к а э а т е л ь с т в о теоремы 2.1 (эа llскпюч€ни€м оцэш-

ю{ (1.6) прч 11=|2,,... ) дано в ЕrS] . Теорема 2.2 выводrrтсI ниж€

иэ теорем 2.3 и 2.4. оцЕпg{ (1.6) в сJr}цбg тэоремы 2.i при к=/r2r,,,

выводятся иэ оценкIf с К- 0 аналогшrtно тому, как iaтo сделано дrrя

сJI}цая теоремы 2.2 ь конпе д.6. Пусть далее Q--Q+tJ .Р- ,

Т е о р е м а 2.3. Ес4и f' Hr,|, !i' H.-r-ur**,y,

МРР/ , ЦlрРtri с.[t >Ol ,щ Х> CtKl с)rществует

(qrльное) ршеrrле l слещrюшrеfi задаtш;

и выполнены услов}lя п.1 относитеrrьно

t
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4tц* ={! LR:r' Лi о= !; , i-l,,,,,/,щlao- 0J , (2.1)
д

причем Цlрр ц- с lt > О |

Докаэательству теоремы 2.3 посвящены пп. 4, 5 u частично п. 6.

т е о р е м а 2.4. Еслч rtt еНr*, (0t)

u

il u* *, х-,r_' "; 
ur|', _,rч,= С *, Ьr',f Ёй J !i,T on, х),,, 

.r,

rTO

lч| rcl rýlЛl", ttl l пt_t+к_j(а ) * |й *,, 
(т ).

п-л+к

N

. С ( r, г ) (l lul rG) +2 l а1 ul**_f2J+ [и]с, Иl). (2.з )

Докаэательство т€оремы 2.4 пано в п.6.

Доказа тел ь ст во теоремы2.1. Пусть выполненыусло-

вия согласования достаточно высокого порядка. Продолltоlм ft, li до

финитных по / достаточно гладких npn t >0 функшrfi. Можшо считать

hс : 0 " f', fj ровными нулю при t. 0. По теорме 2.3,

alfl*K
существует {J - глад(ое решение эадачи (1.1)-(1.4).

Для рассмотрения обчrеrэ сrryчая достаточно аппроксиlrrировать данные

задачи гладкими функltиями, воспольэоваться результатом предыryщего абза-

ца и оценкой (2.З).

, 
ДокаэательстDу теоремы 2 прдпошлем друryю форму условия (1.5).

Опрепелим

tn+l t -, 0,,...,Лrj:

iз1



=ir-r,' s(цtr; уг'аы

л,О-G) .,. лirtc)

лi rcоi.'.'. lt;tc;-l

hГ K;l , .. лftr; l

. Полагая р ++чэ

(2.4 )

oitr;_i ;;. яfl r;l

В случае кратных *оо""О lJ определение полуtlбglgq предельным пере-

ходом из (2.4). Оrевидtо. ,-"no"r," (1.5) эквивалентно оценке

lt li , [ ; 0,,. ,.,hr!|rt "on 
!rпt< 0,|t|2+|rf:l, со:0 . (2.5)

Если /1 доо+.омофизм У (Х) , тождестЕенныfi вне компакта,

удовJtетворяетоценке tVY., - e;|.1 "" Roil ttле !, -яа-
правляючшй ввктор о"" а1 , 0 достаточно мало. то задача (1.1)-(1.4)

в переменных у такл(е },довлетворяет условиям теоремы 1. Действитель_

но, опр€делитель (2.4) непрерывно эависит от коффишлентов главных чбс-

теПt n 0, ,определяемыхвпеременных У лищьградиентамиl
yi,

Покажем, "* lо- / n "r, !ое C-(Rn ), р-12,,, .,
|VPrt=l n g-Р-'.фр Р ,гпе</)-rпааIOt
to-1|С-э'l} . Опрелелим Ур (Х) - U,lr,с) , тогда

l V У; - ei i . i . Зафиксируем ,о Прололюrм Ц! нулями

"" [С < OJ . По условию теоремы 2. продолжени€ - ?то решенrtе эадачи

(1.r)-(1.4) на |t. O!U К (ХО, lo ) . В переменн",х У полу_

чим эадачу (1.1)-(1.4) в cioe I Yо.0l с однородными начальными и

краевыми условиями. По теореме 2.1, функчи, ЦL = 0 при Уо=0 ,

поrryчаем Ц!= 0

Д о к а э а т е л ь с т в о теоремы 2 прчQ-Кi U П!

т.е.при 0.t.lr[a)
прчO.t.9Вl
38
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Сrryчай D : t2 рассматривается аналогично.

До к а з а Te rl ь с т во теоремы 2. Достаточно рассмотреть

конусы малой высоты t0 Пусть ,ар", Ц, , , , ,, ар покрываtот

ЦUГ, ,пршlем t/;ПЦ;:О ,если ЦrПa/Z{
t; - функrrии @

. Если 9та tцоскость

l Ч n Ц " 2? П Цi - чдсть графика

одноR из координатных гиперплоскостеR " 
Р 

О'

""." I co=0j , то rryc.b Yi = фi(Х)- (t,'g,tп-6(lс)),
Х е Р ОЧ . По теореме 2 (для Q* - R:*' ), существуют коrrусы

эависимостtl KU, Ц) дляэаддчи"п"р**"оо У .Есливыбраrъ

l, так, что Ч (К (X,lrl) Э К (Ч (Х), 4 ) , то поrтучим утв€р-

ждение теоремы 2 с lо-miЛl|,Lr}, "* К(Х,4) _-*
кусы зависимости дrrя эаддчи Коlли.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Установим раэрешимость

BcJroe (О,O)х 12 .3афиксируемконечноепокрытие Z -о*рсr-
ности компакта К П а основаниями конусов К (Xi, lo ) такой

"rr.оr", to , что основания К Ui l . i-/, .,,:р можво

счштать wарамч Ц1 из предыдуrцего абэаlц, " К (Х') np, i >р

не переСекаются с ZrU Z, . Moloro считать, что аналогичными

свойствами обладают конусы высоты 2to и, более тоfэ, что в перемен-

ных У- Е U) эадачу мох(но продолх.nть на слой (ОrZlо) 'РО
с оценкой продолжений данных (в нормах (1.6)). По теоремам 2.t,2.2,

в переменных Y существует рещение. Обоэначим его в переменных

Х череэ Цб Иэ разрешим(:сти эадачи в Kolryce двойной высоты слё_

дует, что Ц;.= Цl "^ К (х') n К (Xl l . определим теперь0J
Ц = Цi ,, К (Хt) . Иэ постоянства коэфп-""rо" 1 ""е 

( и

раэрещимости эадачи Коtли заключаем, что эадача раэрешима в некотором

"n* 
(О,t) r Q . В сиrry оценки (2.3) решеrи. "^ 

(0,Г) 'Q

H{l

можно строить по 'слоям'.
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3. О необ:юдимости условия (1.5)

Пусть коффиrшенть1 операторов lr 6,. постоянны 
^ 
t-to ,

А,=.В!. /

l/
Те ОРе Ма3.1.Иэутq9рдgенхятеоr,емь, 2.3 вы (2.5).

w;a' = (tl!,...,0;- цr),?= (r,,...,9r) , щ
'п1 t r' ) - 5'lj* {Tltr' l*'

ддв; ", ti
'6:, ."r.*"

, Э: ('8*'а') ,,*'|L/r/'

функчий, эапишеN, граничный оператор в g"_ i(ol*-8 * ai(0).

Л е м м а 3.1. Если Ц* е C* (R{'l .i! U!-0

" R:*' , Е*й (о) = 7 n ц!=0 npn t= 0 . о'В*'iЬ)-V.
Д о к а э а т е л ь с т в о. В силу предложения 3.3 иэ grtJ,

справедливс равенство 0'* i'0) = il!(О) , "д. Q'(il - мотI;l|--

ца спмволов t ( ,^J
Ъ:il;;": **\ rr,u)Ui ti, rli'S, l|r, riltu*-kf,т= (г,q),

г* r

- остбтки от делеllия

- МаТРИllа СИМВОJrОВ t, | на диференциромния t -

" !п {*r 0, ХпZf-< 0,

полиномы "о 7 11олагая

, zg\Эm{)(

и содерх.nт все нули lt nonn"or" ./*-

l} G) - оаrоролные степенеt /п-9
-t _*, лi
l :! Ц ,ПОЛ}ЦИrtt;

контур

т;,) tll =r*\ пj(T,glИitr,ri'g r:,,{i)ý?r -
гt(п

= ;\', i Е, o(li В, rli 
F* 

ri,, Е ) tl с -ý',:, tl ) ai 7 {i )

4о

г*(0



liетрулно проверить, tt,го

+

'6i,.- ci l
. В силу полученного ра"е""""а Г

_ преобразования Фурье-.Гlапласа
*-'В**'8! ,гдеt0!:'6.

l
-i

к

,о 'Р!;* -,!/!

-Т*0**,,,

(а t
r,t i К=/, ..,F*, l:|,,.,,rп). так как 0ta!=i!,

n Ь *'i -З** ttr++lj-*'i-= '8** 'а+ й*+,.=

_.в*а*а*f... = Bra*-,,. =?.

Дока3а тел ьство теоремы 3.1. Поуслэвilяlrтеоре\|ь]

3.1 и лемме 3.1, опрелелен оператоо F *'t\Ol , нспрерывныtl ltэ

Сr ( Ro, С r ) " С- (РО, С/1 и коммутлtрующlй со сдв}tголrц,

причем

*рор
2li,r(illu.-(CUl 2

i=, l *t-1,1 7, !i| rп-t-z;,| ' (3'1)

Таким образом,'а rc) - F *F, где F - / rF _ матрltца - сбсб_

щенная функчия с носителем " {Х ' t>Ol . имеем: 'iЦО)-
-F *'B'ttO) , поотому аналсгпчно frr, с.gО] , ,r;,*- сбсбщенные

. El си.rу (З.1),

Ro) , так чтс

!Г,,- 
t? l| < С V |i-" ( з.з )

дrrя почт}t всех 1Ф, f )е К .

Для почтll всех (О, { ) матрltцд F(7)'a {il едлtнltчllая, псэI.сьtу

detГGldet'Д(f)-t . изнепрерывностtl'8,7'

и (3.2) полуrаеьl, чтс |lй'3 CZll >d np,, |7|=l, |>0,
т.е. усJlовие (2.5).

функчlли медJIонного роста tt опр€д9l]ены Fi,, Е)

(t,f) *5r*фlTl'7 - nrn"."nnn*""lo " L, (

в этом разделе "*nr""'o'l* =i";; = Лi:
llycTb L+: 8o;r t/ , о\ , !o-ýn n tlLol, it: J" п {lyl. r}.

l1



3афиксируем Iа е К, u0 . В Г15 l раэдел 2.t]rполиному

l' (iO; f ' ) t"." пенч lTL ) поставлены в соответствие поли-

"оrо, Fr! ( (F'), i = /,.. ., rr*
д

, j =/, , ,., d ,

tрд
t;(X i г'

+ t
к

К : /,,,., ь , определенные и непрерывные при х иэ окрестности

х о
, делящиеся на )

t
, линейно-неэависимые и такие,

rтL - 1l
с
t l("*,z)z zt, С'I

{ ) 6
+

++
ЧТО rП.-+... + lП_rt_

' 'nra
отоrкдествим 0

в соответствие полиному степени < ПL линейrтую функчию
+Zl-tt, i=0l...,пZ-/,

Лемма 4.1

пол}lномиа.]ьвые по

dиъ|Frj tz*l,

и поставим

(+.r )

р
д

(f* )

I наР 
* 

1 u'1 , эаь,енив (f t

1rr! вt), bi tr'l , Л).tr*l + $, t z-ll

мы F; , 6: делятся на
.+r; , по}тсму из условия-',.t.5) вытекает линейная независимость

системы (4.1). Последltяя сэдержит (Z--r) +v - 2rч элементов и

по9,гому является баэисом " ( С 
2^ 

)*,

В Е15, раэде л 2.27 полиномам /** по"r""лены в соответствие

г,,lадкliс по r в окрестности r0 и э.висяцrие от параметра

r a (О, d) поJlиномы И= .r.п"rч < rа n no 4'r'l' пост[}оены

, Er сt{t\,волы f; (i,f 
*, 

.r- 
*) 

,

, содерх(ачлt" r, g в степенж (/С ,9itx,f*,g
причеN,

r .4
Гri

> >ч
j=t i-t

f'
+-)

q*
,ft х

Д -+ r:Z ,Z- )

+
li' -t..
у
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li 'i,r1 r*) <,lпkr'f - ,)'-',

.о" ft е r?, zt е С',
Лемма 4.2. Суrцествуют t ш окрестнос,* t/ (r0 )

(4.з )

, такие

что

lz*|'*lz,|'* С U}ti;r*,z+) - Р; (i, ,-,п-) +

+
д, 2 Ё

т
Ll
K-l Ц $, 

"r' 
-,,2 l $; R I z-F!b, (ilzll' ), о.о,

+До к а э а те л ь с т в о. По лемме 4.1, функшrr. Z - лин€Й-

ше комбинашли фучкчиП (4. 1), непрерывr",* no i , по9тому коффиш.rен-

ты соответствуюцrих линеfiных комбинащлй огроничень1 в некоторой а. (rO),

так что lZ*|2 + lZ-l2 оцениваетýя череэ сумму квадратов моryлей

Fч! , Ъ!, , П, . Выбирая малым fu , uэ (4.2) и из a.oгt оценкtl по_

.ryчим {4.4).

*_е l ЦtI; z*)| +

no"f.a(io),z!eCT

пчсть 
{ 
u(Ii) - Il (Xi ), Zl (tг;, 1i )), i-/,..., h J

- кон9чноо открытое покрытие компакта | К ''LO , a"** 
"rо

1UtI;l, i=/,..../\/0} -no*o",.n.'KrLo " xi/ аК ,

|at|i';, i=ilo!t,...,N._Z]t -покрытше 0'K,Lo. Xiel'K ,

причем " U(Xo) выполнено эакJtрченltе леммы 4.2. СчитаеIl да,lее

u \I') -{ lyl< 2t!, [/(x')u...uu|{u')= { 
|col. t,

(t,'r).'K! . Опрелелим ur= tt tii ) npu i= /, . . ,, лl0 ,

Ur:|Х: lсд l. d, X/Kl , ukсr,4;i npu i=Nоtl,...,д/-2,

цч_,=|lqIr#}'.r" ,an={ lcnl.d} 
^ tE-z *}.

4з



Пvст" 
{ Р; (Х): P!tD vi E,lt- t- ..р"эб"ение единиЦЫ1 ПОДЧШНеН-

ное пскрытию |Ui,I ч ц! -Pi Цt - псевполиrференциальньiе

операторы с однородными степени 0 символами Р; . Опрле n"u 
"l*:

--0l*/a, "? a,t ,0i,, - 0: на UtXil npn i=/,...,/y'-2,

Ьi,п=Ёi"k:.Символам !",!, , как и fls, раэлел 1.з] , со-

псставим квадратичнь,. no фу"*-*tям- Г * бооr' !*" t n' l , ,

У; t ct)l , отметив, что

lflr"tutl,- Э у !|tr!lr|* С сеry-'trlпl|,r*еуlril'._,,r. (4.5)

Л е м м а 4.3. При 
""*о.ооопl 

/

lIPruJ'^-,,l

-ý 
l Ё_,,п-|_,,х

',-,-r,, = С V' Wufо,r* lul

- 2 \
Ь*,iu-17t)

г
ýzl
Kol

+
t,l

2

ч\l.
l-

2

ч$l

lЛ'rу!fл_,r,

9|"
m-l

+)
j,0

+ 2

п1l +
Pi ч,

F
+J
i=,

m-l-|'l *}lbi,,t
L+

слагаемые с

(4.6)

где в с.lуча" i=l'|-l
+

Е"'

До ка за те ль,ство. Пустьвначале i<l1-2,n*=Piu*'

Из оценок сlrуволов (4.4), (4.З) по известному Е15 , лемма 1.4]ана-

логу неравенства Горпинга для псевлодлlффренциальных операторов имеем:

Нr 
r* г Ll 

л_, _j, l = С ml $} Ш, + !" tгl, 
-ft 

' 

r, "l,ri,i

-zь .,r-l.K,L 7-1,1

t-
Sз
x=l

+
пrl

+)
j--0

(
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юlЁ,Iп
п-l

х 
l rrl!,_,,,* С (z х В, !; 1rt)1* 

ф,

2

|**i,t fr*,tl+l ).

Складывая эти норавенсгва с исполюованием (4.5), оценим левуп часть

(4.6) череЗ сумму слагаемых правоfi части с Л ьместо Ц и череэ

!lIll/с lr tНlл!",гrli_l..,,
, пr-1

(>
' j,o '4-j,l

о;
2

+ )
2

,,1,1tr'|

но гХ = р, ur n (црр yi п So)c [lyl. /} , по}тому l г'lХl >

' to d' У lГ't|_r, r, ш прr малом d ro первые два

слагаемых оценrlваrогся вторым слагаемым иэ левой части (4.6). Анало-

ги!rно устраняется третье сJIагаемое. В сшrrу и3в€qгных своfiств ком}ryтиро-

*"" Il.iltp;- prfi')ut|o,1 <С (цi)lц!!r-t,l , по9тому

в полуtенной оценке можно lO , . . ., аt эаменшть на

lLr,.,, бЦ, если выбрать больlцим /
Прu i - /i/ - / утвержление леммы 4,3 - следствие извеqгных

Е1, 15] энерпетических оценок.

Прп i = l'l лемма доказыЕа€тся ан{lлогшчно сrццдр i a л|, l, есла

использовать реэультаты f 15, раэдел Z.a1 .

До к а эа те л ь с т во оценки (2.2| прч К-0 . В силу

прелложеrпrя 3 иэ trЭ]

поэтому в правой части (4.6) можно опустить слагаdмые с ъii Так

l Ъ|,, uo |i. r,t * С (у-' l,tr ul'o,, * l u l',_,,, ) ,

+ ...+ Щrt - / , та иэ иэвестньtх ollBHoK коммутаторо" О"о

! неравенства треугольника п оценки tа.Ы Ь. бf,. вытекает

> с ) оцэнка (2.2) прлl К-0

u* 9,

"Рi
(пги 

/
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Д о к а э а т е л ь с т в о {2.2l прu K=/,t,

fl5, раэлел 2.5],

. Как иэвестпо

(4.7l

I t **Л 
* 

- А* i') u! n цt* 
Г(кl ll ,4* а'1 ,_L l ,

|$; i - лr пilчL|,_,_r,,f С(*llА*ч'lл_,,r,

по9тоwу. эаменяя ll * 
"" A*tl! ь {2.2) при К=0 , пол)ваем;

у l 
lr* u l|_.t - 

Frl 
Дl*ч'| 

к+ tп_ rj, у 
<

< С r^l (l-' tr А^ 
"{ul1,, 

* 
#.rr, u|"o,n,_

'j,l)

пп,t

через

пусть

46

lцl2п-l+к,

| > С tк) . Но в слtлу следствия 2 иэ ГlSf

< С в,(|lu|
z *l IL'ч|'л- )

,/ *-t,l l,t

i o!"u* |'л_, rr_i,l < С 1 rl(l i* u'|'*_,,,
i,o

rп -t-j+r, х

пrl
Olu

trn
+JI t

)

поэтому ( 2 .2 ) вытекает rtэ (4.7 ).

Ес,пи

n 

0n.
'l,rla,

z.
L

,а

5. Сопряженная задача

: 7i при i #i , то один из 3r, 9i обоэначим

другсй - чеJез -5rr 
rnu"n' rr#9 при ili r То

fii , -ЛrrL - 3"' U- ; если не существует Z.- i ,zi



то пусть r!t, u : Ю:.

on"p"rop' Г.|lл ,/-/,,..,П-l,щ.i-*
,!о u* : * й' Л_ u).

ч д

Лемма 5.1.Существуют линеfi ные диtьренщrальные
+

lno trlc l

. такле что

(

l\,lu,ч* ))о- (lu,l* rt* ))о

iSZl
К-0

rr'r'rЛ* u

До ка э а те л ь с т в о проводится инýкчией по7 аrцлогпч-

но доказат€льству леммы 2.1 иэ Е5, c.rarf.
Л е м м а 5.2. CyrrrecтByюT линейные диференшrальньlе операторь1

*Лi,l=/,..,,2rr|,
|-zr,2 Tf х ft, коаффишl-

2п

i-t l
пw ч. Н -,! , ц* ё Н-,_, { Bi u 

.- 
О.!^ u

причем LЛj, i:l,,..,2пъJ - ['rj' j-

ентами, такие что

с постоянными вне

*

* *
цлl )

+

0
(5.1)

npn /-F|/,...,2tп,
/,..., ^l)

,9

(5.з)

0

*
. Испольэуя представ-
+ll-lrп_; сопряжением по

п

Д о к а э а т е л ь с т в о. Согласно fS, с.rаЗ] . левая часть

(5.1 ) равна

,4 
(( u|, ur,'I, U' )о r (ai u-"v;_ri-lo), (5,2)

где t/,.-] - некоторая сиqIЕма llирихле on" ,/t

n *r, .Оjоu* n. леммы 5.1, относя 
'i*, 

к

Лагранllсу и обозначая получившиеся скалярнь]е мноl(ители при fij чере.з

*0,
. полгlаем (5.1).

Следствие 5.1.Если р
+t

9!, .Н'(пr )

!-

\ 
(t*'r l р- - р (top" l {ol

(

-Э лi ro
l-| l

,...,'fi| ,у* - *л
/

.о loy - lo iI;Oro) у f;Юrо)У",
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Док аэа те л ьство. KaKrr в ES. c.tбo-162], поrrоIсшм

в (5.1l цt -цl(?чХ) , ц*! -ч'* (fux) п по

асlrмптотике при \ +а ga выввдем формулу Гршва лrrчlь оIя главных

частеfi l, Л, , выбирая в последlеil цr't - еСР (t<' X,l>) У
,

*(Л'Хl,р'i'r (.о) , .re у, Cr (R') , r(0) ) 0 ,

иэ асимптотики при ),. ' 0 полгrим (5.3).

Лемма 5.3.Еслlr

Лj G) : 5, {rrtý*f'' * 

_Я_,lj, rrK-|'a, (5,4)

," ||4 , J- i fi,,..., hrлll -ldrt ttr*il.
Д о к а з а т е л ь с т в о. 3ашсывая соответегв}rDцIrр опредэлп-

телю (2.4) матриtry в вrtде проиэвед9пия lлтриц, поггrаем:

|... | 0,.-0

пt-| . tIFl

f) ...(Я) 0 ... с

||li li п,, .,ц,лl- ljlri {Г' цв;-; 
Г|мв,,ll

(rr=- *"о* l*(f*))

Ле

Cj'

0 ... с l...t

0...0 (ý.lT (r;Г

Вычисляя последниfi опр€д9лхтвль (прошзвелэнllэ определитэлgfi Ванлермон-

да), полrlаем утвэр).(д€нlе леммы 5.3

где

м м а s.а. щЛiO-с;F)tIr\+ C/rflt-(t-),
Тt'

-полllномыог {-, i-l+/r,..,2п .за

llt' , l' i h, ,...,лr^}l= ll/i, ll ; fi,*'.,!!rl|t!,1,; Qr,,,,.,Cr,ll.
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Д о к а э а т е л ь с т в о. В матриче (2.4) мэlкно считать первы-

ми строки . ý;,...,{;r , ý;,...,ý;- - корнями ai " l: , тсгда

матриllа (2.а) в силу условиfi леммы 5.4 имеет нулевой правый верхний

r, Pm-pt) - угол и модуль ее определителя равен l|t|,r-;fi,,,,.,LtI

|t!, 4| l ýr*,,,..,fl-I|Л, I Fi-rrrl-'1g1 - ý; Г' . для эаверцl9нпя доко-

зательства эаметим, что |lo определению (2.cl ч условиям леммы 5.4,

|lt, r*; !lp*,,...,Лrn!P (. П..l rj-|: llr;=r|)ll/ ,!*; Ср*,," ,CuIl.

, Построшм еlце од,.у систему, сопряrкен"уо " |h1l Опрелелим

,fr, G) *,* Яl(Г) np" i : 1...,/ , ({*Y'Fl|({t) nco i -

-l+l,...,2л?- ; (f- ri-Э,п+Ёl L (il псч i-2ra,1l'+l,...,2tп.
В Е15, с.97] no t* построены такие матрицы Д! , что в обозначе-

"n"* 
,{ f - tA*P*, l Ф') "*"*,,,

IttZ'o )-р* - 9П| : i < А Ф(о), Ф* l0l> -

:r.ЁФ,0),Ё Ф*рl>=LЯ grhfфl, (5.5)

где
-Ё 

- (Ё, )-' А', Ь ? -(й,р, ....Й,^ р),
обсэначим Р t-t, r i -а6, 0, ) ""р."

t)

ле м ма 5.5. |ii,r: ; Лr*,,...,Лr-l{ О

Jrпг > 0, |сl'+ ls l'# 0.

прлl

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вr."rо *fr; 
можно рассмотреть

действительно, пусть lil;r, ,/!-, 
- Й;r,,.. .,* Й.rУ #О.

Для любых lyrr,..,, !r^ aС существует F, tsфИ)-
- (0,.,,, 0, !r*l,,.,, !z^ ), " r".оч -Вф(О)= (0l,..,0,trlr*1*.,,[2,n),

где г, еС В силу (5.3) и (5.5),
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Полагая Р* последовательноравными

Рrр t l { ii, tо ), 0),.. ., ( еср ( i f}* с), 0), (0, еср U Й g)

,,,,(0,erp(i{}'cr), "о" {*-*oon j*= 
" Хmf О ,

Jrп {f- = g , получаем из (5.6) сиgгему 2 л -! уравнеrпfi

относптельно !. или q В сиrry (5.6) иэ опнорошоП сшстемы для

li вытекает однородная систеlл для 5 с неЕ)tлевым9 по пр€дположе-

нию в начале абэаtи, определптелем, поетоrчry ni - 0, i Q {О) - 0,

ФQl= О всилуоор"r"rп*r"./ " Yj-O ;такrrмобразом,

система относительно f7 имеет ненулевоfi определптель, которыil и рас-

2m

2
ial

(5.6)

tfмeeт в силу (1.5) некулевой

np" yr,""""ron, /* " l_,
llityll, j-/,,..,!,

смотрен в лемме 5.5.

Пслагая в (5,5) последовательно

где

и }пlитыв€lя, что

у = (ecp(iýtr*r^|,0) , р*: (есрttF)зr),0),

р - |0 1 еrр U t;_ со )) , 9* - (0, €ср 1; {i_ ао)),

Kt - |,... t р*, l* : 1+ У!..., m ;

tbi лj np" i-/,,,.,F Р(0 -0
"р" i:|*/,,..r 2* . пол}чаем:

Получпвlllаяся система относитвльно
,i.

l

йi

р, 
r; ( l;_)'M- 0 - 

Р, 
л; к;_rffi l

определrrтель, пое.юм!r 
- ili' t r I

тек что -йi 
trrl'= ci ti|

)-0

где

5.3,

{. - поп""омы с ограниченными коффишпентами.По леммам 5.4 иl

5о



l(/_-, 4*; С,,. , .,C,r!lj:, r:: й,,-,'..,,*й r,||:

: lt.;*, i-, -Й,,...,*Йr^!|-|dеt (i', ) Ail + о ,

что И Заверllцет докаэательство.

Следствие 5.2,

oi u*r
lL

* С Bl(,y-'trtur f,r,-u *3 |* fi ; u*-l j-rч l

ylu*|
ь
m-l+К7 |

2

п-l+к-j ,l

,r*-f,-| )

+
m-|

j=0

r,_ (5.7 )

Д о к а з а т е л ь с т в о. В сиrry леммы 5.5 и реэультатов п.4,

иl,еем orreнKy (2.з) с ц = ц* Ft, d , l= /*, Л, =*б,- , -/ -/
и соответcгвуючrей tryмерачлеП t); . Остается лицtь заметить, что/

l г Ft, d| *,l- lг d, с)| K,_l,, l r (-t, 
"r|r,l 

- l г Ё, о| *,_f

6. Сильная раэрешимость эадачи (2.1)

и анертЕтиtlеские оценки

Иэ оценок (2.2) u (5.7) рещений задачи (2.1) и сопряженной к ней

эадачи стандартным rтутем f15, c.84-86J поrцrчдglg, сJIеФrюlцIlя

6.1. при l--Сtкl, f е Hr,f ,

суцrествует (сильное) решение l € lllп-l+к,f
эадачи (2.1).

огметrrм, что часть 2-я доказательства иэ Е15] проводится оь

дельно дrrя tl+ ч Ц- , а часги 1, 3, 4-я доказываtотся беэ измененrrfi,

Лемма

l1'Н,-,+K-ti,l
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причем существование решения вначале полуqбglgg в просгранстве пар

функшrfi, аналогичном пространсгву иэ Е15] дIя ошой функlшпl.

Подобным обраэом f15, с.87-88] выводrтся еще одн{r

Л е м м а 6.2. Если при условшях леммы 6. 1 tqрf,
цlрруi с [t >- 0l , то суцIествует решение l с uцрug[trоJ,

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.3 слелует из лемм 6.1 и

6.2 и оценки (2.2), установленноfi в п.4. Обqзrrачим нормы и скалярщ€

произведени",,. tt>O\ ,lt-Ol череэ | l...,1,1l [...,_,...
Лемма 6.3.

tlul
2

п'|rl,- +

F-' "'" 
ч'l'r-,, |,- 

+ lul'о,r rо, -,

z

0,1
+

r
2
i,I

2
< С ty,'llul Л.чl rn-t-Z7,1r- )

u, Ju* )) o,rд(
'* 

)r,*(

До ка э а т е л ь с т в о повторяетдоказательсгво предлох(ения

2.1 иэ Е rS. с.gZ] , но вместо соогветств}rющеfi оценки иэ Е15] приме-

няется оценка (2.3).

Далее, из (5.1) и опенок коммутаторов псевдодiферевчrrальнш( опё-

раторо9, как и в Е15, c.89]J ! выводится следующее соотношение:

п-l+к I п-l+К к
4ц,' А о; юt

- 2 (Am-l-zj-u' о)'лru,'lru,'о! Иiо-)о!е{u,u*) (6.1)

i,l

гдв 'А: {''[Y*lf ()lF, к-l,...,пI-/, ti+ui* - *,

li- 0,.,,,miпlп-|-"i,*l , i- |,...,2пz,
а остаток Л p,ur 1 оцен',ва€т€я *"р". fa], LU*J a '
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iul m-2,1r* m-|,f,-

Л е м м а ti.4. r|ги K-0,,lr.,,

Д о к а э а то л ь с т в с. Опрелелим 4f, как решение эадачи

l*ц* - с, *
9,' 0*t!,* : 0 прп К- ,1,/* 

/, , , , ,l - /,

i*/, . . .,2,п , rre 9. Сr iRo ) В силу (6. 1) и леммы 6.3,

I u| п- i,7 li "r i,n- 
цN,*,

l ( 
,4.- l-T- ri

*С(ll+lчl )п-l,Ir+

tt

Нетрулно пl)оверить, что

lyl

,а" lчl - /'' Ilu|o,|,** F r Л, чl 
^_t_ti,y*nГu7 

o,1 .

+
ч

Нr"; ц'|'^r*_ti(to, r ) , р'-') rгuli,t l,г) <

< с (г. i(ltц!"'Ко, г), Ro )-Ёпt)ruji*r_пrКаг) r рО-' )+

+fuJ|, ,Q) + lul'rr*_,((о,г), RО)). (6.2)

frl U*:

^l<c>zK,l!,* г0 р-0

q ,-i,

l..-Jл

+, (6.3)

(с.4)

+

о! Л,u '/L'Г

7.l

ч
|)j

I
+

) ъ<

Luр
|rt+li

поgrрму из (6.З) выт€кает оценка

ir' l--Уо! !,, А"' л ; ч )-|f t f! L_,,. *,

4+

ltэ,ч m-1-7i, t,* * С U,|"trulп-t,l,+ ) j-l,,..,2rfo,

5,{



Система t9;! нормальна, так что нормы l О!.u!| ,-l-i, |,+
оцениваются череэ cyмlvry lfi; Ul п_t_Ni,Nlt no i - l,...,2П.
В сrryчае конечного промежутка времени (ОrГ) моrшо продолIglть

f, fu ло q,инптьlх по f фнкчий ", (0,+ *) с оцеюсой продоп_

жения (при фикоlрованвом /( ) и, воспопьэовавlлись (при фиксированном

I r 0 ) асвивалентностьlо норм 1 la,/ " l l( . оценить с

пбNаqlrlью (ý.{)

u'n t l'r_,_i ((о,г) , ,?

|ч'7|,,(Г) -- t V)(tl',rti(о,г )r R:)-Mi[zz'J|,, tol)

а-|
l\|*

череэ cyмli,fy всех слагаемых из правой части (6.2). Для эаверщения доt(а-

зательства прх (r0 достаточно н{lпомttить Е15, с.9О] оценку

п-|

-s-z)
i=0

Случаfi К

от к к K*l
/,2r. , '

оценка с

докаэывается индукшлей по ,( . При чrаrэ

полJЕrающиеся комьryтаторы оцениваются через посJlеднее слагаемое (6.2)

испольэуется для Ц t. , i=Or.. ., п ,

.l = оr"о."тельно {t - gJ no"

к

с исполюованием нехарактеристичности

0 еГо,ТJ

tе(о,Г)

и теорем о следах.

Д о к а э а т е л ь с т в о теоремы 2.4. Огметимr что при

t

l Ч!|'л_,*" ((о,/) , Bj )t с(*,D!t*r'п_'Кr,D,.рJ-)fu irpф

Прu У- Q неравенство очевидно. На индlктивном шапе от к к K*l
сначала иэ уравнени, аО{ ut+... : l*UО (... вхолят в f ] l

оцениваются нормы П{ Oi U! , а эатем последовательно оценивают-

сяСЯ lл.tюiu!| " j=m+l,...
t
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В сиrry (6.5) и леммы 6.4 имеем 
t' 

tл] '*,, *t) < С ( к,т) (Nu + 
l ''i I G) dg) ,

где lV - .ynr" всех слагае*rо* nu"*o части (6.2), кроме поспеднепо.

Таким обраэом, Гй|., U). С (К,Г) N" , что вмееIЕ с

(6.2), (6.5) дает оценку (2.4l,
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