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ОБ ОДНОЛ1 КЛАССЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ

УРАВНЕНИЙ С НЕКОЭРЦИТИВНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

В.Р.П о р т н о в (Новосибирск)

В работах автора [r-З] был намечен одlн под(од к исследованrlю

вопроса о раэрещимости нелшнейьlх операторшых уравнений вида 0(Ц)-0 ,

где f, - on"p..op, отображаюццrй банахово пространсr"о Х в простран-

arrо Х' , вообtце говоря, некоgрцитивн",fi.r) Были указаны приложения

к конкретпым задачам теории лиффреншальвых уравнеrшй.

В настоящей статье мы рассмотрим еще ряд приложений, при этом

основное внимание булет улелено уравнениям вида ЕШl+ В@.- l , где

S является в некотором смысле 'глав}тым' оператором, -8- 'под"""""-

ным", причем коrцро on.p.rop" ý может быrъ бесконечномерным.

ý 1. Абстрактные теормы

Пусть Х - б.r"*о"о пространство над полем вещественньlJ( или

комплексных чисел. Оператор 0l | -Yl , вообще говоря, нелинейньй.

Рассмотрим ypaвBeюle

Gш)- 0 (1.1)

и из}пrим вопрос о разрещимоgги 9топо уравнения в пространс."" Х

О п р е д е л е в п е 1.1. Пусть Л - tьпраьленное семейство

линейкых. конечномерных подлространст" , ,Х , частично упорядоченное

по вкJrtочению, такое, что множесa"о U а ппоr"о " Х . Обобщенная
lсл'

ы
Rе<Gtцl,а)

-=ф,
8о

х)F
Оператор lJ наэывается коэрцитивным, если

|l!|-ф lЦl



последовательность {4/ } , /J€ll , наэывается последсвате.,Iыlсстью

Галёрrrлна дJrя оператор^ G: Х 
-Х* 

, если ur е/ V7СЛ ,l

< G tur),rr)- 0 Vrер, Vре.tl . пусть ,r_ подмножество в х.

Скажем, *rо onepTop б принадлежит *n ."y f,t(9) (и.пи, точнее, -

масс}, Ц(p,,tll) ), если имеет место импликация { -" on"p"rop" 4

существует оrранrrченrия посJIедовательнссть Галёркина tUrl С Р, 1tcllJ+
=+[r€ 0t,PlJ ; если, кроме Tor\o, функчионал ч -*<GЦ),Л) непреры-

вен на множестве ,uпР Vrер , Vyell , m об операторе С булем

говорить, что o}t при}lадлежит классу ао Wl
Пусть залаttо разбиепие npo".p""""" Х в конечную прямую cyNr-

му нетривиальных линейных эамкнутых подпространств

х-х"'Ф...@х'''. (1.2)

Соответствующее разложешlе проliзвольнотю элемента 4€ Х будем запlt_

ц:ц('|+..,+ц('|
3адади, в Х ограниченную заilrкнуryю .эбласть

ючцrй вид;

( 1.1l 1

ll[lеЮЩ}'К) С.]еДУ-

(+l
( 1._{ )

(к)
х , частllчнС УПОрЯДСче}lН.J€ ПО Вli.'lю_

9*|,

р - рР"'*
где P"l- о.ро"иченная эамкнутая сб.пасть " Х'*' , ,1 -/,,..,L.
Пусть, далее, YK- lr.,., L эаданэ неrr[ерывнсе невыt.сждеll}lс€ BoKTc[l-

ное поле А'*', 6rn'*X'')" напраменпое cellejicTBc ..// 
/'),",,""ii"u,,*

конечномернь]х подпJ,остранств в

чевию такое. что множество U
r€1l

lrll плотно " Xn' , прtrчеNl YуСЛЦ,

*) Пол эомкнутой областькr понrtмается замыканtlе непустоI,Ь откры_
тогю свяэноrэ множёства.
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i ) мно,fiество ,л п 9'*' представляет ссбой замкЕуryl.)

сбэасть э | : 2l A"'rr nOY'q ) С 1l ш 3) враше}tие векторного

п.;.,l9 l '*' . ^u 
Ц п dP") ст,,iltчнO ^т rrупя. Введеьt множеетв.,l / '') -

-{ие 9|ur''e 09"'l, K_l,..., L. чеwэ л обоэначим нап[Jав.пен_

ное семеfiство линеfiных конечномерньD( подпростр"""r" a Х , частично

упсрядоч(.нн.Jе по вклtочению, вида r:Р
VK-l,.,., L (.пtilj]ед.,!им такая

.' /r'"' . где F(o е llв)(|)
@

Т е э р е м а 1.1 (см. ЕЗ, с.7З, 74J ). Пусть onepaTop f, дц-
налlежит классу hto to) и l!меют место неравешствсl

, граllицы которь!х

Re < Gш), AT'(,/"')> ,-0 Vu.!"', VK-/,...,1. (1.5)

Тогда уравпс,ние (1.1) имеет пс knaiiHeji мопе че9
CyrrrecTBoBaниe llrножества Р , для котсрого выполнены неравен-

ства (1.5), rlcжlto ycтaнoвl|Tb, пповерив ксэрцитllвность некотсрого с€-

rlciicTвa функчrrir (crr. !33 1.

Оп реде.,rе н lle ]..). llycтb Г_прои3воль}rо€ множGст_

во. Семейство вещеqгвенных функшrll ф= |O*ttl],K4..., 4, задаtlных

*^ ,7 , наэывается ксэрц}tтивнь,lrt на Г , еслlt существует тсчка

,*
t' е Г (1дц п;rэьiвгrе\rая точка коэрцrrтивности ceMciicTм ц) ),

оГ;,,lнллlоtцая св<rliстgэrl: d* (d') 
' 

О VK-t,,..,{, . С,эвоьупltссть ts(:(.л

T,rllcl. к{)эlltUlтиIJl!ости ceMciicTBa f н/Jзывается \rнoжecтB.j\, ;rсэрцитив-

llocтtt эт.Jr\о семейства и обоэначается череэ Г+tа) . Семейство ве-

ще(:,гвullн1,1х r|tyllKullй tll*:l.ri tl], К-|.,.,4 , зада}lны* н" Л , назы_

lrа(,т(-я \rltrrrJрантой сеrrейства и . ес.:|и ur! tll* U)к (t) VleT ,

VK - 1..., з.

|lycтr, гFlt каждо\: НаТУРаЛЬНСМ ,(€ 1 эадано непустсе ceMeiicT-

gI'' пr,у,^rrrчсн!rых зам}iнутых сб.,tастеlr a Х"'
lII

ltL tl(.ltcc(,Kaю,t,(.'i с l:y_ao\| подпJ,оar.р.,нстшч Х 
' ' 

t: каждоir лi-,l,яет!:

ь2



л _ _ (к)
Y е ! поставлено в соответствие неп[,еr,ывное невырождешно€ в€к-

тор.ное поле l;) , 0Р -Х"' , пF']чеь{ Vy, Л"), V9ег'*' вы-

полняются (,.|lG|дуюцчr€ ус.,](rвия: 1 ) множестьс: /J П <Р представ.пяет собоЙ

замкнутую оСласть ъ ,Ц , ?l А;' (у пРt с ,u, 3) врачrение псля

А;' на Р П 0Р отJlичtlо от rrуля. Обоэначим через Г семействэ

огр€ничеrlньв эамкнутьIх областей в Х вида Р : Р 
U'+,, . + Pt*), "а.

9'"'a ""' VK-/,..., L l а через f - множес""о lJ" 9
Пусть множество Г имеет в!tд; Г-(0,4l,...'х (0,0t),

гае 0< tr*oo VK:/,...,L , и пусть на нем эаддно шекотсрое коарци-

тивное семейстlrс 4ункций d -|d^t{lJ. t - (t,,...'tr), K=1...,L,

прлrче},| ках(дая функчllя u)* tt l убывает в щироком смысле на интервале

(0,/j) no up.yr."ry lr. при эафиксированных остальньц аргумептах

Vj *К Обозначим череэ f,+ "o"o*yn"ocтb 
всех таких областеji

Р- Р"'*,., + У({) r. Т, 9В'еt'*' VK=/,. .,, !, кото;iые об_

ладают следуюlлим свойством:

(, ьuр iltl"' ', ... , 4лр Iчв'|) . Trtol.
цпrерlr' цл.lёрбl

легко могут быть доказаны такле улобные в прилсже}]иях следствия

теоремы l. l.

Теорема

положим, что спроведливо следующее неравенство

Ре< 0 ш), д
(к)

pta)

'*'" |, dцр_,I u l, lrl"*"l,...,l ч"'|)
Uе фtrl

Y1lк, tl'^'e lg"', Vр'ПrrВ! VK=l...,J,.(r,o)

, а_ (lu"'| , .. .,\u

Vл.Х:lц(i'l .l.l
Тогда уравнеrше (1.1) имеет по крайнеfi мере одно решенио ЦеРп
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Теорема 1.З. Пустъ -tz; _ произвольное семей.ство попарно-

не пересекающихся N|еждf собой множеств иэ Г* пусть 0 edo Ф)
V'PеТ* " "ыnonн9н9 !!9pq9eдqTBo (1.6). Тогда V,Pc С* уравнение

( 1.1) имеет по крайней мере одно решение !/е р , и, следов€lтельно,

мсчlность множества всех речrений у внения (1.1)не меьше мощtlости

семейства Г+

Рассмотрим некоторы€ коарtд{тивные семейства функшrй, которые нам

понадсбятся в дальнеjiшем.

Пусть на ,"о*""rr" ,{- (),vэ)х...Х ф дано семеfiство вё-)

ществе}tнь,х функчий а- {o*(t)- l*0' tarrt!" - ,_iёBorr!l^-4)-
-C^l, к-/,.,.,& ,1ле 8, 0, Q**)О, |j^> 0, О;*>- 0 пеп/ 

7Ък,

С*>- 0, ак>- 0 , l*+ С* ' 0 . Спрч.lивается, в каких сл},"аях семейство

ф ксэ[)цитивнс на множестr" Г - (O,fl) х ,,.l (о, lr) '
Ясlrс, чтс прлt d- / этm вопрос решается тривиально.

Nы укажем сдну процедуру, кстсрая поэволяет шаI, эа шагом свести

исследомние ксэрцитивности семейства л) к исследоваl,,lю коэрцитивнос-

Tlt семейства, сосl,оящего иэ однсй функtши. В общем виде 9та процедура

из.'lсжена в [,3, ý 2].

Обраэуем {,ункчию /

b-l

|"(l,,..,,tr_,) :

l
Г+0l,o,,t'* /r* с,

Б

,
0r,

Р:-' , которая, очевидно, удовлетворяетопr_€де.,lенную на мнсжестве

<:о,э'тнсшенrlю
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так что дJtя коэрtд{тивности исходноr\о семеЙства a/ достаточно, чтýбы

Г+_ t - (o,1, l,,.., (0, fr_, ) было семеfiст-коэрцитивным на множеств€

во функцпй

то гцlсть еще

Ii, ll,,...,t"_,, ln(t,,..,,tl_t))|, к=/,..., L-/, (1.8)

пршrем набор чисел ti е t 0,0*) , к-/, ,,,, L-/ , такой, что

dr(t:,...,t:-,, Vr(t,*,...,ti-,)) > О VK-/,...,L-/, должен

быть выбрав так (если это, конечно, воэможно), чтобы имело место нера-

венегво v" U:,. ,.,t i_, ) . d, .

Предполоlкrrм, что при ка)кдом фксироваrrном K-l,,.,L-/ выполн€-

но неравенет* lr^|rr.-|u l^+ , если t"-o" , и нерав€нство

|л* l* - lar lr, , есJш lr - "-- , пршчем есм |кк lrr-/* l", ,

lu
dr* , au оF . (1.9)

Тогда легко проверяется, чm сэмеfiство фнкчиfi (1.S) обладает

на множестп Г, , минорантoй вила,-, ,)(^-" - | r!'-" t t,, ..., t n_, ) -

!;:'- {*'n'') - c,l , K-/,...,L-l,
(t-l) 

_а. t,
JK /

,* а'^'') r0, l;:-">0 , ф') 2 0 , прч i*K ,

Если мы доках(ем коэрtд|тивность се'ейстм db-l)

la{-|) |tl-J)б, >0r Or +

4:^ (o::"t!-r - q.Z,iо

на множестве

сr)0,

Тr-r,

покаэав при 9том, что набор 
""."n t| '(О,0"), 

*=|,..,4-/ l удоь

летворяюtt'|й неравенст".л, dл''-'t t: ,...,tj_,) '- 0 , удовлетворяет

таюке неравенству /iL(t:, ,,,,ti_,) . ln, то тем самым будет дока-

эана (с ytreтoм неров€нqгва (1.?)) коэрtдrтивност, 
"а ./ сэмейства 4).

Таким обраэом, вопрос о ко9рrа|пrвности H{l лr"о*""r"a ,Г семей-

"a"" Л) , состопrcго из 4 функчиfi, сЕеден в укаэанtlом выще смысле

к вопросУ о коэрtцп{Вносги на ,оrо*."r* {_' семейсtъа dЪ-l) 1 COCI!-
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ящего уже из

мейства ,()

t-/ функш.rй, совпадаюrцих по структуре с функчиями с€-

Прелположим по аналогии с предыдуtцим, что при ках(дом фиксирован-

ном (= /,..., !,-2 выполняетýя неравенство f**ir_,,n_,r/r::;:: /;:_',' ,

."n tr = ," , и неравенсr* l**lr_,,n_,=/:;,': i\_'i, есJIи 4.*,
причем еслч 

fKK/b-,,r-,= i!!i"'l /:::,, * *_?}1,"*"

/з'-t,K

(yil (L-t) r t+-q 1lы,rtа, 'On-,,r |а*,^-, l

Введем функчию /

L-2
ь-о

Ni,.,
.+ -о-|)6r, + с,

й/
iTTr-l

i,t
at:"-,

G-l' tl L-l

/r_,(t,,...,tn_r) ,
о|||,'r-,

R:*определенную на множестве

(|-|

, удометворяюlцую соотношению

lr
'' 

( t,,.. ., t l,_z, tr r_, 
(t 

|, . . ., t r_ z)) r. 0 Vt*, g, |{ц-|..,,!-2,( l,. t ol
-|

({-tt
и, подобно тому, как было построено семейство фнкчий u) , постро-

имеет вид

t

и:rл семеfiство функчиfi a0-2l Проло.rжая атот процесс, мы построим

фУнкции ?r-2G,,..,,tr-з), trr-, (t,,...,tr-| ),...,12 (t| )

и ceMeitcTBa db'3) rr:'!,.., d"' функшлй, определенных соответственно

на множе.гва * Rr' , R|' ,.', ., R| , причем семейство U't' Vhl-|...,В

tl

фl'' /^"')-rrl ,
.,tc):{-,!,* -
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>0 псп j+K,l|'| ro, !r'"r0, ЦО-r- )0, 
,.

состоит иэ одlоfi o,i-*" а|О rt,r-l,аР;|{Ъt,"iС,

tбй
"д. О *к > 0, 

'j,
а семеfiство dа'

"о" а!'r'rО, t|" > 0,trvlq>0. Пр.дполагается, что при фиксирован-

"* t - !-l,,.,,2 ч K-/t,,.r l-/ выполнено неравенство /rr/U Z
если lr - * , и неравен стр ;KK|E * Ё'ii ,

, причем ..* 
/rr lu = ff tl , то IrycTb

t0 il
'- le* lrt

если

еще

t, <ф

ltl t0 7г
аrЭаt* arl

(l
tr,

пм
ll

Полоlким

/,tl)
+с|

t,*
ф

-|е tr* - l, ё:, t: ),...,/:- /, U,*.,..,t:,),

Приведенные выще построения семеfiств функшft Оl! /:L-lr,,,, /,

с )ветом требовашrfi к атим семействам, выдвнгаемых в процессе }казац-

ных построеЕlfi, позволяют сфрмулировать следпощее утвер)шенпе.

Т е о р е м а 1.4. Щ tX = l. VK=/,,.., !,, то семейст-

во фнкшrfi d коарцлтивно на множестве r

llля построевхя примеров нб применение теоремы 1.4 нам понадобяъ

ся такие обозвачения: для лрбого fu > 0 поло)ltrlм R: -

-|t-tl,,..,,tr)eP'It*, fu VK-|...,l!,p^Lft-tl,,...,tr)e?'|rrtr.L YK4...,lJ,

t: U: ),

L
а дIя проиэвоJьноrý подмнох(ества Ь прострапqгва

обоэначим его ортопонalльЕую про€lrщlю u оa" tr,

R череэ PZ, 6
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П р и м е р 1.1. Пусть la l1r . NiK /rt Yj-r,...,
VK- /r,,., t-/, V/- Z,...,!, Тогда семейство функчиfi

/-t,
ч)

ко9рцитивно 
"" 

,"о*"ст"е .Г прп

V,ъ>0 наfiдется о>0
промежуток Го,*) cpzK (ПiПГ*(rrrl) Ук- /,...,{,

П р и м е р 1.2. Пусть le*l;t, lj-lu Vj-r,...,/-/,
VK-/r...,l-/ , V1-2,...,,' , Тогда семейство фнкшй и) ко9р-

цитцвно "" ,"о*""r* Г У оо"r"r*но мальц t* n С* (более, точ-

"о,VЛ,r0 найдется таке 6>0 lзависflцееот Л" ,"rоVбо,

0aао< О, существует drO ,эависящееот бо ,котороеобла-

дает следующим свойством: если l* * С* = f YK = /r, . ., L ,

то отрезок |oo,BJ С Ра* tri n Г*tОil VK= /,..,, L).

П р и м е р 1.3. Рассмотрим на nr"o*""r"" Г:

семеftство фнкшfi d - |0^ (t) - t*0* ( е* ta*r 4- -

4-* VK-/,..,r 4., причем

, эависяrцее от 2" такое, что

t 0,о-) х .,r,х (0,".)

Е эr},") -LJ.-: €,а,,t:' - {r)- с*!,к=/,...,
j-K+t 1 /к l

ё*r0, l*r 0, а/.к > 0 при i #r ,

4 , гле 4r0, О"*) 0,

{*rОrС*)0 ,ичисJIа

Ек играют роль параметров, коюрые мы булем менять по нащему

усмотрению. Нас булут интересовсlть два сJt}цая: L| /' 'le' '''> l n

п 2l lr= lr*''. = l, . Если в написанных неравенствах нпгде

не выполняется энак равенсгваt то в первом слlуцбg мы имеем ситуацир

примера 1.1, р во втором - ситуашlю прtll.{ера 1.2, так что Еиже предпо-

лагается, что при векотором нацIраrъном К ,/<К< L , справедrrи-

* р"*"*"о /д-, - /r и вс9 такл€ натуральные ,( мы пер€нуме-

руем в порядке воэрастанхя, К;r,..,Кt, /<z< 4, , причем дrtя

натуральных К < L, не содержащllхся среди К|r,, ., Кa, полоlкцм

Е* - l (в частности, воегда ё, - / ). Применяя рассукдевrяl пр}l-

веденные перел фрмулировкоfi тэоремы 1.4, легко докаэать спедуюцше
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утверждения: а) пусть а- / , тогда существует ё > 0 такое, что

прu 0 < 0, . ё в первом сл}пае семейство (y'l коэрцитивно на
"I

Г,прrчем YЪ>0 наftдется 6>0 ,зависяtцееот L ч ё^,

Ta*o€t что промежуто* fo,",o l . pz,_(Rf, П Т*(цll) VK=/,...,L,

а во втором слуrае

отЛrпO*rI

VЪ>О найдетсятакое О>0 .эависящее

что Убо, O=бо<6, существует d>0,
эависяцее от б , которое обладает следуюtцим своfiством: если

<0 VK=/,..., L , то отрезо* Lбо,о) cpz*tpinГ+tol)
VK-lr,.,ra, ; б) пусть 

' 
> / , тогда можно указать т8ки€ положtt-

тельные функlши 2g (е*r,,,,rёкс ),1-I...,Z-/ , опFеделенньЕ пFи

всех положительных значенияr( арryментов (аrи функrrии легко могут быть

указаны в явном шtде) и такое Ь> 0 , что при 0. rц. D,
0< екr. 2, (Ск,),,.., 0. 0*r. 2о_, (ёкl,.,.,r)_,)" первом cJty-

чае семеfiство с/ коэрцитивно на Г , причем V Л"> О найдется

В > 0 , зашсяцlее от fu, ёкrr.. . , OKN такое, что промежуток

fo,"-) срz* (R: n Г*(оl) VK-1...,L , а во втором случае

YX> О найдется тахое б >0 , эависящее от 2L ,ёкrr.,., ё*",

"* Vo, , 0 1Оо. 6 , с)пцествуе, d> О , эависящее от оо ,

Kol.opoe обладает сJIедуюtlшм свойством: ".nn 
l^ + Ск < l VKlr,.,, d ,

то отрезок lао,о7 с pLK(pin Г*td) Иr= /,...,L.

ý 2. Операторные уравнения в пространствах с полунормоfi

Пустъ Л - **rорное пространство, Р(d - полунорма 
"" fl ,

определени е. Векторное подпt,остранство Х " fl назы-

вается согласовавttым с полунормоП Р (U) , если 1-1 fl, Х Ф ker,P,

2l Х - б"""*о"о пространство относитепьно 2@) .r)

/r*c*.

*)И" t) слелует, что Рfu) - "орлr" 
,,. Х
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Примером подпространqгва, согласованного с полунормой, может

служить ,цро так llаэываемоrrо оператора С.Л.Соболева.

О п р е д е л е н и е 2.1. Пустъ П : .Е, *ketP - линеfiныfi

проекционньй оператор. Оператор П наэывается оператором С.Л.Соболе-

Р(U) , если еrю ядро kеl,П может быть влоtкЕно

в некоторое банахово npoarp"""rro @ такое, что выполняtотся слеýrю-

щие усJIовия: 1) полунорr" p(d и норма lUlo + p(d эrtвива-

лентны 
"^ kеtП ; 2) подпространство kеl,П явrtяется банаховым

пространством относитеп""о 
"огr", 

il4l4 + Рfu) (или, что то же

самое, относительно 
"орм", Р[Ц) ).

В ддльнеfiшем мы предполагаем, что для полунор"п P(d ", Л
существует оператор С.Л.Соболева Л Полоlклм U -kеrП " lrtlo -
-PltU) VUе U Пусть V " \У - банаховы пространства, вло-

женные " keP Р , так,.е, "rо УП r:{О} Яснq, "rо U ПV-UП}V-

- {OJ . Обраэуем банахово пространство Е- U ОVО l,/ с нор-

моп llл +[+ttГl.#-l ч|tJ*lлilч,rlц1 w, tteU, геV, чгеW .

Булем предполагать, что подпространства U " V нетривtlальны.

Рассмотрим операторное ypaBнoJrxe

S tul * j 1ч)- l,, (2.1)

DfoTopo' l,e?' ," J iý*ý* , 3:t*E* -оп€рато-

ры, вообще говоря, нелинеfiные, пршчем on"p"-p J удоЕлетворяет усло-

ва для поrryнормы

виям

гле [, >0 аI

$rc) с (чФW)j,

Rе < S ш), tl> > epgtul Yue 2 ,

> /, а оператор .В- условиям:

12.2l

(2.3)

9о

lВtч+rll<с+аluпfu* !lolo Yuе[J, VrcV ;
(2.4l



Ре < В ( ч + [ ), А u>,- Пч f @ 1 ч ll-' _ [ l u l", d ) Va е[/, VrcV; <z.эl

<Вw),l,ti)=0, VuеUОV, VtteW, (2.6)

гле f, -- 0, оr- 0, lr-O,a>0, Г>0, Х.>0, f ,/, 0r0,
6> 0, 4 >0, Д: V *V - непрерывное и невырожденное ,. У'{О}

векторное поле, обладающее такими свойствами: а) справедливо неравенст-

ll/ tгl l . Со llгl0 Vле V, (2.? )

"о" 
Со> 0 и не. зависит от Г ; б) существует направJrенное семейство

во

lX, линейных конечномерньtх подпространств в

ное по включению такое, что множесr"" ЦпF
VуеЛ Atpl.p ивращение "!,I"l

У , частично упорядочен-

*оarо, У ,причем

на фере tu rp Itл l = lJ

отлично от нуля.

Исслелуем вопрос о ра3рещимости уравненuя (2.1). PaccMoTp}rM в

Х ..r*rуrое подпространство Х- Ue V, и пусть l С W'
Тогда, очевидно, разрешимость уравнения (2.1) слелует иэ разрешимости

уравнения

Gtu): / ,

/ - "v*"*" бункчионала r1 " Е

Ре< G U+D - {,u> z rrиШ \

*
(2.8 )

(2.1о)

где Х, " G: Х*Х
-оператор, определяемыfi с помошью токдества

<Gш),л>: < J(лl+ -8шl,r) VuеХ, YrеХ . (2.9 )

Из сделанных вычJе предположениii слелуют неравенства

t,

на

lull
-|у

с|,

- c-aluIr- llnlu-lft\l VuеtJ, YгеV ;
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Ре< G(ч+г)-|, lu>.-l..l'(alut'-' .

-{luf-r -r,) VчсU, YrеV ,
(2.11)

так что в силу теоремы 1.2 (см. также примеры 1.1 и 1.2) имеют место

такие утверждения (теоремы 2.L ц 2.2l.

Теор е м а 2.1. Пусть операт.Jр 6 принадлежит кпассу

uOlx) Пусть, лалее, 2, < g - t " (9-t)(x-/) >ос . тогда

уравнение (2.8), а следовательно, и уравнение (2.1) имеют в поАпростран-

"тв" 
Х - U Ф V по крайнеfi мере одно ршение V/Ce W

Т е о р е м а 2.2. Пусть для некоторо"о /, 0. i < оо

ао ЦчеХ lлчl- d})принадJIежит классу . Пусть, далее,
п

оператор а

хrо-|у
tакое 2>0

" (9- t)(y-t ) . оо . Тогда Vd ' о найдется

, """""".." о. / , "rо V/rеY,|
Д 

,luhl- z
уравнение (2.8), а следовательно, и уравнение (2.1) имеют в шаре

|ue Хllцl. d l по крайвей мере одно решение

ý 3. Об одном кваэилинейном уравнении диверпентного вида

ПУсть Z -мерное евкJrидово npo"rp"""a* Ро точек

"-(t,,,,,,tro), 
П>l , раэбито в прямую сумму подпространств пере-

менных l(il:(t,,,,,, Хпt), tt"- (rо,_r,..,, Iп,-п2),,.., cd) -
-[с ,f ) ,так,чтоg-(1"!С'1'..,,С(П'),- |Lп,+пэ* ... +rL*t1 l"'l&71 /

non]*nn tiil'- (f,"',. ..,I'i'', tr'i*'),,,., -c'n') Vi-t,..,,il.

Пусть d) - облас." " РО . OU*""" n, ".*, d 1 ортогональ}rую

проекцию областц {2 на подпr)остранство переменных i'i' , а через

Qi (i tt' ) - п"р""чение облас", !2 с гиперплоскостью, про-

ходяшеR через точку i С' параллельно подпространству переме 
""n* .DL),

Прелположlrм, что фласть {2 обладает таким свойс."олr, YJ "'' А 1 ,
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смысле С.l'I.Соболем проиэводяые

|*"'l-
aKt i-/,,,,,{ n *о".""8 полунорма

ство переменных Ео) звеэдна относительно некоторого не зависящеIю

!olот Е . открытого lлара Ki . Пусть, ндконец, эадано ндтуральвое чис-

ло 2 и при каждом натуральном К < 2 заданы ваryралъные чисJIа

(к) (к) (к)ful , fuа , .. ., mt! ,

Обоэначим ""р." lZ совокупность вещественных qункlмП Ц(2) ,

у которых VK - /,....2 
"^ 

Q существуют все обобщеншые в

ГJ, ti'i') на подпростран-

u;: -о:,';: a}iiiut,l,

wl @)

Yi=/,.,,,/|

с нормой

у

z
p,,j):J,*,.}ro

i= lo." , NL

проекция множеств€л

,d

mi

шuj1|.,,* r, to) Oi"|,' 
"q,io 

(r'|rrrl',''

где /<7<*,4ii,..o,u, (а) - непрерывные и положи""п"""r. "-{?
функчии

(1l

ство наборов вещественных функшлй

Полунорму Р (ц) нам улобно будет записать еще в таком виде

p(u) : il!чl 7t'
"о" 

!- IOi," -о; i,' l 
Ё,'..,.,;,т !|,, -

Построим для полунормь, Pfu) оператор С.Л.Соболева

ПzЛ*kеtР ввиде:

п - п(l) п(zl ... п(')

,а 7{ - банахово простран-

(3.2)

г(t) - 
{*,

l(Kl
lo(

2

K-t

} 'п't'рrп!к'i-l,... , l! '
K-l,,..,2

I r (c)!l ý1lt.lьm U*''!...o n, 1d Г l, 
. . .,о(r| ,"r| ,, ,n ,

(Kl

-
i-l,,,,,1,1
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где операто о П'*' ' L!' @)-L? (!2) опр*ляется по t|юрмуле

П'*': I, (I -п,'*,)1r-п!-')... U-п j-)), (:з,з)

а построением оператор о. Пi'*' , i-/r..,, N , К-/,..,, 2, мы сейчас зай-

мемся.

П1llожим *i- Е!!".|' .Для каrкдого о. 'j'= &ii-,-''Y'!,-,:!^'. . .

. . . ,n|i|_,*nr1, Р;'t.-Й; l эаФиксируем фуньrrrr о 7nu,i"til ) ё С; (Ki)

такую, что

BU'

|*,,, (""'),t'il' d/0 -

п 
r' 

-L 
@ ) -оVч., 

? 
z' 

i f "' 
\, *, " 

( 

у : 
) r @!' !.., 

"'", 
"у

тогда легко noo*o"r"|'* ,о П , t! В )*ketp

\ I

Ki

|.п
с

(3.6)

еслп Р

есjlи

(с)
-d

о)
,

Ki

-lx)Оператор {.
tп ь

L (l2) */
p"'тrn": Wu'

(l2 ) uooarlM равенствомI

,ij i+il vll,c)-,I' 
.,..,t )dу.кэ.аl

/7- npo.*-

rшоtlныfi операторi ..". П'- П

Восполюуемся следýrющlrм tf нтегральным тождеством С. Л.Соболева

t5, фрмула (z.rz)] :

u(o) , G.'^| ч(с) l Vi'*) ч (а), (з.5)

"r"'u(r) - ,*,,f,-r.,
"'\ 

d, (у",),

где

.сa
lLt0

allхч , .rg "'",,..,r'п')ф" ,(
li-l) li]

у ,с
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"'u (I) \
Q!i

Ir"'-у
в!

ril 
rПi 

' Пt

YL х

'(i,")

',*}, r*'||, (."', у' lair' о b":,r'n',' !'i' ""i.!.,r'''Pyu',,r., 
l

справедливым для функtlи l, U (d , у *отор"о " .? существуют все

обобrцеюtые в смысле С.Jt.Собоrlем проиэводные порядка ,п}" 
"о 

пер€м€н-

"",, ''d' 
. в tэ] выписан явный вид функчий r,*'|!,(r"') u чГ*'f;,(a"!Уu),

Иэ (3.5) следует такое тождество

ч Е) - ПrП'ч Ь) + (t - П.!'' ) yr'q u {d, (з.8)

где

откуда

проиэводными:

Введем оператор V ''l

Ц [С), обладаюtлl.t* u !2

I- п"': (_г - п,'*') ... (I- п;^')- (r-п,''')V,'*!..(t- пjr',1v'-l-

- (r - п:')... U - пf')о,'*'. . .о;'- (f -пВ'lу,t"), о;;!

-r - тождестврttr!, lt оператор, }lли в операторнаЙ форме

r - пr'*' : (-г -nrn')o{', (з.9)

(в)
, определенныit на множеcrlо. til dlyHKцtil

всеми обобщенными в смысле С.rl.соболем

a;iii ai,|i,',. r:: ц @), WG'|,,пr', i'/,,,.,i'

Ir"'- yu'V"'u {r) - z
lпrr'|=m!')
i-l,..,,1,1

\
а

,'!'L 
о,.,. 

lc,r! у

!х)пlt - п-r!(lt)
х

(l) (2, (н)

Oi*,u{y&y. ( з.10), *!i).,(""', у"'. a:i:, ("'u', /n')$.,,oiu,

!)г)



я""о *), *rо Yч @) е Cf, @ )

vp'a (t) - V|4. . . v|-' u (а), ( 3.11 )

поэтому

откуда с помоtдью предельноrэ перехода полrlаем

fiалее, иуееNi такое сrlевидное равенство

V - п"')ч ь) : U -п'r') V"'rl @) Vu @l.tf*'{a), (з.12)

V-П"')оlо - 1r -п'") чНч(а) VаF)е |lZn'. (з.lз)

I - п--(I- п"')rп"'(rп'"), .. .+/7П'пО.'.. пt'-" r.г-п'"'),

тпк что ок.Jнrlательно, с гlетом (3.13) будем иметь

( 3.14 )

в

. Ялро этопо интегральнот\о оператора может

J - п) ц iD - (r- п"') чп'ц (о + пИЕ-по')Vu'*, . .*

+п"' п"!,, п'"'" (r- п''' ) v'"L @) Yu@)e!""mY|,".r"l

Положим

v - (/ - п"')чQ'+ пulg-пI")ч'4 +

+ ... + п("п'"',.. пt''')|r-Пtel',ot4 . (з.16)

ясltо, .l'o V ,,П _ V7l'О*Д? r', причем оператор V на

,| _ '7П'*";l1io з{rписать в виде j - Yо! , где 7, - интег-
1*кс'
Jlол1,1lый оперf lтop, непрерывно отображаючrий пространство ваборов

*'Ё,plf,i-l...,lJ функщrй ", lf а)
K.lu.,, ,

о- (с) - |r!!,,.,*,", tC)l
,tE,

rlpocтpa*cтB" LI tQ)

*)Н" 
""ron деле достаточно требовать, чтобы у u(С) суrцествова-

лп b_.Q в_се обобцrецные в смыслр С.Л.Соболева производlые вида
qii'3ji:!...4,!J"u@,Jъ'""l;зt';"rr;!;;,*l"r;.*;Jаi;:
дельного перехода.
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быть выписаtrо в явном виде через ядра иптегральных операторов Пl'"' n

Оr"' . Прелположим, что ollepaтop Vo непрерывно отображает баrихово

npo"ap.""r"o / в банахово npo"rp"*"r"o {, непрерывно вложенное

,{ав пространстъо !.t, ' la) . Равенство (З.15) перепишем в виде

ц (с) - Пч @l = Vo.fo @) Vu tde,l'l."-'*! (з.17)

Из (3.17) следует такое неравенство

lulo < Ср Ul Yце fl п kеzП (з.ls)

с константой Се R, не эавпсящей от Ц € i п ker П,

Рассмотрим " Lrb ta) подпространство I=!t П0 ц

введем на нем Hopl"ry lU|r-[U/,o+pfu) . Поскольку 4- бrнахово

npo"rp.""r-n 4 непрерывновложено " l!ta rTo Е-6rr"-
хово пространство.

Покажем теперь, что подпространство .а П kеrП вложено в ба-

нахово npo.rpur..uo 4 и является банаховым пространством относите.,lь-

но нормы ilUl, Отсюда сразу с учетом неравонствd (3.1S) булет с.пе-

довать, что Л - on"p"rop С.Л.Собоп"ч u ,fl и, значит, подпрост-

ранство .flПkеtП согласовано ,n rt с полунормой Р(U)
Тот фкт, "rо ,{l О kr.r П можено в пространство а , следует

иэ тох(дества (3.17) ш тою, что оператор V - Vn! стображает про-

"rр"""r"о ../ в пространство 0 . тамм образом, йПkеt,П явпя-

ется подпространством в пространстЕе Z
llлпя того чтобы доказать, что простра "n* Л п kel, П банахово

относительно норr.rы nul, , достаточно покаэатьl что оно замклуто в

npo"rp""."* .f, . Так как i,пkеrП с € r то хпkеtП -
-Z П kеъП иi эначит, Л П kеzП - kеt По , rrc По; Е *
* lf tal - сужение оператора П . Lr (а) 

"" Z L]пера-

тор П непррывен 
"^ /,h(а) ,а Е непррывяов,tоженов
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Lrh' {r?) ; псэтому on p"rop По непрерывен ", € , и, значит,

подпростран"r"о keL, По- Л П kШП 
""r*"уrо " /

Предполоlкttм, что норма на пространстве 0 имеет вt|д:

l u t о - il ц @)l l, {К, r ..., цп 1 
- а | au @О1, (d| 

rr rr!". r"'

|,де t{ - *оr"""ое множество мультииндекссв такое, ,rо V4=/r,.,,п

наiiдется мультииндекс ýс- (*rr,,.,*o)ei , обладающий свойством

nj' 0 V; # i, 6"(С) -непрерывные и положитеп""п. " Q
функчии; /.l . *

[lреаположим еще, что оператор Vo ап,ображает npo"rp^""r"o t
в пространсr"о 0 впэлне непрерывно.

Рассмстllим на прсстран"rп 0 П keNP полунорму

ро fu) :*Эlо* {c)o*u (dlrr(p) ,

l{з бх,:lультатtв рабсты автора f С] слелует, что пслунорма Ро(а)
сбладает " ankel,P ссглассванным подпространством V , такчто

npoaapaH"Tu,.l f, мсжет быть раэбитс в !lрямую сумму линейных замкну-

Tl,!X псдtt1,-;r"гlл.lн(,тв: l- UФ \/Ф W r гд€ U -fl П kШП r а

W: kez (р+ро).

Рассмстрим уравнение: 
l
z lq c)ll-t '

(l'с
Or'u Дr,r,

b*'i!l..,*,n, ьlц)lо:,:: лi',' о эlrЬ* .Oi',,|ob)*

2

K-l |<СlF|пВ,'
i-l,,., , Nп

(lt'

(rt

k)

в кстсрэr!,t l (d е g*

+
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U+ цЦ*
ае( сlц )

F а!*,',,, ,. ., €t', Ь l Ц )
непрорывtlо

отобрая<ают npo"rp"""rro f

Предполоlоrм, чт9

iпl фоУ!У -

,-",i#!:if..' .,,/, r4,..,, 
"t 

u;:'*n M/ "

.п
Lпf

tеQ,цеý
"с,е1

Щklц)т>0.
о;!tr)

Иэ теорем 2.L п 2.2 следует ,"""" *)

Теоре ма 3.1. Уравнеrце (3.19) имеетвпространсr"" Х

подпространств.

Пусть Л - "о"о*упность 
веtцественt{ых <Рункrrий

двухперем€нных О " У ,которыеобладаютна

в смысле С.Л.Собоrrева noo'"""oo"'" " 
!:" 03а

аrГу'Щ
имеют конечЕую полунорму

р(d= (t* с'+ у') лr+l|#оr,|rr@1!,.,о,

u (z, у) от

обобщенными

dэц

dody'

R'

lт
ll,
до,

аIц

1ctdy
+|

(R')

*)On"p"-p 14 выОирается равным тождественному или минус
то}кдественноtчfУ.

99



где r€R , /<7<ео ,,rr*"/9rt ,ивыполняетсясоотно-

шение

(3.21 )

два проекцхонных операто_

пчп,|>2

ра

Рассмотрим в пространстве /

Ц " Пr;

\
р

введем обоэначевrе

lл

рrr* 
"^ 

R
d2ц

а"Ч

[m а'ц 
=0.

@** 0сOу

Препположим, что имеет место неравенство

0'ц

[,и
где константо

у) _ < Cp(d Vце {?, (з.22)

Lo(R")
.j"r,.", о, ц е ,I, , а(С, У) - непр€рывная

htу
СеР не

и поло'оlтелr""" " R' функlчля, /./. h 
прп / <2 " /<7<u"

h R')

ПrЦ - Фtуlч(с,у)/у, Пrо - l
R

фrоц k,pdc,

"о. ф /ý) с С- [R) , ! G)/с = t,

П-Пt+Пч-ПrПr,

Обоэttачим череэ 77Z совокупtlость функций U(CY)

(3.23)

, У КОТО-

Vae й, (3.24)

деfiствуюшчrfi по фрмуле

а
существует обобщенная в смысле С.Л.Сtlбчлева проиэводная

. Аналогично тому, как было полгrено токдество (3.17), полу-

u (r,у) - Пu иyl : О, .чrЧ Р,!),
гле Vo , /,Ь (RЭ) * L,b tK') 

О 

_оператор,

чаем соотнощеЕие

1оо

чо tь,у, - 
), 

t(п,t)6Q, gllг({,Рdýd\,

I



где

у
Виуl -\ ! (ý)/ý -/(су),

-оо
vb,yl -

g-2

/ , если уr2 ,

0,еслuУ*О .

Пусть а*(Ц !) - попо*rтеJIъная и непрерывн 
"^ " 

f функчия

такая, что !i* 
'О 

a*(q,Yl 
=о,,/-\y,*on аht )

Пусть, далее, интегральньй оператор 9, непрерь!вно отображает ве-

совое банахово простра"'п* L/,o*tayl (R2) с нормоЙ lо|rrоr.,оr(оГ
: |а* tc,y)ul l, lrrl в банахово npo"ro"""iro / с

нормой

l u l о-, u r r,l @, уilсэ+ у..,} 
* l l Ь, yl ff l rr,r,,n| 

{ 

" 
У' 

ffr r*r,
где /tBYl - непрерывная и положительная 

" 
R' Ц"*-".

Рассмотрим на простран"."" { поrryнорму

д (u) - |/Byl#| ,r,rэ + |{ иуl!i| r,(R,) ,

Иэ неравенства (3.2а) и тождества (3.22) следует, что оператор

П является оператором С.Л.Собопева для полунормь, P(d на простран-

"r". Л. положим t/=.tПkеrП, Y-аПkеrрПkеъЦПr,
W-ker (Р*Ро),I- UОV tEVУ, ,Y= Ue Х. пространп"о t , как

и выще, мы будем рассматривать с нормой lUlr:Pfu)+lUlo , отно-

сительно котороfi оно ямяется банаховым и рефексивным.

Рассмотрим уравнение

а,
(,*,,*,,,ylh|

lJa

й,(,r"'r,/''r|#|

lr2ly ltOy
0'ц

g-Z

0сOу2
+

1о1



+ (-/) й
0ч

0t

к а
(l ,,,у,( ау

l-t

t-wil'
0ц

)+

в котором hhу)е ý*

,",у'(*)

{;*
@**.

la
+(-l) т

0у V

о

+

I / - Ц9ЛЬI€ числа, и эадачУ для него

^.

(з.26)

ДоСТаТоЧЕо Ма-

l-z
ц
J,

можно

dч\

-l:ау/ l(t,y), (3.25)

l

II
lц

ry

l'ч
0cdy

где ье R
Из теорем 2.L u 2.2 следует такое утверждение, аналогичное теоре-

ме 3.1:

Теор е м а 3.2. 3адача (3.26) для ( 3.25 ) имеет

обобщенное ршение вида 1

VreP ,ч!.9-0 r
льtх по норме, если | 'q

(З.25) добавшть нелинеfiное слогаемое ъпм ! (С, Y)l Ul

3 а м е ч а н и е 3.3. В iёореме 3.2 вместо leW

ац + U[r,ц) ,где Ц,ч-
, n V/tе !У' , VесР

[а,у)еХ , Vt eW|

3а мечание 3.1. Вданномслгlаеоп"р".ор / (см. ý2)

имеет 
""д, t-l) 

r n, * (4)l П2 ,
l

3а ме ч а н и е 3.2. Ограничение leW- в теореме 3.2 мох<-

но снять, а именно написать h е l* , если в левой части уравнения

напllсать l е €* , если, во-первых, пространство а вполне непрерыв-

но вложено в весовое баlихово пространство Lцdвч, (Р' ) " нормой

|olro,do,yr{Rr)- ld tr,Y'ul rs {r,) , где l L l - "о ,

1о2 
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/ttryl - непрерывная поJtо)Еrте*"." ", R" функчля, иt во-вторцх,

в левоfi части уравнеmrя (3.25) добашено неливейное сJIагаемое впд9

У 
(О,У)lЦlа-' Ц , пршчем /(С,У) - изм€рима " rn R2 фD,Екцrrя

такая, ч(ю

lоЕ,цl1
ЦlР о^ n

р,уreR2 do tцуl
< О"Э' 

), 
\b,y)d,rdy#o,

Н 
' 
RО * RО , $о - совокупность всех

пl l
с целФrисленными компонентами, О tЦ , . ..,

ýZl

rl

L|l

ý 4. Супrествование перпод{ческхх решеrшfi у нелинейных

ctfcl€M лиферншrальшых уравнешrfi

В атом rrараграф мы рассмогрим еще олrrу областъ при}rенения тео_

рем ý 1.

Пустъ / -,a*aaaвенная невырожденная матрица порядка /z ;

а - образ куба {се RО l0. ti. / Yi-/,...,ol прш отобржеюrи

z -ьrерных векторов
ll

-lБ) - ЛИффорешшальяьй

оператор с постояtlными комплексными матричными nop"*" 
'У 

коэффичпен-

a"rn. *) 
[алее,

!ч (d - LJiч (d - ъ!'а,dч,р'lп..i'
ld,pfllii

: конечньй набор лиференцхальньD( выраженшй с

"^ 
RО комплексноэначными коффиrчrента," LУ

Н - п.рполlпесrими

(С) ,укоторыr(на

* )Сфр*'"ровацные ниже утверх(дения моrlrт быть распространены
на некопорые операторы D с перменными / - периодд|есt(tlмц коафш-
щtентами. К их чисrцl прцнадtg)|tатr н{lпршмер, операторы, у которых коффш-
циенты явJrяоrcя триrюшометрЕческимu Н - перuомчесtими rraaтptlltныMtl
мноr9членIlми.

rr) fil,.; - rrатуральные члсла.
ч
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R 
О 

существ}пот все локально ограншrенные обобщенные в смысJtе С.Л"Со_

болева производньЕ "ОРЪ!'@ VP** *) 
" **ор'е действуют на

вектор_функв4п Ц (Q - (U, (С),...,Ц @)), считающиеся в дальнеfiшем

столбIиr.ш; /, (Н; l/)- В^r-лово пространство Н - п.р"оuпчесмх

комlrrlексных векторфункциfi на RО , О {О- (U, (С)r,,., U/t(С) -,-2 tреZЕё(Н''цР), i?a с n *r" *о".*rоп нормой
lt РсОо

Z 'U, 
l о, tl2) ; 77L - не*оторое комшtексное банахово прост-

ранство, непрерывно вJtоженное " L, (Н; /'l ) и содержащеё все вектор-

функшии с бесконечно пиферншrруемыми компонентами; € - 6"r.*о"о

пространство тех векторфункчий U (d из Пl , у Koтopblx ," РО

существуют в обобщенном смысле все лrrференциаJIьные выражения яабора

У и конечна норма

- lal +>
i=l

IYi (pu"t, Rе Е (иi Hi llr,i,,l,
lo

lцl ц +,с пL (а )9;

"де /< /, .l п l < ?i.* Yi-r,..., Jo.

Поставим в соответствие каждому i- / r. . ., ' функшю

ФrrRОrСl ,С.пусть ffИet - /l_мерtцяв€ктор-

функttия - столфц с одинаковыми компонеrrrr" Ф1 @, €) . РасСмоТрИм

систему лиффреншлальных уравнений

8ч (с) 'F "i 
Ф, ЬУцрl)-f , (4.1)

где /-..о."""" Н - период|ческая обобщенная вектор-функшя иэ

пространства Е* , ^ 
Ц(а)'(U,@)r...,ЦлВi)- неизвестная векторфунк-

ция иэ пространства g

*)Эrо требование выдвигается дIя того, чтобы воэможно было опре-
делить лиференшrальные выражения нdбора ot, в обобщенном (соболев-
ском) смысле. В каtкдом конкретном слrlае оно, вообще говоря, может
быть ослаблено.

lcr) А Ф'
Ц ' - коффицхенты Фурье вектор_функlчlи Ц (С)
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Сформулируем два условия, позволяючше разумным способом спреде-

лить обобчrенное решение с'lстемы (4.1).

У с л о а и е 1. Имеет место неравенегво

(bs r 2гiН' 7эIý, ý ) . C(lrrS Qo*''})lý,ý) Yr. С| VреQ

с константой f, , ве эашсЯчrеИ от ý , Р
У с л о в и е lt. Каждыfi .п"п"rоR {, lo 1j О t, впоJIне

непрерывно отображает простраrrстъо Е в некоторое пространство

Lу@) , /-<9.< оо , а кажддя функчия фi Иý), /.i* У , по-

/r,(Р)"...рокддет оператор суперпоэиtlхи, отобрал<аючшлй пространство

... Х /yrQ)B пространсr""Lу, (12)

члй каtкдое ограничевноэ nro*e"Tro "' Lg,

ограЕиченное " Lo! (а),
у/

, непррывный и пробразуtо-

U?) r ...'L/,(Q)B множество,

(8 p*i,H- ) l ir:;tl)' -JЁ t k,tо)-t.'dь</,,r> Wа.

Булем предполагать, чпо условня 1 и tI выполнены. Это прелположе_

ние поэвопяет дать следующее естественное

О п р е д е л е н и е 4.1. Обобщенным решением сlrстемы (4.1)

цазывается такая векторфунцrrия Ц (.С) е € l дrя которсй имеет мес-

*)то тождество

Прэжле чем ввееги в рассмотреняе операторное уравненrrе, решешия

котороrр буryт олновр9менно и обобщенными решениями сиепемы (4.1), мы

*)дп" 
таког\о опр€деленпя обобценнэгр рещения системы (4.1) нркнс

в условии П от каждоrэ оператора &; , lo< j < l , требовать ллtшь' что-
бЫ ОН отображал f ь Lo. (t2) У', Б от каждоr\о оператора суперпоэtl-
ции, порожденного функчиеfl ф, (f,,ý), / ёj 1l , - чтобы он отобра_
жал/,q,({2)х...r/sоG?) l" Lli (Q)' . Остальные cBoiicTм gгltх
операfdрсв, укаэанtlыё в ус.'rовии П,'в частности непрерывность, понадобять
ся в дальнейшем.

1о5



введем некоторые обоэначения и сформулируем условия, обеспечивающие

воэмоrкнэсть предельноrэ перехода в галёркинскдх уравнениf,х.

Обоэначим 
".о." .0) соЕокупность всех таких Еекторов f ебо,

для которых матрица Re rJ kГlН*''Р) имеет отрицательньlе собствен-

НЫе ЧИСJIа, а чеРЭ а; - пряtyfуlо сумму собственньlх подпространств в

пtl(, , соотЕетствуюtцих отрицtlт€льным собствеЕным числам. Булем счдтать

-п
что 

$- -"ввагвацтЕоэ подпростра:rство Jпя gц9рд"о э"IпЕ(2Пl/ Р) YеrВ;

Пространство .f, естеств€нным обраэом рэбивается. пр"rоуЙ 
"уrr-

t"fy двух линейньц эамкt{утых подпространств:

,*:t]_ |FlrПiИ'kirgli'Lоi ,Фп ре л;!' 'Реhп

о- -| Fr, 
^ 

qele'cl(H-bo" ,l tF'.- ci yp, 0;I

Прлполоlкимi что выполнены сJrеФrюtшlе усJIовия.

УСлОВИе Ш. Поп;lворма э комдактца Еа Е

У с л о в и е ry. Yi-/,..., }) оп.R"rоR /7 вполне непре-

рывно отображает подпространп* ý- в пространсr* lg. @),
У с л о в и е У. Имеют место слеryrоttще два яеравенства:

ь
Ре 2 (Фr. t", 0 - фi Ь, !,,. . ., f, ,)о, ý,,or,,.. ., ý, )) 

^

Jo

, (r- - Г;) , о Vce {2 , Yy , СО, V1,,e С, i-4,..,rr,ё If 7,1to
u

,fu u hf кr3, (Ф, p,ýl -
,..+,,r".- рёr,rilО' 

j-l l'

- фi (С, [t,",,t1o, ý r,о*| "" tf, )) (ii - t; ) , о

1об



YаеQ, YД.r0, V2re0, j-/,.,,,lo,

(Последнее нераЕнство является уточнением соотношения (z.a$) иэ [о,

с.195 ] . )

введем, далее, подпростран""- f - ЕПkez(J+J'',|okeltr,
которое, очевидно, содержится в подпрострл""r* Е , причем. в силу

одного реэультата автора [а] , иэ усповия Ш слелуют такие два фкта:

tl Йm Л = оо , 2) существJrет такое линейное эамкнутое подпрост-
дл

ранство Е+С * ,чтQ €*:Е*ад иснекоюройконстантой

М > 0 выполнено ,.р"*""r* *)

lц|.< lYl ( l t ц| l
Jo

j,t
+

l 1;
(а)

+

3афиксируем некоторое раэлох(ение подпространства

сумму линейных подпростран"r", / - V е \У, 
"о" }V

(>_ tr Rе S (zпlH*''p)l tr: i"'))i ) Vu. g'|еlп' + Q.zl

д в пряNfую

п
Уr+/{Лt,

,2

kertr,

ll IlФ,laжJrit{

лл
х-ý_Фt+@V, х*:ЕrФV, х-

Ясно, что принадлежность правой части f системы (4.1) полпре
1

""р"r"r"у }V ямяется необходимым условием существования у нее в

npo"rp""".* f, обобщенного решения. Поатому всюry в дальнейщем
I

предполагается, что f ' V,|-

Для выяснения вопроса о существовании обобщенных речrений у систе-

мы (4.1) рассмотрим эквивалентное атоИ системе операторное уравнение

е, tul - 0, (4.3)

х)л'-'3десь и далее энак нормы без поясняющег9 нижнего пндексо озtlо-
чает норму в пространс"* f,
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где Gtr X .+Х* - операторl определяемый с помоцью токдестваt

< G1 (u),[) - Fо(3 
(zoiH*''p\trP,}tp') +

-)Ё Ф,, {z,tu)tydo-,f,r> Vгех,

Оператор 0| Vf eVlL при выпоJtнении условий 1-У приналлеrкrrт

классу Cl| (х) , поскольку: 1) иэ условий 1, П следует его непрерыв_

ность; 2) иэ усломя Ш, в сиJrу одIоr\о реэультата автора f4], слелует,

что норма на Х эквивалентна норме, задаюцей равномерно выrryкJIур ед|-

ничн}rю офру и, спедовательно, подпространство х рфексивно; 3 ) в си-

лу услошй П-у в операторном уравнении (Пi - П: ) е 1И) - 0 ,

"а. 
П1 

" 
П- - проекторы, соответqгвуюцше разложению Х- Х*ФЛ-о

аквивалентном уравнению (а.З), оператор ( П; - П!) Gр явJIяется опера-

тором "вариачиоrшого исчисления' Е6, с. 192-198].

Перейлем теперь к формулировке условиf,, обеспечиваюtдt{х существо-

вание у оператора Gf ограниченной последовательности Галёркина.

Прежле всего заметим, что иэ условий П, Ш следует такое

У с л о в и е У1. На подпростран"r." Х- "орr" 14 l е 
экDиЕ6_

лентrи non,n,opr. (Е_ (lPeý (2оriН*''7Э)lt'Р, tPl{,'Fеfiа 
л

Будем предполагатъ, что подпроqгранgгва Х- , Е+ НеТРИВПаЛЁ_

ны. Если одно из них окажется тривиальным, то этот фкт только упростит

рассмотреншя. Пуспr, кроме тоr\о, пока является нетривиальным таюке и

подпространство V . СлlчбД, *о"о. V тривиально, будет оговорен ниже.

Имея в виду применение в дальнеfiшем теорем ý 1, полошr, J=J,

х"'_х_, xol.}*, X'"-V *),r"*"rо YаеХ однозначнымОбРа-

1о8
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B€lB в Х "' О"""" [rГ(" ("),,,,,5d'trl1 и записав каждую вектор_функчлю

r(d,еХ(3) в виде tг(I1 =А rrrЕ'(r) , гае f -(ý,,.._.;f;)e

a Cd , мы тем самым эододим изомор(иэм между Х'" n СО . Чт<lбь.

эом определено раэложение

|х- |,2,3 пусть d

бой M'olKecr.. " ,f, "' n Cd

: ц - ц(') + t/e'+ ц") , ,д. !,l('| a Х'*'

- раэмерность подпросто"""r"" Х "' 3афrrксиро-

ве вводить новых обоэначениfi, булем отождестмять иэомофные между со_

и обоэначать их од{наковыми символами.

Рассмотрим в пространегве

определенное равенством

d **rоо"о€ поле Д"'' CO-C/,

Аu'G) -|l;'trl -)л1 r, t ц",ttý r,п'i"iVу%wф,ьLл.

векторное non ". Х'" , эаданное соотношение" Я ý;r'i'lС1 *

э l||{V"t l, булем обоэвачать также ".*" 
oii'' 

(так, tTo

,d /
А' (Е ý; ,r"'trl) - Z l'i' trl r'а (а),

Для дапьнейчlих фрмулировок зафксируем некогорое положительное

число t из расlлиренной веществешной прямой, поJtожшЕ:

х;" - |ue X'"'llrtl./} Vк-/,2,з " Xl- xi' * xj"'* r;',
так что Xj'-X'^' VK=/,2,3 п Хо- -Х .3ададим, далее, в про-

странстве Cd (или, что то же самое, в подпростра""."" Х "') "ar"оar-
n t"' ограЕиченных замштlтъlх областеfi Р , обладаючtлlх следуtощrми

сьойствами: i 0ё dР .2) векторное поле А"' невыроIценнс lla

0Р и имеет на 0Р неlту.певое вращение. Потребуем, чтобы прrt l--,
YerO нашласьоФtастъ 9rt"Iтакая,что зrrPlfl <е ,апри

0 - * YB > о нащлась областъ р е 'r "' '1:*", "rо iпl lýl>O.

полоrglм ь - L) ,_. dg. Fе?
9еtt'|

Пlrстъ выполнено

у с л о в и е Уп. Имеют место следующпе пять неравенств: 
1о9



гJ

}; fl p,tu)ti u"'/"Rе

G.4)

(4.6)

(4.1l

< ll с "'n(oi, Irt("|l"1ottuo"'nl" *

+ аr, luu' |" + !,' ) * с,

о) r0, Olt > 0, qз|> 0, !,*, О, cl> 0, |,r-/' )/zt'0' /lr'0;

*о, \ k,t r,

- a,rltt"'|l" ruo'r- arrlu"'|l" lчu'|.-с, Vu.Х6, (4.5)

" 
l ol birl u"' | "r af, tuu' |"* а|, 1 on' trl \ Цr ) 

* с! Y u.X s, V г, х|,, о. 
"l

VueXs,

р, tlo
( ке S (2*tн*''р)tu"", }torl,, *

tч)Fu"

гле а} >0, оп>0, osz>0, С2> 0, frrr0, /rr>0;

l/"'(fll *?|r|0' Vyе6,

где

> оi(Ёrr, u"ll r?i (а,*

- 
(?*^W, ý ( z го н'''р ) i ч,F), ieur, ,r*ll'r' -

(о, Vgrt
(3,

l rl)0'*l"- с,

гrc !>0,0rr0l
t 
;:r*L 

/ "'( r) l )" o!i' 
Wf,

"о. а! .0 , 
'!О' 

-- 0 , Nrr, 0 l

)а, Ч 
't,!u"') 

- фj (с,!ul)Г, rdс <Rе
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"ле 
af,r>- 0, О|r, О, airrT, lr* rO, Ci, О, f,зr7, /rr,0,

-2
р'hо

( Rе3 ( eciH-'|)i'P', t,Ф)) ,o:i'tlul&f' VцеХ"', ,o,u,

3аметим, далее, что иэ условия У 1 слеryет tlepaBeнcтDc

u)

"* а)|' > 0 , а из конечномерности подпро"rр"""r"" Х

ществование таких положительных ""a"n 
fu/, " Ма , что

м,lr|.|Ъ,{rn"'(.d l< мr|г| Vý.с7,
Введем такие обоэначения: А"'ц -- l YuaX"', А

следует су_

izl
(ц)чJ, VцеХ

(rl

т', к-/,2, - семейство lцаров |ue Х'^' |Пчilaя} ,.рr0, Q=Or= /,

0u- а)|' - а;, l, - d,* 
}.it!rnr=,' 

f,c> i Qо- о!, М 
*ln

t lV _ констонто "" ""6,о."""r*' i,+.: ) ,, ir:nrffrn*r. {,l/) ;0r, -
_ aS' Мr-0'-l,э - ai, у м, М,- 

0' 
, а,э= ai з цil,ui, io= а!, у ц ц-",

l, - (6i *o#E:rnr='' f,n,)9 мrм,-0', сr- сjil + сj,

': |dr ft) =t*0, (o-:-j!- - Аоr- |'" !;-с^ j , к-|,2,з .

Ес.пи пслпро"aро""aоо V тривlлально, тс ccMejicTBo эбластеii tU' u

в,]кlорное nona ,{ 
F) 

aggдить не имеет смысла; при 
'T.JM 

требсмние выпсл-

нения неIJ;iRt.чств (4.6)-(4.8) в d,ормуJlировке усJlовrlя yl1, разумеется,

л!сключается, а в неравенствах (а.а'1 
" 

(4.5) счита"r", ЦВ|- 0 . В этом

слуrае Д-2 ч l):{a_trl}, К-/,2, где

u, tl)-t, h,,t,- оr,{" - !, )- с,, фttl-t, tarrtrlo- a,j!n 4rc.
Иэ теорем 1.2 lt 1.3 следуют такие утвержденtrя.

м а .{.1. Ec-,lrr ceMelrcTBc ,llункциfl l кээрцllтllвнэ }laТеоре
-Lмнсжестве /ff1 ll семейство множеств Г* f d , тс cl,,cTelula ( 1.1)

ltмeeт в подпрсстр"""a"" *) 
Х пс KpaiiHeii :,repe сднс сбсбщеннсе решеI{llе

*)H"nor"'n, 
',.о /a !/' .
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_"= Х по крайней мере одно обобщенное рещенле ffi,"
V*lоз (r)

и области семействэ Стогс,

секаются, то систэма (4.1) Vf е \^lL имеет в подпроqгранстве Х бес-

численное множество обобщенньlх решениfi .

Т е о р е м а 4.3. Если d. * и семэйство функшrfi 4) удов_

летворяет условию примера 1.2, то VX > О найдется б > 0 , щ
сячЕе 'от L , ,""*, что сист€ма (4.1) ил,rеет по крайней мере олно обоб-

Хr- |чеХllчП'i. tr, VK={...,l!щенное решение в шаре

tr* Cr .6 VK-/,,,.,L . Если, кроме того, V+ |oJ

при усло-

и об-вии, что

(3)
лtдсти с€м€Йстм Т попарно между собой не пересекаются, то число

8бобщенных решений системы (+.r) в,"о" Х

b,Brn,-0,
3 а м е ч а н и е 4.1. Аналогично могут быть сфрмулироваЕы

Утверх(денЕя о сrцествовании обобщенного рещения системы (a.r) в сrтучае,

ксгда семейство фувкший CU удовrrетворяет одному из условий пршмера 1.3.

3 а м е ч а н и е 4.2. Если коффиlшенты оператора J- *,u"".-

Be'rtb," матрицы, " t : Ro, RJ*R Y1-/,.,.,t, то в *"""сr* f,
можно вэять пространство вещеqгвенных Н - п.р"о*ческих функшrй

(см. Е1, с.{)8-1оо] ) с той же самой конечной нсрмоfi и сфрмулиромть

теор€мы, ана.погичные теоремам 4.1-4.3 (см. также предыдущее зам€ча-

ние), о существова}ии у системы (4.1) вещественного обобценною Н-

перисдического решения.

3 а м е ч а н и е 4.3. Примеры систем вида (4.1), у которых

при любой првой *o"rn /С W' 
" подпростран"r". Х сушествует бес-

чпс.,]енноо t.rнсжествс сбобцrcнных реuJений, или у которых при стремлении
-+

правой части к нулю по норме простр.r.r* Х число обобtценных реще-
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ний в подпространстве Х стремится к ф . моrтт бьlrъ построены по

ан€lлогии с примерамri 5.4 и 5.7 иэ работы автора Е3, с.117, 118].

За меча ние 4.4. Теоремы 4.1-4.3 даlсг, вчастности, вопре-

деленном смысле ствет на вопрос, поставленный Ж.-Л.Лионсом f6, с.541,

проблема 1О.13], о существов€lнии периодичесмх решrений у уравнения

!-2
8ч+lцlО-ц=/, (4.1о)

3
а2 а' а, п f >/, 

"оз""кающею 
в р€ляти-где 0r,' 0с! lci

вистской квантовой механике Е6, c.rбJ. При П-2 , очевишо, судесь

вуют матрЕ*r*| Н , обладаючцrе свойством i:irrРf'|8 tZuН*}ilrg
(в данном cJtrrae frг|Р.В2 l Е 12crH"'pl , OJ ). B*n дIя к6)(-

дой такой матрицы ввести бамхово npoarp"""Tao f, ,{- пер"од"ra"*п*

"^ 
lR' комплексньD( функций Ц (а) с конечной нормой

lun r: (й (l S (ztH*-'Pl ip,, iP'))l +lu|lrta),

то, в силу теорем 4.2 u 4.3, с )петом э€lмечаЕия 4.2, окаlкутся справ€!-

лпвыми слещrюцше }"гверждения: 1) пустъ l - 2 , тогдд уравнекие

(4.1О) имеет в пространсr* t по крайнеfi мере одно обобщенное ре-

чrение (вешественное, если вещественна права" """r" / ); 2) пусть

2.|.4 *),-"о" Уеr0 найдется dr0 ,эависяtцее

от t i такое, что при l|l2* .l в цrаре |uеЕllЦil<еJ
найдется по крйнеfi мере одно обобщенное рещение уравнения (4.1о)

(веrдествеrцrое, если вещественна правая """r, / ).

, *J" *""a"r"" ,{ можно взFгь, ,r€lпрrri.ер, диагональЕуrо мат?ицу
dИ7(h,,,h2| . соиэмеримыми Ц , ht

- *)Orp"""".rne 
! <4 воэникает в оlrry теорем влоlкевия.
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