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послЕдовдтЕльности куБдтурных Форму-q с куБичЕскоR
рЕшЕтко:l дJIя оЕлдсТЕи с выро/кдЕнными углдл{и

Г.Г.Акопян (москва)

В работе изучается порялок убывания очибок последовательностей кубатур-

ных фор}rул }ra классе функциir t! rol (/=р<*, |fL- натуральное число,

!? - оrра""ченная область) пirп ,спользовании кубической решетки с цlагоr.t

/r-0 для областей интегрирова"rя Q , содержаlцих вырожленные углы
(в конечноlл или бесконечноrq числе). Для такой области L2 строитсr. после-

довательность кубатурных Форl{ул с анизотропным пограничным слоеr,r. Выясняет-

сл, как порядок убывания оtlибок зависит от геометрии области _Q . f|оказы-

вается, что найленные оценки в определенноr.r с..rнсле являDтся наилучllJими.

В работах f,|, 2, ]J исследовались дробленил (последовательности)

Функционалов ошибок кубатурных Фогrl,{ул с (изотропным) пограничныlit слоеr.t лля

областеir без вырожденных углов (наприr,rер, удовлетворякtlllих услов]llо конуса

или областей с резкой границеir). Вопрос же о порядке убывdния очlибок куба-

т._чр}'|ых Формул с кубическоir речlеткой для областеl-t с выроlкденныr.tи углаr.rи оста-

вался открытым.

Назовеr.r (см. ГlrJ | 7-рого1,1 (,раа"уса l , раствора /),.но*ество

V k,6l : o!n.6lr, #r> 
0, [.

l,= (Xtr,.,,L1), 0 < Z, < uc ,

0.8r*о, €,0.

|t)", (t+ b),r (i-/", , ,о)\ ,

Ьr+о (i-|,...,п),

(l)

Булем рассr,rатривать ограниченные области l2 С Е 
О 

, ,оо"п"rворякlцие

слабоrqу условию Z -рога ЕЦ] , т.е. представиl.tые в виде

а - ЁОо - !,Go+ v1 ), (2)

где Y о: Vo,v,!l - ,L-рог с некоторыllи коэФФициент ами Оr,.. ,, а4 , :х."-
сяциll"tи от k, Up - попарно-непересекаrп!lиеся изr.iери..tые }tнox{ecTBa из Д

Будем пользоваться слелуr[ци}rи обозначения,,.", Q=b,l)o, |r=ЁN+t, N)o ,
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{/ - натуральное число, R
п
- I{HOЖeCTBO rZ-мерных целочисленных }iУльти-

индексов, la:V,lL)o, (Ц+ tO)- ариФ,.rетическая cy,.{l.iai если lr0, Ре,(О,
7еЕП,,t>0 ,то

i : tlri,...,lt ),ptt:(p,lt,,.,.,po/"t ), !?r- 
| U7+ r0,

,д. h>0 , а объединение берется по Bcer.r / сRО , для котор", i7 +

+hQncQ inontrТ Пr-lс.r|оilЧ-l; Ь/,,..,пl ,

Пi =|rz 0< ti-t 4, i - |,.., п! .

ка, если существупт из}rери.,rые, попарно-непересекаDtlиеся }rно)чества

Пусть Аля определенности 1- lo€ Lo_/< ..,4 Lt.
Будем говорить, что область 2 удовлетворяет слабоr.rу условиlо 1L,пи-

ьr, ",
.,.rGo " r"tножества

такие, что

а
для некотороrо dro

?r,,о (bt,...,d, (оу'Viw,=|п,

а|''+ о

V,l\,
tп lп

<...<
)

(i: l,.,,, Q i k = t,..., К )

Q',

0чевидно, что область Д со слабчlt условие,.t N-пика удовлетворяет
и слабому условиD |/,роrа (вообцеrговоря, с другиr.rи коэt}фициентаt"lи) . J

Пусть 0< h. ho и задана /zt-""r*" . ЕО, т.е. сетка с узлаtqи Pltt
f ,RП n Ъt-^""r,i.""" ph++ П|

Л е м м а. Пусть ,? - orpirn.,"r"on обп".r, n. Ео, щtqqдqlgерlgцэд
слабо"у услов"р. L,пп*а, O.@l rБp,t!Й,
"r.rепцrх 

непустое пеDесече",пе с гра"ицей &2 , щЕ9щ 3, h-a"' ,
-я" t, r 0 "" "o"n.r, 

о, Ё .

: !,r'r - !,rr;t ttv'ntol

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пустр натуральные ""сла_0 " F
ко велики, 

"1о 
Е .Qo, Г > (ZЛ-|d-4. ouo"r"*n" jQr- 0а П Lei

,V'-- ])+ н1 Р D- ilF'' , UOr)- 0Qоп lc, yti-"- с,: у0') ,

k= |,,..,к i i= 
l,...,P , !" - В':: Ip, е, 'o;,ai--Vr-lP,

р. : - Г!-tJ л, - Ll'tiJ л * |, ... l [/r- TJ + t )-D t j * i, i-l,.. ., п

i,''- u':: !, ,i".

настоль-

J,

3аФиксируеr.l I и будем считать для определенности, что все коэФфициенты

О'l'""з:,.y Uit:| поло}|(ительны. 0бозначилr далее rft)=|l, оеЕо ,

oi-2nn'ai"t 
- 
(i-l,,,,,п/J, on" р€ Bt'
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г (р,s)-lt, r RО l (li {xr al n(lt tF* rUЛ)4О, lr s!.
0чевидно, что

а, 'о!r- n|r,rlttyal,
пусть р€ В'', !|l qriD П han, + d хотя бu,для одного l еГ Ф,о) и

tо-mп|t l (ht Q+|ttt+7l) п 0l2kl l l]. т"rа" 
"уц""r"уё, 

,о"*а х,е а
тЬкая, что д'Оt Ц (р + Г({оl+7l) е 0Q2r.

Иэ свойства (2') обп""r" {2 слеаует, что существует посл9довательност
,оr"* {с 

("J такая, -" 0; ? d|*,'О' (S*oo) n оF'* lrvr'1Ф. Q,
откуда вцтекает, *rо uO)* llVt'OtrР,Покаr.tем, что мя /rГ (р,/о+ Z +

* ё, Tуl""eeт ..tecтo

loi q+qlп [с: yUu'- 
",. 

y!'l с {). (з)

Мяs€Гt/З,tr+rr-А #у) , по определе""о Г, суцествуlо, асЕа
uS rt;Z * Zф, та.кие, что оr7t Гlslе 

s 
+ Q . г,усtь 1l вчбрано

n" ,9no"n" БЬi'llр9 /r+(у+ al, . тогла lltu- tl. с!'+ ltl "
=/tt 

(<+D , T.e.'1ri 1a-it=/z!tp+ГЁ) +x"+p)=ht(u+,j.
Так как в-F+Гlil, ,о an^ r получаем оценку

ь

остается ".-"l,"J, "'Jtiir',"/iii,ii' , {!!:'-i: ( llP о

т =wl,)1
ил]l,иначе, 0 . (#)" = - Cru)
Деirствительно, длi- лiобоrо 0 - /r , , ., п- /

s>to+, -Ё ;.неравенство ' l

z,

спра9едливо при

l ptr, \zir' ,о= (fr,)'
( s,to )*э"-'оfr!,2

a;i
ОТкуда следует (3).

;,";;-,";7ir ipt,l , для котор 
"^ 1l|tу+ц))п(llqrrр]))f l при

to=S.to- Z -А h не преэосходп, ýr>0 , ,о" ,!, не зависит

о,rtо,h " P,i"**"* п

t Bi t - 
одуl = 

8,2r: F+ 
= 
s,iАL ,

то получае}i , 
'"rо"J(lil 

a S, h- &Ч ., ленна доказана.

[9цажеr,r,uооп',о^;#tJti:!,!:,L,^:::,!"л;:":;,:;r""],о,
Р , для котор", \l|tрQilh-tВ+ f . В саrа, деле, ссли " 

,,



согласlrо определеlма !2l | с€ l|+Oil) { а. так, что Us+lZп ) П аР /l .

Если точка r@'<(lу+tg;)ПOQ" сlО)._Р/zt+Пf , ,о, очевидно, се/ЭlТ+Пzrtt.
0тсtода следует, что при

В -|.р z рСRп , (Ptr + П})п @,lт){ФJ,Q,Qlс tJuhl(p+a),

причеr,i число эле}rе"тов lб | л,"о,кества 8 оцеrrвается HepaBeHcTBol,,i

l В l- l в ULil= (z N)" lBl . ý h-i,Т , (ц)

,д" J>0 не зависит о, l .'"= "n;";, 
" i! -'i!'tfl' ='" i дп rpt Q 1) п (рh|t пi )

и пусть задано достаточно больаое М>0 . Из Е3] следует, что cyulecтByK)T

,."сло Г>Р и r,rультииндексн BL',,..,B'|' такие, что при все, /ъ, 0<l.
< h (M), для лобого хr П!'(Р),cлen"vrnx N,рог r +Vl ft, ГА) солер-

жит l f -п"р"пп"лепипед lP +PIr')hZ+ Пr, , ,яе V/l,Tl) задается с по..rощьо

(l) при 8,Tl.
0 п р е А е л е н и е. нно),(ество Функционало" It'!, 0.1. lо, назо,

Ber,i множествоr.t дроблений Функrtионала очlибок l 
" 

о"""оrропныr,i пограничны}.i

слоеr,r в Li tal , если

[':.?^ I: - flf,r!:', $'ь': t (i,r), l c/,i-tOr),
htreQ1 I ktl

$|,rl -_\ /t"ldr - -^ 2. 
l)с!,r,r{tЦl,{r.$аоО,л,rVоrc,гr).'Р,| " п!ч, lxbП^o(p+Vrlz,]

0тметим, что при

^, ?#, +
(5)

и.,iеется вложение t ! talqC[a) для обласtи {? с условиеr.r (2) (см.ЕЦ] )

Из [4, с.]72Э при ядре усреднения, сосредоточенноlrt в единичной

окрестности точки P'l) , nonru"eм, что при условии (5)

пТхr,r+пъ rpl 
< ct(|lN rr u,'t tп! cpl * Vr(",пl)) 

f

о r 
!| !r, Q+рпцs-t пнh )\ х (6)

пои m> v пз Е5.] Ъп" про"*ц"о"rJiо'r.tногочлена D*,({) иriee,.i

|r- F*,f )| 

',urpu+|r-t 
Пмl) = сrtil ri'р*r''u1-1п"r,' . (7)

Из (6) и (7) получаеr.t, что при условии (ý)

|r - Dл_,tillсtъ-t 
п!tоD= 

crn| |ц {t-i1пrlфl+VrO,гtl). 
(8)

3аr.rетиr,r, что постоянные С|,С2,СJ не завислт о, /, . 3аменяя теперь J:
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на lL

l
т
a , получае}.r onn { trl:i tl-tr), Рr_, r|l @)- Vr_t tftft-i r)

{ t 

'r 'п!,r,1+l! 
пlz,гltt) 

,

^n;; 
,(f t\crn!v,,* сrъ-tii|,,?,*пЯ 

* 
u о?lrrtп! tpl *vr (z,гl)) ,

откудаСЛеДУеТ,ЧТО 
п t*t

|f - рл-,t/)llдlrl 
= 

сrhЪ- FATi l

,д" F - Пf tplu ('/r!tр*р"')*Пrлt ).

Теорема

(9)

п|. Если ограниченная область Q С Е удовлетворлет усло-

\<

1l0)

а за тель с т во. Будеr.rсчитатruпсло М настолькобольчим,

h

lo,r
li*O,rtpl+Vrk,гl' - slО

)n, Ieldo-2c!tи, L-l "
")

Док
urобп " lr| - па раллелепипеде пtlt, нацrлось достаточное число у3лов кубической

решетки . ur".o" Ё длл построения сеточной кубатурной Формулы, точной для

lJ

""огочле"ов Рr_, степени п-l (см. ft, 3]).
Пр" О<h<h'пкоэФ,r"llиенты dp кчбатурной Фор.lулы с узла.,rи rt-lfh*-l)hr,cQ",

точной на }.tногочлена, Р-_, , для произвольного открытого множества f,c Q
l.1oxHo выбрать так, чтобы|4*t<Д , .д" Д "е эавус", о, h. , k и области

интегрирования С . За}iенив переr*rенннел .fГj "^ hа z; , получиl.{ кубатур-

ную Фор^.улу с коэс)Фиllиентаr.rи c!:hatorr, с узла}rи U|-'iц . ht7"
из кубической решетки с цtагоl"t 

\;rо""r" 
длп }tногочле"ов Рr_, , причел.t

lcll-. Ahaт. (ll)

ЕслиоmOLП!рl- О , положим lоL,^- 0 '. Если ^" пЬП!Рl' О , то

пусть 4 r. - Фуrкционал оtчибок кубатурной Формулы для интегDиDования по

П! q i'iо"rоо"""ый указанныr,r способом, 
"Чр 

lll С П^' {р) + Vr tz, Гl ),
Так как ФоDr.rулы точны для r.rногочленов Рr_,' , ,о, з"л,"r"" / на

f-Pr_,(f) , получи}r

t,

l|l
lf nl; 

tп!wttv,tt,тll)

зl



|| - р._,L|)lсtп:и,l лоп!, р,+ ll/- Р,_,q il r,rt (р+рft)+п n1)2'r!'

|{lL; @!pl+ V ott,rt Y

Так как
пJзД
EoiпьП!(ф*сrL ,

то с по,,lоцьо (9) и (ll) получаеr.l

nt!,rlry,nl,u, n vr{t,rl)< 
c/ot-O'PZt 1rz)

0ценим теперь Hop,.y '' -F*r[; - 
Ё}rrri,

l[t'll,,, Ktt,rll 
< suр 

tJrr}t!,fl *
L;,@) - 'tP Й',= "rr-|f ц| р)

+ sцр t24 tto|n,f:ll'!'--,,* ,,
f ilflll! @)

Из El] и Е3] """"d, "rо Xr=Q(lr^), Оцениrt J, с помоцьо (l2) и не-

равенства Гёльдера, учитывая конечность кратности покрытил QrQt 1,lнoxecт-

.""" /,1!1р + V о(z,Гl) ,

i|"< suр
t

*= Cg

ЁРrl(,п|дуqllр,r vrtz,rh llt f I ti tп!Ft+Vk(l,П))

_ lf|,"

|,ц-|,-рi + ,;;
f |f lt,i @)

,- Ь l,t*t,-heL

@|

2 z ll |L, 0rФ)+чhk,гt))

<cпlB(1,1l

из (l3) с помоrцью (Ц

3аr.rетим, что ес

РаВеНСТВО СТРОГО€, Tt

ных ФоDr,tул с обычныr,r

з] l.
ПoKalKer,r, что оценка (l0) неулучuаеr,rа на Bce}.r классе областей со слабым

условием Ъ-рога с Фиксированнur.rи параrrrетраl.tи. Иr.rенно Алл лабого l,

) получаем 1, s Cn Ъ 
r'r t 

,('-Ё) .

л" .*Q-!);*'' ',Io |х'|цiяl: 0[l') , а если не-

о коэФФи]lиент при |7 тот жЪ, что и в случае кубатур-

пограничныr,t слое},r для области той же r.rеры (см. Е1 , 2,

( l3)



1.1. / , найдется область 12= QthС Qg , ,оо.п.творлlоlцая условип (2')

с Фиксированныr.iи параr.tетраr"iи и такал, что для лrобой кубатурной Фор}rулы с

узлаl"iи из кубическоЙ решетки a ,ч"rол i иr.rеет }tecтo неравенство

l lr l L,-@ ), со Ъ!,r t 
(t-fl 

( l q)

при некоторол Сr, >'0 , не зависяra^ о, l, !
ltля произвольного /,,r(ц il расс1.1отри}r а-аU)- l|Чrt'р r

+ VЪl)U 0'J r гд€ V'(Z) ."о""тсл с no,.tolll.,o (|' l npn'allLt (bl...,o)

а= lp, р = (р',Fо) ; р'- (о,рп...,Ро-)rRП, g. rr.ft-t1
\j =2,..., п- t ) :' ро' - i - ;' k- о,' i, . . ., Lh-'J!,'

а'=|*э r.€ЕЦ, !. с,.2 , 0. t.<2 (i-z,...,o)J.

пусть tг20 . тогда усредrе"пе tOtrIl) Функции 9(t/- gUп#-/)
с носителе&i неотрицательного ядра усреднения пэ уOLtrrtt) раЕrо0 прп

tr3rlt и равно t прп Q.f аЦ|* . 3аr.rетим, что в за}.iь.ка""" Q(l)П
П [а: Х€Еа, 7'r>[l*! нет ни одного узла кубической peuleTK" Д (t)-

:""j;*:f ,",)i;!:,':;];k!f:,!^Ii',.,";,т:;"ii^Ё#*,;:гоФункциона-

цtlfil : 7,

If l|t,i trэl 72

-",!*-::':n\rryr{: ^!^:-'.j':iй **-.i,! """", ,."о". 

',ъl,Яi 
,

ОТКУАа 
!,rс,rГаi /rtr,Т4, - r,rLt .

Для Х,

lIhl
ry

}
@)

>/

имееr{ следуrrцуо оценку сверху:

]

где

l
F

4- 
Uu,lf|^' 

tn,,,li,)b : (д 
r, },*,о}l,'"tч,|'d")

* ъ-| Я 4 
| ,ro*Iu,r, 

|{ r"' {",ll'&)i -

\<

.ч,[iil, Ii,rlЁi!, - ctl[i-i,
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1 , Ц+Llr !-|
Следователь"о, # -_ Сrг/L7"7'|.' Pl , откуда вчтекает (lЦ) при 0-Crz.Crg.

Дпп ""*оr#х классов областей 1Р частноrо вида, удовлетворяlоutих усло-
вию (2), !tожно улучlJить оценку (l0).

Пусть кубируеltая область Q С ЕО удовлетворлет условио (2) и такова,

что

а - TlТlu аП (l5)

0'h.lIQ), l7,(ilпd22(h- d , ПРИЧе'.r Qrtll можнопокрыть

l,t -n"p"nn nennn"ia",n, число которых не превыuает фttl , а Qr[l) удов-
летворлет условио конуса " р"дпу"о" l, и растворон, не зависяцпл от L

Т е о р е м а 2. ýсли кубируеr.lая область Q удовлетворяет условияl"t

(2l и то

пограничны,"t !д99м в / U2) , чrо
+,-(|-ilа+, ь|р

Г1,1tr

0.h.I

7ГОrr*чrоr"* / " "rr.oroonrn"

1l6)

т такое

ltt|ь:.tв).сп|r'rЪ
. а С.l не зависит о, h .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем строить кубатурнуп Фор}rулу с,узлани

из кубической решетки с lлаго1.1 Ё оrд"пr"о en^ Qr(l) " Qr(h . Лл^Q(h
это }roD.tнo сделать так ).(е, как в E,l, 2, 3] .

Лпя [)r(h) построи^r Форr,rулу по вuшеиэложенно1..у способу. e"n" /rln /rh,
Функционалы ошибок кубатурных tDормул, построенных Аля Q, lil " qtb , то

on^ tl= t!- t: , как следует из (l]) , иr.rеем

l th I rу,о)= N t l l;. t lll + l l rЪ J 

ц-rаl< 
cn /r^ + Wh rr',o,=

.ч,l^r r,,l+-U-Ь)Ё + ,* Ёt,_'!"i 
",,,' , (l7)

,о" Fj,r= п(l,,j)+Vrk,!):,оп(l,j| -_'!.УiПп" 0l , ht -п"о"ллеле_

пипеда}lи, покрываlоtциl.i; ОrU) . Иa (l7) с по}iоllьlо неравенства Гёльдера

получаеr.r (l6) .

Как и выше, }ro).(Ho доказать неулучlлаел.rость оценки (l6). В частноr|t слу-

чае, когда 4Р иr.rеет лиlль конечное число выроlкденнuх углов, т.е. ф|Ь --Сr,
из (l6) получае}i

lГПrуrr= c,o(l'+ ,Д"+(t-|)а ' l. 1r8)

В этом случае, как это видно из обшlей части, t.toxнo построить не эависпцур

о, f обп""r, а TaKyD, что при h *0 имеет r.tecтo оценка, обратная

к (l8).

3t|



При

l t\ z, з l*"l|- F )а ёт (l9)

l|hN,-+,л. € С., Ъ' . Если lKe в (l!) иlrеет ,.rec'o строгое неравенство, то

lt'l'ir!i'r-Ё"l'+ о(h'), приче.,t коэФФициент Сr, тот,,(е, что и в случае

после-fовательности кубатурных Формул с обычннtl пограничныr,t слое}4 для облас-

ти той же меры.
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