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ОЦЕНКИ ОШИБОК КУБДТУРНЫХ ФОРМУЛ ВЕСОВОГО ИНТЕГРИРОВДНИЯ

0.В.Бесов (Носква)

В dаботе устанавливаlOтся оценки скорости убывания ошибки сеточных куба-
турных Формул для весового интегрирования при уr.rеньц|ении lUага сетки в зави-

симости от гладкости Функций. При это1,1 рассtiатриваlотся Функционалы очlибок,

распределенные в соответствии с весол1, в частности последовательности Функ-

ционалов ошибок весового интегрирования с пограничныll слое}i. 0ценки прово-

дятся в анизотропно'i случае через Lp -roavn" непрерывности различных по-

рядков саr.rой функциu или ее производных. 0ценки в Heвecoвol.i случае через }ro-

дули непрерывности первого порядка в }itетрике в некоторых случаях были из-

вестны ранее, ft, Z] . Показывается, что аля фласти {2 со слабым условие}r

N-рога r,roжHo построить с по}rq,цьо интерполяционных операторов кубатурные

Форl.iулы весового интегрирования, удовлетворяюцие полученныr.r оценка}r.

С поltоцьrо интерполяционных операторов В.И.Половинкиным Е3] строились

специальные кубатурные Фор,.rулы весового интегрирования с кубическоЙ речlеткоЙ

(так называемые кубатурные Форr,rулы весового интегрирования с пограничныl.i

слое}i в l; (а ) для фласт" {2 со слабыr,r условиеr't конуса (изотропный

случай ). Иlr найден порядок убывания Hop}r Функционалов оrлибок в пространстве

С.Л.Соболев" L; (а) и указан вид тех из них, которые являlltтся асиl.tптоти-

чески оптиr.tальныни (среди всех кубатурных Формул весового интегрирования с

кубической реrлеткой) .

Будеrt пользовать ся следую|llиl.iи обозначенияrtи :

Е! n-r.o"o. евклидово пространство точек С- (tr,. . , , !о) i

а-|0:!\'|сЕО ; h- (l,,...,lo), 0.hi=hо, h-|-(Ц', ...
,. ,rho' ) ,, Srmi - натуральнне числа; rП.- (mlt...,Пa), tп-/-(rzr-1...
.,, rma-.l)i l- (/, r...,fa), h - целые числа; {- (oQ,....,<o),
otltKi ; i , целые неотрицательные числа; Ь,/- (|rtrr,,',|o /о),
t7t, .,, 

;лft); J!,, ;":"2:",",Б!tii7'! rT , '|L)),. , l ,Y'Ъ \h,'""' hn )-- J'
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ly+G - [" z О- ls. 6 } , ,А- сунl.iирова ние по | i

-,д,Е,ч_, V*q): [-,v* ,, il)", if'- l * 0'П)ъ
(l/)

а

/*р= *,

lL

0е Е lel- l, г>0

,///<у<*, F*T - r,
I

|{l r,r- t) tf pllPd.Y || -.р-*) ,

|f | 
".,е 

- *;u, |f р,| , lf llp - lf il p,En i

l" tyl f е) -Я a, '-' 
'r' 

f ( о+ iy) l

li'tll/or-o'i,l/e"')f@ l где 0"'-; n орт;,

Os V,O)fwl-Astцl{trl , если 0 содержит отрезок fa,o+ sy7 ,

А' ( Y,G) f t,al - 0 - в противно,.r случае.

При

а} tr, g, f )е sцр lд' (le,hfl р,
ltl<u

-

,i' (,t, G,f )е : 
,n,T '} {n,6, f ) r ,

of lц C,,f)p - 'f,u k, , G,f ) р ,

Р_,@):2 2 сей-l \ 4t-< Пt enl mп "

0граниченная область Q С ЕО ,

{2Ъ- {" , *е Ъх+ ha , *ьlа n (try+aa)], о} .

ф

и т.д. будем писотьв случае i-(tI,,,,,!Г) вместо lY, hG, !2L
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простоlIl ,оOrQГ ит.А.

Функция |(r) (весовая) заАана на О , ус /чtа) . Будем считать,

что у продол*ена нулеr{ на EL , Бrо", предполагат", "то !2 удовлетворл-
ет слабоr.tу условиlо 0-роrа ЕЦ] , в силу которого сучествуlот попарно-не-

пересекаlоциеся из}tери!tь,е 
""о*естЁ" 0r, , ,. , 0 * такие, что

к к t
zо-!,r* - t,@r+ d Vо trl) ,

( l)

где

U
o<tI<l

Vo tr) - I ti |tl
|", тr,, r , О' \4 )". 1,rr) n, i-l,,..,о 

},

an, | 0, с>0 , lro,

Будем считать, что

!
h,-lг", 0.tI=[o, (2)

Для изотропного случая ||-,'. - |о слабое условие 7,'РОrа называет-

(N) k; dt
f

l h

Uo,{) - (,F* ti ,r)

и при 0. Ii* fui , /<р.оо, Yle {2 
Ъ

иr{еет вид

справедлива оценка

^гLi

(3)

(l,)

li

lu: ,/)l * c|yl,,rof,2ni'\, l,
(t,o п

п /rQ ),л
ь
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I.rд"_ h;

-|\[:пl.цlilу;t\ri'П,(l,о,оitу), fu (5)-0

Д о к а з а т е л ь с т в о. С no}.totllbo неравенства Гельдера для cyt,t},t

и интегралов и}rее}i 
щ

|tl, f )l. с* 
! Е" ,,\y,ptol1N/o

-(r7*, 
V:-o 

(t,a n ъо)П', o;n,f )rJ'

I

r7
)^
ri dtl-

l 7 
t+Z;-,k; '

ОТКУДа и следует (5).

Аналогично устанавливается
Л е м м а l'. Пусть Функцпо""п t

I"rд9_

lг
и}rеет tид

tliп- (,Ь, lrn,/) 
,

и при 0sLсS, l*rLоо, f[ еQо справедлива оценка

ttti, Fil = с nr\,.naf,.[,}-r-- (u,Q пч,0;:д?р#,

0тметим, что леr.rr.rы l и 1| вернu и беэ предположения, что Q удовлет-
воряет слабому условио ф-рога (конуса).

Haula цель теперь построить кубатурные Фор}rулu, удовлетворяощие услови-
ям ле!t..t l, l/ . Укажеrq предварительно одно геонетрическое свойство области

а Из (l) следует, что для всякого ,аrуралr"ого И суцествуот нату-

tv:il| = C,l1try

лг

Ia а'-r(u,Q,i{)rfu

p"nr"o" lV и ,"tультииндексu / 
(^' ,"*r", uro

l/J*'l * ll. N (i-/,...,п; k-t,...,K)
и при всех lr, 0. t < tr (ll ), и всех / }rножество

/-достижимо no Q из r,rнoжecтBa

ot @'u'* t*ltkl)c {) п t1 (Q'n'r l),Т'е' 
оц.,k,, rt ) ir f ,i (Q'nlt*|r'l. о

при reao п гt (Q+ у ).
соотноrленй ( 7) трйвиально выполнено и для ,r o t (8'"'* l * l

Сrп n{ [Qrp

(6)

(7)

<lt t,)

э9



бок

-L'l D D для лrобого Рr_r, (l2)u|,k'п-| ' m-l
Такой оператор "oiKro 

построить, есл" М достаточно велико, наприr.tер,

следуочlи,,r образоr.r (см. Д33 для изотропного случая.) Пусть ./ - интерпо-

Ляционный оператор вида

U!,r,fl :I ^Гr ", 
- 0;r il tdyb)dc,

где 1! . а'!|п{l"ополяционный 
оператор вида

Щ-r l@,l -,2 ц 
рп_t,к,р(ilr Uу+IуL\ fu)

со свойствоl.t

lff ) tol -. > л, 
Рл_t,F@) f tpl , ХРл_, - Рл_|.

lPil< М
Положиr.t

U,!n f ) t l т,Рпr 
ол_rr (i т t 

П' 

) l tlnr'^'* lp),
тогда Y;r- Bj,r' l l !,rГДе 

( А;,- f) (с) - f ti" + 17 + q'r') ,

(s;-f ),,"-f (,-| _l,r,),

л/ существуют оlли-

вида

(8)

для любого t]
'fп-7

(9)

. (10)

, то ,lo*"o взятЪ

В ИЗОТРОПНОr4 HeBecoвor"i СЛУЧае иМееТСЯ

(ll)

( l3)

( l q)

ttlr,r)

Леrа
vtul,* |

: l ^f''rИ)dr M,}^rey,oir,of 
tpl),

G_пLQ, l
причеr,i

д

lL
|%*,р

(t|r 
,

l <сilрlr,

Р )-0п-l ,

tLt

ha;,,Д L; ,

^l|,l]K,B
в f5']

окаэательство.
- 0 . построени" Ц-

Если пЬ(G*Пh,0|-0

, а при наличии веса и с. заненой (7) на соответствующее требование
, S* rlhенности Lp -норм d'rk - в ЕЗ] . В последне!t случае построениеоrранич

проводится с по}rоцьlо проекционных операторов. Требуемые в леr.rr,rе Функционалы

l.,tожно построить, обобцив соответствуlощие расс}rотрения из E5.f или E3J
на анизотропный случай. 3десь будет использован второй спосо6, связанный

с построениеr..r интерполяционных операторов.

Построим Функционал 'lr* , поЛожиВ

lr0



как

,,recTo

3а

dh llбl,к Д t,k 
, тох(дественный оператор, то в силу (l3) име_

(l2). из (12), (1Ц) и (ll) следует теперь (8)-(l0).
i е ч а н и е 1. При локазательстве леr4ritы 2 установлено, что точ-

в (8} rqожно брать из l.i'oжec'Ba l(а(М\7*7tЬ)С!?П/,.И('+/),plL
см. (6) .

3 аме ч а н и е 2. Утверждение лемltы 2 вернои вобластиболеео6-
щего типа. Так, в изотропно}r случае можно считаr", "rо Q иr.rеет "резкуrэ
границу" (см. f5] ). Аналогичное свойство является достаточныrli и в аниэо-

тропно!r случае.

т е о р е м а l. Для ограниченной gбластцQ со qлqýцrqlсдовиец

Z-o.r" tl' .r*".r.r. U
0 .[. [о

([ъ,f) ( l5)

Так

ет

ки

положив

"J,L-ua,
,Щ

- 
)r",gto)do-fi

h

Qс|
для которнх выполцяется оценка (5) при / < Р <е, ITZ;. > ai, ,фi=р.

ll о к а з а т е л ь с т в о. Построи1.1 Функционалы

f t/ъ),

lLI
{ze l)

к

k-t
t;

, l;,
lL

lt,* ,

где lr'* взяты из (ll), (1Ц), если rЛ(G*П hQr)rО, ^t[1,1:0 -
в противноr.i случае. В силу лемltы 1 для доказательства теоре}rы достаточно
получить оценку (!). Послеяняя будет иr.rеть место, если она выполняется для

[: - ""."rо l| при каl|(до,-t !,-l,,..,K . Покажеr.t, что это так.
пуi',, пь(OrА Ъач).0,

Ц 1k,h,|)- (dоп lLat) u lv(a'n'+ у + у'О') ,

В силу (tl), (lЦ), (l2),

la;,o,/)l = С ЩП |,ha;n' i n! 
,r,tr,,,!f 

e)-P,*,Lcll,

Т' Ё:-', 
"- 
;?;|Ц, Ё) ""*' 

;,i .';::" 
j:'' ! !? Ь'] r,

Н 1k, h, У ) во }.rножество

н tI,i,y) - ПlruOr- t)п а)ч ГQ'П\l'r') (. a'n' ),
7,-Аостижиt|о. no h,''Q- | ". Q(il)+ У(*) . 'оrо" 

для точек

' i 
( lr., h, у) справедливо проекционное разлох(ение:

( l6)

Z-достижиr,rо

переводит

о€

ql



l1

t
+

Зд"", np0" наперед заданно,.r t > 0 и достаточно }.iалоr.r /, О 7.-, r"l
l.tногочлен, построенный по значения" { ".,"о" { i r ld-7'r'li'Ёl ,

R; (d, У, Z ) - r.tногочлены степеней "" "nr" tп;-/+ dy J. tiс коэФФициентаl.tи из Cf, t!n) no ! и по Z , не зависяцп^пЪ, / no
сосредоточенныl.tи в

|(y,zl, | у- ! l"'l . ё, l, - { l'r' |= ,} .

Вэ^Е l > 0 , е> 0 достаточно l"tолыl.iиr получиlt, что дълrобого

f,еНШ,hrУ)пред"rа"ление (l7) определено для ,v*""n^ f на

,!*, l( t' - у4 1 r r у+ t а'"' r | 
ш)- 

d Л С U.''Р - 
rо' 

I 
o'n',

Теперь с по}rощьl0 простых оценок получаем из (l7) np, 7 Ti * Р неравен-

ство

(il 
7 4_,tal r

;i I;IIo,@,y,zl[t(lt 'y)it, tЪrt'у-rЪlфlzdt .

SUD ,

frQ,'h,x)
F,_, ta)

в Koтopol.t

( l7)

tittl -
I

(r

r
г Я I l$,(t,

0

r не зависит от

с,l=
l;

Iл
0

,fl
ъ?

l*
-' а- il n ц'П' )f l, dО'-' dt,

получае,.i on^ {ld-{( i) , P--t
, k, l, l _ . Возврацаясь к переменной р,
Р) - Рr_, (Z) оценку

$шр
н lk,h,|)

lf pl- Р,_,(r)|= С ф ri) 2ь
лгl

-t' , о? (t,Q n ъа)u' )f trrt-"'dt,
0

trq-| 
9,оо;', '

-F а t;

L

{ р

х

(l8)

Приненяя неравенство (l8) к оценке (16), в которой берем Рr_, Tel"i же,

что и в (18), получаем

д:t U, {2 п lъ
-t:-|t' dt,

(lt)

Qt

Teoper.ra доказана np" ki- 0 .0бций случай вuтекает из докаэанного с по-

иочlью заt.tены раэностей интегралаl.tи от производных и приr.rенения обобценного

неравенства 
',lинховского 

(сн., например, fЦ]) .

С л е д с т в и е. В условиях теоре.{ы 1 при ПL: >l<, -t,,
(i= l., . , ,, tL)

ц2

ltt!,r
|L

L-l
)



Kl! r)|= с|уil

Доказател
в правой части (5) на

выполняется оценка

t

у V,Ъi' o^'I'(li,Q,а!, f )r. , (19)

ьство.Достаточ
o|,k, tl, а, u,r, ))",'*':"::":i**""' Y:3:f":jъ

Будеr,r далее считать, что обласr" Q удовлетворяет несколько более

сильноиу требованиtо,пчем слабое условие N,t

открытые }rножества ё, , . , .rё* такие, что

а - Д ёr: r! lёо+ 
,dt 

0r с

д е: lT: \'4
Vo{n) - {*,i"" 0, ( i:r,)ý ...€

ii- ti (И, i# i, при / /r} .

здесь Пt,Р - r,tногочлен, Пi е
Ri @i , У; ) ограничена при

Ференцируеr.iа при Il 1 t/, и par

hrи @t,8p, mаЬ'1{!,8r+ el,

рога. Именно, пусть существуот

il), (20)

|,

("," ) i z.
\aKto /

(2l )

Т е о р е r.t а 2. Для ограниченной области -2,m-[tшествчет множество ttчнкuионапое оrлиfiок J

pkr,): (-t)^' 
\ r,,r,l li; ( 

у ; ) р tr; ) d у; +

- 
II Е br,!i,) SiBs li' (z;)p (y)dy,dz;+

*o?,.,,"i \'Е Q)pQ;)dy;- п,*9+ пi9,

с условиеr,i (20) су-

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выведем пре)це всего одно проекционное

разлох(ение непрерывной Функции через разности. Рассмотриr.l сначала разложе-

ние непрерывной Функции Р @i) ОДНОГО ПеРеrltеННОГО

зависит о, раз"остп /

, 0<[-tГо l

|пi

(22)

Р , Функция

{i, noon".onr-

l,
ограниченны' tri r !i

вна нулlо, еСЛИ ti
, бесконечно диФ-

находится вне отрезка

Ц,Sr. Сr bi,*iai+ef), Ly , с; (U, , t,+il1 ,

где tir 0 е> 0 ..tol{Ho взять произвольно l.tалы}.tи,

Для непрерывных ФункциО {taloт z пере,.{енных, приненяя последователь-

ны}.iи.

1,3



но разложения (22) , построи}r проекционное разложение

f - п*f + п{,
,о. ,'if = П,П, . . . По f - Ёtl

лич,ь от разностей Дr' f (i=/,.

Е - П,* | П, - П| iП, Пr*+ П,П,
+ п,пr...по_,п| + цп,

(23l

ногочлен

,п)
Рr_, , а П*f
. Иltенно, положиr.i

зависит

-... - Пi+п,пr п,пеПj+. ..+
,По: П*tп,

При этоrq пара}iетры представлений (22) выберем в зависиl,iосrп or i специаль-

ным образоr.t. Пусть задано М > J n ny"r" il; - натуральнче чйсла. Выбе-

oerl t,,a; , 0 из условий

ir). t;. !,*о+ ruiа;+пiL. li+ М (bt,,.,,o1,
Представление .(23) будет приr.lеняться для точек

ae|o,1)o u [Ге,М7" * i, Nieill (2ц)

где & - tj-Иорr.

'o"nr."" ac|j,t)" значение frO в силу представления

(23) определяется ,v*"rn.^ f .а 
"rо*ество

Х@) - rЧ 
(Qr, u Ql) Bnn ,

где 
-L L

Qo, Ге, М *Л * 2, lre; ,

Qk _ проекция 0Ф на ( -"epHyro плосКОСТЬ /"r-^ Х*, ,,,,,,!ц- tt1,
(QK_, U Q*) Bnn - вжуклая оболочка ,"tножества Цk_]U Цk,

Ъ "ny""" е€ Г2, УП"+ j Ni е i """u.r". f tr) в силу представ-

ления (23) определяетс 
^ "y*.i"., f на кубЕ'

|е, м+ t^Jo *2 Nr 0 r . уЛ,,rХ 
tyl.

Пусть V tq иr.rеет вид (2l) при aKi > 0, i; -i . Тогда,очевидно,

для заданного Л4 lrolrHo выбрать такие ,"iyp"n"rJ" """n" Ni n Н , что

Хtoс.о + НtVtq, VrcLo,t)o.
Чтобы применить представление (23) для *"*оrо /* из (20) придется,

MolKeT быть, перенумеровать координатные оси и сr.rенить направления некоторых

из них на противопоrюlхные, чтобы свести к случао Окir0, Li- i в (2l).
!альнейчlуо часть дохаэательства теореr.rы 2 проводиrе, используя представ-

ление (23) так же, как соответствушlуr, часть доказательства теоремы l с

по}rоцьlо предстаэления ( l7) .

3 а r.r е ч а н и е. Если среди чисел N; и,tiеотся совпадаоlцие, то тео-
per.ra 2 сохраняется и для обласrп О более обцего вида. Иr.reHHg, условие

q!l



на область я задается соотнощениелi (20) , в Koтopol.i 0k( z) описываотся

неравенствами (2l) в систеr,iе координат, отличапцейся от исходной, возl-lожно,

поворота}rи в подпространствах, каждое из которых соответствует группе совпа-

дацt|их значений l|,1 . В суrцности доказательство отличается лиl|!ь Te}i, что
L

при построении проекционного разложения типа (23) "составляцllие|l разложения

по переr.rенныl.{ с одинаковн}rи значенияttи t1 3аr,iеняотся одним многомерныr.i

проекционныlrr раэлоll(ениелt "
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