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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ СВОИСТВА

АЕСТРАКТНО ИНТЕГРД.ЛЬНЫХ ОПЕРДТОРОВ

С.и.Ц д а н о в (Новосибирск)

В работе характеризуется класс абстрактно интегральных операторов, дей-

ствуюUlих из полуупорлдоченного npocrтpaнcтBa в Функциональное.

Пусть Х ,_ - (- npocrpaнcTBo Iо- ог9аниченных эле,"iентов с достаточныr't
'0число}.t ополне линейных оункцион<lлов, Х, - arо l.tаксиr.iальное расtlирение с

единичей !о и булевой алгеброVt [ (Х) един}lчных элеr,rентов; о Хмо ..to)(Ho

определить операцию улrнохенил сrо xz [ 
' 
] .

Будем предполагать, что Х;, - Фундаr.rент 
". 

Х*оо с нормой lлlr, ,

аддитивноil для положительных слагае,.tых. Тогда 3" (а)-|oallul - !/-ll 
" 
, Ч -

существенно полонительный вполне лиlg!ныл'r Фу"кцiо"ал ""о 
""X}.Mn Нла.ае",

что .{о допускает представленпе ао-} 0о , ,л" |0о} - .по.ri"яовательность
попарно дизъонктных единичнuх элементов таких, что СrХ (0n).c,o. п=/,2, ,,,
Отсода следует, uro Х,"о, - К- пространство счетного типа.

Пусть I'€Х,*r- положительный элемент. Обозначиrа через Ха, - К -

пространство l' 
j пrо"rrч"rных эле}rентов, через Х;, - лине]-lное litного-

образие тех элементов СсХ*, , для Koтopi1 а; |al"akoo. 0пределим
..х,о Хт, монотоннуr, Hop,.ty, поло).(ив xalur,- 

"i 
(p'"lrl). Нор"rрованное прост-

o"r.io Х}, являетсл (В -npocrpJr{r.o", нор}rально содер)lаци,..с" 
" 
Х*".

Обциir вид (0)- лr,"елных фу}rкционалов как ная Xrt , так и наа X"t дается

Форt,tулой х

4сr,Ф) - q}(с^.э), ФtеХ",, кХ;, .

Вспду нlrже ,Qrlr) - пространство с б -конечноir поло).(ительной ,4ерой F ,

Str2, р ) - простронство веulественных |- -rз"ерrrr,, 
"а J2 функциir с

естественныtl ото)кдествлением эквивалентных функций.

l. Напомним, что линейнuй оператор Г , деi,ствуюulий из норl*tированного

простра"ства Z в .(-пространство W, назuвается операторомс абстракт-
ной Hopr,roir (см. Elf ), еслп в W суцествует элеl4ент й такой, что
Sцр
lLtr'з t

КВ -npocrpa'cTBo, г , х\8 @F)
тор с абстрактной норr,rой. Для того чтобы

5ц

Т был прелэrеЕцц_ э_l'rдq

- опера-



(Ъ'J(sl= <э] 91sl) , гАе Рrр - Х - из"еримая фу"кция, принпцаоtцед

значения в ко'поненте XtE)e Х ,

ЕсХ
положительны..t

необходимо и достаточно чтобы Г€ Нr( _E(p,pl) ,Щ
коr,rпонента в пространстве /2 1f

+-ý @,р)) регуляр-

операторо1,1 Jz Х*- J(Q,y) , (Jo')(sl'-
*HJU S ta,yl)

ных операторов,

- 1frr,i>зб , !$l-/zQ
Не уменьчlая обtцности, r,lы будеrr доказнвать теорему, предполагая полохи-

тельность операrора Г
Л о к а з а т е л ь с т в о. Необходи1.1ость. Пусть (ГС( )(S)-<O1PFI>,

rде Р|{2 -Х - поло)хительнал /-измери}iая Функция со значения"ц эХtа,
Существует такое }tнo}t(ecr.o Qо , чtоРQ- 0 n в каlкдой точке 5gQ-Qo
вчполняется P(s) - sup пt В) , rае pný)- Иf Pts1,|/E ), lt-1,2 , . . .

ясно, что ллл таких te!), t?o ,""", "e.io РlF)<Рхц(S) и tlЬ)€ХГс),
N - 1,2,, ,. . определим опёр"rор' Гп з X-;S(a,p'), (f,c')ls)-<ait,vЬl>.

Операторц f,u образуrот r.ioнoтoнHo возрастаццур последовательность, и для
лrобого а*е Х* Функция l1,:r*)ts)l- l<c|9tsl>l -,,fu^|<z|Prlsl>|-
=!iу_о^Lru c*)1s) .,: р - почти всDду в Q , t.е. {if:o. TaJ.
сf"*дГ"оr]пrно, Гll 9т' . Так как для лrобого положительноrо о*еХ* спра-
ведливо 

'u:*=,7?*, !:|а.,: , то TneHr(X**|ta,P) и, таки1,1

образом, Ге Н_ LX'-*8 |!?, pt).

До"rоrо"Jо"rr. пу"* 7' Нз (Х*-S(Qrр)) - попо*"rельный оператор.
тогда Г- чТrt , гАе Tu- Йf (Т, N J) i д1-1,z,..,

так к& для лпбого о{ё Х* верrо |1 Tnt r')tsll-. ,V. с1 -о> 
у (s) ,

то, использул теорему 1.1./ f ]] , MolKHo запи.сать (Гrа*)|sl-<а| 9r[sD,
где gl! z D *Х , р ,пзмери,.rые Функци", f- lr2r,... Kpor.re ,о.о, 

'р.
<91F)<'Рr*$r r -почти всоду в Q , " из неравенсr"" l. o|9H$l>l<
<ДFСlЕ>lrtS) следует, что для f -почти всех seQ значения р7 (sl,
N-!r2,... , прrrадлежат KolitnoH""re Х(Е).

так как П*Г, l,/-J,2,,,., " Г 
'11** 

3 {Q,р) - оператор с абстрактноir
нор,{ой, 

li;.f4 l|T,lo*)(ý)l- IJ.H, |<c\,2nlsl>- lрl(9)lх <

<.9*P_,|Иc'itSll <U(g<;'' , fJ,почtи всоду в !?. вс'''лу f ,""-
"еЁй"6Еi" ФункциЙ Р х З Q*X , N- 12, ,. ., Функции l Pu {sl l, ,4 -rз^rерп"ы , и

ясно, что найдется r.tнoжecтBo \-QrрР, - 0 , такое, что для всех

'|,Q, Qо иlrtеет ,{есто tPn,ts11 ._IrЭ ), il-|,2,,,.2n lPлtslixs,zЛ(s)<oa,
N-1,2,, ,, . Так как Х - КВ -пространство, то для этiх 5qQ-Qo

суцествует 9{g)-sffPPM 1s1 n ltplsl-Pr(s)i, * 0 , т.е. ,| zQ*X
является 

f.l, 
-измериrrоir функцией. Из определения коriiпоненты следует, что

suр Q.,(3)-р(s)€Х(d).N, дi" nмoro полоtfiителh\ного с*е Х* равенство (то*)(ы- Sу)(rldrc)-
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- S*P < О*, Qп( Sl>:<c] P(sl> будет /.r -почти всюду. 0тсюда следует,
,.lrо iп" "."" iс*€ Х* верно t Гg*)151- <Ф*, tp ts)) . Теорема доказана.

Пzсть ,\", С Хmо, - ,( -пrrосrранство Ф'-ограниченных элементов.
tсл" .g'. \', - Функциtlнал, длЯ которого Xrl ЯВЛЛеТся KoMnoHeHToir суцест-
венной псложительности, то lX- ""р" ,а 8й) -urп"aой алгебре единичных

элементов "з ,\4,
Напомнирt f Ц-! , чтq последовательность leoja J Ur, ) сrод"rс" *

е< В(Хс, ) звездно относительно p)-."ooir"o.rn ,о-rоо , только тогда,
когда cxGo)-ox(e).

Теорема 2.Пусть В - буп"." алгебра с мерой У У - р"rу-
лярное ,\ -пространство счетного типа с единицеi! /о. Фу"*ц"пF:$.*У,
F pl- n(e) уо
таких| (|т: ,.(

I,) ).

пвляется единицей в пространстве Функций gz В*У
en) :g,р е) пои у)(0о) -v (е) (т.е. непрерывных по мере

fl о к а з а т (: л ь с т в о. Пусть !:В-У- полож"тельная непрерыв-

ная по rлэре V фунl(цил " iл| (F,Р):0 . Покажелt, что <|= В.
Пусrч 3,a { е. D - произвольнЬil элемент. Предполоlхим, что f(о* 0у,

т".яа (tnf 1Гigl|р- ^i,пt _\F(П + <!(cel) ( здес" Е - Aonon"."""

7 . )олппо*"rr", п"оа.iаоЪiноit элеr,rен том !).
так как ! - пространство счетного типа, ,о iцf lFEl+P(Ce))-

:лL!r!_"IFtZ-о)+9(сdпl: 0, и, в силу r,а|ti|аl2F(ё)l
,3;=д'&1'" noono.n"oo".r"n"ro.r" |ё;l с |V"J такая, что t(E1) * 0.' Обо.""*r,"

Ёr= |E,Ve|E;l, У(D)-. к-' \, 14*- ly- (rtD+,!tE)), Zе t*J.. ясно, что

Ln|M70, л=1. j,. ,. ,u, М*_, g,Y|K . Йсполозу" регуляр,ость У , Telii же мето-

доl4, что и в ле,'l.,tе 5 t 
'j 

, морно показать суulествование подпоследователь-

"о.," [р;\ 1IT;\ Ta*ori. что (о) -,Щ._(FВ)* р(Щ.)):0у,
т.,.д" 19j- Щ'е'trq) : 0, ,..о 4]*-*", /(Гj)*О d , Toio)

- t0) - !rh| icr, 
,1! 9р -0, . полученное противоречие доказывае' 

Н"l"*ЙрЪ , 'Hi t Х *Y ) буАем обозначать пространство регуля

-k,n?-
т теоре,..у.

рных (О0)-

н(jпрерывных линсilных опеDаторов, деirствуюtцих из ( -npoarp""cTBa Х " К -

lrp.lt.Tpt]HcTBo / , через Н*0 { Х .---,*У) - пгrостранство регулярных линеЙных

riператоров} псреводягlих послеловательности, звездно сходяlrlиеся к нулlо, в

последов(lтельности, 10)-схс>длщиеся к нуло. Известно Ё|] , *rо для случая

'l' : ,? выполliл.]тся нощ ix*y)
[ с,u р t l,t а J. Пусть Z

-суtлеств енно поло),(ит|,пьны}'l вполне

,",.. r-, "-", Ф, -, u ",rr"lТГдп, | Т()Г., чтобы линейный оператор

- H!tx-v).
- пространство ограниченных эле}.tентов

,лГ)а;{еннlrЕ * 1_{ -.1,,,,_ тэi1.1,- TBj/ :: z

--* S ({J,l) б",п пр"д.r,,э"" в в"де (Гz-)(s):1Z*,
Г з!+-,
л -Lk' ',5. +. , -

|)i'-,* ,f lb:l,1ll|,
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fl о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Так как Р, Q*Z -
- H:(Z**P) ,то необходимостЬ условия следует из определения 1о,l-сходи-

мости в 3ta,p).
l|остаточность. l(aK упоминалось выше, вполне линеitный L_vщественно поло-

жительный бункционал ] над 3 
* 

""nn"r." 
Mepoit над булевой алгеброй

В ( z* ) единичных элементов, и эвездная сходиltость " В (Z* ) совпадает

со сходимостьп по r.repe. В силу теоре}iы 2, qункция Fz B(Z*)*S(Q,y),
F(е1=1е,7> уF),9G)- |, аеВе*), является единицей в пространстве

(В (z* )*S tb, pl i аддитивных функций, непрерывнrl< no 
"ере ,7 . из 

.

1-6, утверждение уtц.l .45-J следует 
]о]rо* 

noo"rpaнcтBo (Е 0-) *3 tз?,/i
решеточно изо}rорФно пространствч HiQ'*8 rQ,yl) . Тогда оператор

J zZ**Sta,p1 ,(Jz*)Gl= iZi,Z>q(s),9В)-lв Q является единицей

" Н! (Z*-. Е tQ,pl) ; лобой on"p"rJp ie Н! 1Z**3 @,yl входит в

коl"tпоненту, порожденнуlо операrоролп J и, по теореме l , и}iеет ьид t Гz* ) (il-
- <Z: /(Sl> , гАе Pz {)-Z r-изr.tери}iая Функция. Теорема доказана.

П. Пусть Х- "op""n.Hoe 
подпространство в Х^оо, f 'Q 

*Х*, - та-

кая Функция, что для лобого С€Х Функция Pc\)-y(s)"c принимает эна-
уХчения в d, и является р-иэ}^еримой. Можно записать оператор Т:Х*

- E@,i\ в виде

(Тr)(q - о; (qвl"о), л (|)

В Tor.r случае, когда Х - "op""nrroe подпространство " 3tOiY'\ , класс

операторов вида (|) совпадает с классом интегральных операторов Гil .

Так как реализацил Х в вrде нор,"tального подпространства в J FЭiР')
всегда воэr.tожна, то операторы вида (l) можно считать аналогоl"i интегральных

операторов - абстрактно интегральннми оператораl.iи.

Естественно ожидать, что для абстрактно интегральных операторов суцест-

вует аналог известного критерия А.В.Бухвалова t 5] об интегральном пред-

ставлении линейных операторов в Функциональнuх пространствах. [ействительно,
справедливость этого предположения устанавливается ниже теоремой Ц (для

случая пространства ограниченных элементов) и теоремой 5 - в обцем случае.

Teoper.ro -ограниченных

эле"е"тов. Лля тог Т z Х r,t Е (Q,l/) был абстрактно

nrr"rpanr"n", ,еобrодr"о " досrаrо.rо, чБп ГС*Нid",*ф
Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходиl"iость. Пусть f :Хr,* StO,Yl-

абстрактно интегральный оператор. Тогда (см. f ], лемма 22.10]ltГэ',)(S)-
=?ir{ (s)> , гяе ф rQ*Х'",- f -имери,.1ал Функция. Так *"* Хr|, -
: Н: (х^,*р) - пространств о (о) -линейных Функционалов и

Hitir,lr)-H: (Хr-Р), то оператор / переводит лпбую последователь-

ность |О)) С Хr, , звездно сходяцуюсп к нулю, в последовательность
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И";)tSl} С SG?,ll) , сходлцуlося к нулlо /-почти всюду, т.е.
iсi -ч* Q и Г с Н: ( хс,* S (c2,Fl).

Достаточность. Пусть .rrН: (Xr,-3(ay|. т"" *ак Г= r,- 

','а" Ц е н! lX r,- S Q,/l), i- l,i,- -*попо*rr"льные операторы, то, не огра-
ничивая обtцности, будем cunTaTb Г полох(ительныr{ оператороl,t.

По Teoper,re X|.1.3l из 161 , Хх, разлагаетсп на счетное r.tнob(ecтBo

попарно дизъонктных коr.tпонент Х о! , l-/r2r... , ка)|{дая из которых представ-
ляет собой (-просrраrство С|"-огрбнпr|енных элементов, и " Хa; , i-11 ..,,
найдутсп суцественно поло)|(ительные (о)-линейные Функционап" а;

flалее, лrобой элемеu Pr;^i ( P:r.-..on"r"Top проектирования, "i Х"r) иr.rеет

"no 
Pzlп^' 0"!оФх , ,A"-gn, € i(х,м) след элемента .ai . пэ'r"ор""п

3 и лемl.аы 2.2.1"О из Е 3] след'уеr, 
"то 

(TPQ а' ) ( s)- oj(lg'ts)"e",)nl'), ,.я.

92л,tS) - eg, pi(ý), 92_r: Q*Хп,,fl,измеDи'ая полоl|(итеп"rа" Фу-*,ijя. Далее,
*i 7-\Ос'о €лr, ЙЪля лобоЁо ll- |,2,,.., и,.tеет,r...есто Г( 2 е^, о g' )$)-

=о}t,Ё*',f 'ts) 
.;i. о')-"iФrlilох'),rАе ptlrc)- Я nr," plii: i,j,?-x;, -

/_йзi.rериr,rые полЬlкительные Функции; ясно, чтО-fulsi<Рпrr(S), N=/,2,...
Найдетсл,"tнох(ество 4aQr/rQо_f , такое, что лля всех S eQ-!2o " все,
N - 1,2,,., _ .прi""дппво а| (9nt"l"i)< (Го')(ч<ео.

Тогда в Х jl. 
,счщест 

вует $шt Pris1-4ts) , /l, ,измеримая Функция такая,

что Р(il"Oр1 - 9'(S) . Длл рrоО5г., 
попо*rr"п""ого cre Хr, и}.tеет r.recтo

( лr'jrs.l - 
\о) 

- h* r (_Д n'" в ,g)isl-a- fu$ tФпtу" о'l -о}191sл"ф
Такиr.r образой', / -абётрактно интегральныir оператор. Teoper.ra доказана.
Т е о р е м а 5. Пусть Х- нор"альное подпросrр"r.r"о"Хrоr._I!д

ограr"*е"а в Х

х , следовало 1Гq)(s)-0 l -почти всоду
ritоФ

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть

абстрактно интегральныir оператор, (Гr')tsl- cilPlSl,П), {rоJ е Х - по-

следовотельность, звездно относительно (О)-сходимости a Хпаg, сходяцаяся

к нулlо и такая, что |ql<ceX ,rL=|,2,, , . . Найдется ltножество 4a Q,

/J Qо - 0 , Tal(oe, что для лпбоir точки Se Q - Qo последовательность

[9tS).0o} a Х;" и, В СиЛу 10)-непDеоывности операции уl,.ножения, звезд-

но относительно ' 10)-сходимост" в Х,_" сходится к нулlо. Кроме того,

|P(S)"Col< lPtsl "tlеХ "" 
Следователь,"о, {,p(s;"co } сходится к

нулlо звездно относительно 1о,l-сходимости в Х, ; По теореме УП.6.2. иэ

tr_l """"" !P(s)ofn!x.: * 0 . так *"* |r",g4,1rsl|-1r{ lpls).Ia)|<
< lP{S)"Clr, , ,6О (Гtп) ( sl 

- 
0 р,почти всrrду.

^fо
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достаточность. пусть выполнены условия теореl.tы, rr€Х - произвольный

полохительныti элеr,rент. Тогда по теореме Ц Т z Х_* E(Prtt) - абстрактно

интегральный оператор, ( /с) (s) - ni @/sl "с) -'!,п,ф, (.r!' 
: ф,' а 7,Xi, :

r-иэл4еримая Функция. Далее, пчстi, t1<Iz . Тогда (Гc)tsl-r.}(Prtil,C)=

=<цфr(sl> , где фr, !) *_Хi^ - fJ -измеримая Функция, Так как

т,. ", , ,о Хц = Х", , X\-L Xi ,"lrrlr;. ,-lxlxi,. Поэтоrqу

фr(s) , расс,.tатриёаеr.rая Со знаiенияllи Ь Л". ,-Ъвляется-' f -изме9имой.

дпi """" сеХ' 
"п.еелп 

(Tc)G)- {c,{t(;i> - <r,!2(s)>- оiФ,F),е)
ft -почти .садJ Bt?.

Покажеr,r, что ф.(sl- фrG) для l' -почти всех SeQ . Так как

Функции ф, , !2* r|, r, lr, Ь * Х}, l -""""ои!tы, то суцествует сепарабель-

,":;^ffi 
'," !'у,' ui,o, 

" 
: Т: : ::' :' ]i" l;, 

" """,], " " 
]],il ii.,i' i' 

"r' 
: ;:., _

pa"crBa 
'2! * 

существует счетное ,.rножество / ,а*о", ,.rо

lri,, - SuРl.цiх>l,хеL . В силу теореiiiы Yt.3.1r Е8] существует счетное

п.rо,ffirJо''Л Vа Х_ такое, ,.rо lc ll "t - St]p,l. д', сrl,rеl . отсода

tИ(sl- фrВllr, - i' fl -почти ..оо, Т' !)t' .'uТ"*"л образоtl, l.to)|(Ho записать

LTdGl= ci i,fr]tsl, .сl Аля всех ае Хr,
Пусть Чrtz - произвольные поло).(ительные элел.енты "эХ, Х, -

=sцр(q,qр тогяа (Гc)(sl- ri @Gl"c) - С} @g$),I), аеХ?, , (7d(9-
- tl Wr$l" с) : с; (qrtsl о с) , t rХ", .

СледоватЬльно, для всех зе Х раве'"сr"о |То)(ф- ci @ Н" с) будет

| -почти 
""оду 

*), ,д" Р,:!2 -Xrai такая Функцил, что для любого

Ь;{, Оrr-,1, я lPr(s)-f1 ý)oI, 9"r12-X'"" измерима. Таким образоrя,

Гz\ - St12,p) - абстрактно ,rтегрiльный оператор.

Т е о р е r.r а 6. Пусть ХСХrо; нормальное подпространство с еди-

ницей g,l,Г zX*E({?,p )- линейный оператор. Утверждение ,, гз х*8 (!?,r) -
нениD ния

2) ,,7€
3) "если-_
1Дэ, ,

Z, топология в

то из пп

(X"-,S 1o,pl

!*0 следует (Гq)(s1-0 r -почти 
""оду " 

Q
{

Кроме того если ieX существенно поло)fiительный вполне линейныйс'
Функционал "ад Ха' , то и утверждения: Ц) / принадлежит коl.tпоненте

ц"1 (х р))",-8 
([2,

t'"Z)gtх

, порожде}{ной оператором J, X c,*SU?,p), (Jo ,s)o

0
Справедливость этоr-r теоремы непосредственно следует из f 7, теоремы

2. '] " Е9, теоремы А9] и из результатов предыдучего раздела.

59

абстрактно интегральный

1),Т еН;(х*ý U7,y)) ll



Литература

l. В у л и х Б.3. Введение в теориlо полуупорядоченных пространств. Н.,
Физr.tатгиз, ltбl, 407 с.

2. В у л и х Б.3., Л о з а н о в с к и й Г.Я. 0 представлении вполне ли-

нейных и регулярных Функционалов в полуупоряАоченньlх пространствах. -
,,мат. с6.,,, l!/l, т.8Ц, }г 3, c.331-352.

3. li д а н о в С.И. Интегральные представления операторов в локально выпук-

лых и полуупорлдоченных пространствах. Канд. дис. Новосибирск, l975.

Ц. В л а д и l"i и р о в Л.А. Булевы алгебры, }l., l|HayKat|, 1969, 3lB с.
5. Б у х в а л о в Л.В. 06 интегральннх представлениях линейных операторов.

- "3аписки научных се}iинаров ЛOМИ АН CCCP|I, l97t, }l Ч/, c.ý-lll.
6. Ка нторович Л.В., Вули х Б.З., П и нс кер А.Г. Функцио-

нальный анализ в полуупорядоченных пространствах. Н.-Л., Гостехиздат,

l950, 546 с.

7. il д а н о в С.И. 0 некоторuх вопросах обцей теории линеl-tннх систеr.t. -

В кн. : 0птиr,rизация, 1973, Г 2 (29) , с.52-76.
8. Да нФорд Н., tUва р ц Лж.Т. Линейныеоператорц. Oбцая теория. Н.,

ил., 1962, 895 с.

9. Аmеm 1 уа I. onordered topological linear Spaces. -
"Proc. Int. Symps. Linear Spaces", Ierusalem, 1961, р.14-23.

60


