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РЕШЕТЧАТЫЕ КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ

С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТД4И

В.И.П о л о в и н к и н (Красноягск)

Нногие работы С.Л.Соболева и tlругих авторов, в частности ft-5] , по-

священы исследованио последовательностей кубатурных Фор}rул с регулярныr,i по-

граничныrii слоем (сокр. ПКФСРПС) и последовательностей кубатурных Фор^lул с

пограничныrl слоем (сокр. ПКФСПС). Совокупность ПКФСПС вклlочает в себя как

подкласс мнох{ество ПКФСРПС.

При выборе кубатурных ФорЁrул для приближенного интегрирования Формулы

желательно выбирать таки..tи, чтобы сумr.rы абсолотных величин их коэФФициентов

были минимальными. Если для вычисления интеграла с постоянной весовой Функ-

циеЙ применяется Форltrула с положительныtiи коэФФициентаritи, точная на констан-

тах, то cyMr.ta абсолlотных величин коэФФициентов ltиниl"tальна и равна r.tepe об-

ласти интегрирования.

Из определения ПКФСПС вытекает, что если lIJаг сетки стреr.rится к нулlо,

то суr.ir.tы абсоЛDтных величин коэФФициентов Форлrул из таких последовательнос-

тей стреr{ятся к ,.1ере области интегрирования. Это обстоятельство не приних(а.

ет существенно значения свойства положительности для кубатурных Формул,

образуlоOlих ПКФСПС. Лело в Tor.t, что при стрел{лении к нуло tцага сетки сумr.iы

абсолотных ,еличин коэФФициентов кубатурных Фор}iул, образуlоцих ПКФСПС, tlo-

гут стреl'tиться к мере области интегрирования относительно ,.rедленно, а при

реальноl.t численноl"t интегрировании lлаг сетки узлов не иожет быть сколько

угодно l,tалы}.t.

В настоящей работе покаэывается, что для областей, удовлетворяlоlllих

слабому условио конуса, l.ioжHo построить ПКФСПС и ПКФСРПС, состояцие из

Форr.rул с поло)l(ительны}.rи коэФФициентаl{и; расс}rатривается эадача о построении

реUJетчатых Форtrул с лоложительныl"tи коэd.Юициентами, образуоOlих асиr,rптотичес-

ки оптиl,iальные в класс ", L; @) , bi tC^) ПКФСПС.
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Постпоение реч,етчатых Форr-rул с положительны...tи коэфФициентаlitи, образую-

щих ПКФСПС, проводится в данной работе методоr.t, сходным со способо,l, с по-

моlцью которого в f, l, c.705-706J строились Форr..улы с регулярным пограничныr.r

слоем. В обоих случаях кубатурные Формулы строятся с помоlцьо суl"|l.lирования

экстраполяционных рещетчатых кубатурных Формул для разбиений областей интег-

рирования. В настояцей статье, в отличие от flJ , на экстраполяционные

Формулы для разбиений области интегрирования накладывается следующее условие:

расстояния ,.rежду узлами Фор}rул должны быть достаточно больlllиr.iи по сравнениD

с диа}iетраritи разбиений и расстояниями от разбиений до ближайчlих к ниr,t узлов,

соответствуюlцих иl,t, экстраполяционных кубатурных Формул.

0бозначения i п - натуральное число; Еп - rЪ -мерное евклидово прост-

ранство; /, - попо*rrельный параr,rетр; ,?о - "rо*ество векторов из Еп с

целочисленЪыми коr"iпонентаl.tи; Q - огра"иченная область в 7|о ; если

х+ ll z |у,у- I+z,ze М); 0; L"-@,,...,Xo) z 0< Ct,..., Io. l,J ;

Q{hfl- Ul* G|п а \ Bh= U, N, Rп,,пеLO(h,Р>OJi

а,= [t,l<Ро,V tТraJ.L
0 п р е д е л е н и е |. Последовательность кубатурных Формул

. J {trldr, * йrr; f tl,pl (1)

( С: - постоянные) называется ПКФСПС, если суцествуlот конечное множество

р. Rп , константы L>O,сr,zе|,с;,о!,о,ре9ъ,lеВl ,

удовлетворяlфlие следуоциr.r условиям :

а) кубатурные Фор}iулы

о},,,/ 
tald" О 

Fоъ'!,ч f ( ftp) ,

точны на l..,|ногочленах степени ниrце гrL ,,

7ебs, (2)

(3)

б)

^huB
h

Cl,p

u lrir l< lho 7

/, ,,) 
п"rпr 

расстояние ._Ео 
_ 

о, ll, оо Ео_{2 _ больuе fh l то

|io- h', о_, "р" Гр- lJer ,olo- 0 no" ф- t]{ r .е' 0пре-деление 2 L6, с.ii8].ОбластьЯ удовлетворяет
слабоr,tу условио конуса, если суцествуют u"сло Н >0 , Заr.tкнутые прямые

круговые конусы с верцJиной в начале координdт, высотой Н i V, w ), ,, ,
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. . ., Уa (,{,) - ,"*r", что для всякого хе а сллествует7 @)rl|,...,S},
при которои t" * V jr,lH)} С g2.

Т е о р е м а' l. Если область а удовлетворяет слабому условиlо ко-

,То нее с лч которой имеDт положительнче

коэФФициентч.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть обласtь Q удовлетворяет слабоr.lу

условиlо конуса. Считаен далее, что конусы V(Н),.,.rVg(Н ) и Функция i@),
соответствушtие ей в определении 2, вчбранч.

Есличисло |2Q , тообозначин

Y.И)-{"j r,
Полохии также Кr,л-
Условимся, что буква О

|J будут обозначаться

будет обозначать вектоо" "з Р.,
N|r,,,,Хп , т.е. будет вссгда

N- (7rr.. , r|п) е Rо,^
вчберем систеr,tы линейно-независинчх мехду собой вскторов

, , ,,|r| 3|,-, ' Rо " u",no А ' 0 так, что np, tеR|,*

' {#r,у',* a,J .Vjlil,
Череэ 2

i , |,,. .,s ,

, а координать.

t?!3i-,, . .,
, j'l,, . ,rs ,

(l,)

обозначи1,1 натуральное число, больщее диа}iетров чi (д),

Если вектор аеЕо, jrLl
будут обозначать координаты Ф

Покажем, что если {

0пределим l.tногочленн Р|, ъе Rо,*, j, Llr...,SJ,

п!w) - I п
dг0

4- d^

L^- d^
d*ft,

- t|ногочлен степени ниже пL

,...,S} , то сиriвол"С! , i.-lr..., П,
в разло,{ении по баэису " 

L,Y! Ji., ,

, то по"/еtl,...,rJ

Zr^^/ 
(* n,y{) Э| el-f lo, (5)

l|ействительно, свойство опредсленной в ЕLtL Функции / бuть l.tногочленоl.t

степени нппе l1l не зависит от вчбора базиса в fo . Поэтоr.lу для справедли-

зости (5) достаточно устаноэить ото раЕэнство для одночленов от псременнь.х

ti,,...,alo z' 
|'tr)-bi,...,j,)1 ki,,..,/^)@"""*)- pir' . ь! Г" (6)

ппи |4|_ с(, *.. , + ып< п,
Пчсть / имеет вид (6). Тогда
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f Q,,,?!)П!в,:
,l

п
K=t

v
п-l

",п
^ i,-o
dr{z,

1,4"L
пrl

zzt0
d*

)leRo,^

Введеr.r обозначение. если число Q ) 0

(7)

(8)

( l3)

вытекает, что при

так как интерполяционные операторь Лагранжа, интерполируоlцие по l?. точка..i,

отображаlот ,.tногочлены степени ниже lTl/ в себя, то выражение в скобках спра-

ва в (7) о""rо (с/ )*' , и равенство (5) верно.

из опреАеле""^ R!,,iaU,...,S} , N€Rп,*, также пои feRo,^
следует

,; (?,,,/i ) -
/ пр, t-p

N{Jo,0 при

,То
G@) - tr= (q, ..,Iпilz |c,l,...,lool = сlJ .

Из (8) и непрерывности Функций Pf, вытекает, что l,io).(Ho найти число

l е (0, l ) такое, что при j-|,,',.,,
I R! t,cl, t/z , если с.OГ0 @+lil, (9)

lRIel.Por'r(z+t7';1-' , ",n" zеR|,^, аееГd@+d. (l0)

Выбереrе натуральное 1,rl'| . Считаем в дальнейч!е1l

h=lъuJit, (ll)

где натуральное f ,"*о"о, .,rо

Гt+t . НА-| 1r2)

Нине определин векторы d/ , t' Е l, . По" [hу7е Е полохиr..i

di- ll. _ г' Пу.r, !е8ъ, ГhуJ / Р . Для таких / выбе,реr.r точки с (l,X)e
е Q (hrt) . Если i. Нд-' , в частносrr, *оrА" fi,t удовлетворяк)т
(''), ('Ъl, конус |Cth4l+Yjt"th,ylltAillC а и содержит некоторуо

'!,'Y dt': hР , где Fеоh 
-, 

", 
Выбере}i при KaжAorr 1,6h,

LhlJ t-a по такой точ*е dj'
_О ооо.ъ"чп",,/ h*,l еВъ, Г/ri * !ъ7с Q,
Гhу*Ъх}4zr\iJеd *,",,,""л._Оf ,7J' 

пои /е Cl,t

п 
l |l'lll - 

|ita;) i:" l / Ц.
Из определения ch 

"nr"*""i' ";" df : ц npn lrC,t'
0ценки (ll) и (12) показыварт, что

lL. нА'' ,

и3 (l3), вклlочения (4), принаАлех(ности

lебъ , z€ Ро,^
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td!- Ъl"$ u,y ]1U,у) .D
t,

и, Kpo,.te того, при 
'' 

R|,*

ld ;- Ъ^ Z z,ri,Ш'll* Е *ъl с Q.
Формула (lý) показывает, что если t СRi,_

пuъ|{d!'+ 
'^?, ,r,з!""r 

еr\п Q! = h' . 116)

BBeдer.r операторы Xf , 7е Щ ,,

tlf rl @, :"?r.*r Ё,Ъ' r*ý,,i!/"П)4'П (#), (17)

если cea(t,P . прп zef,{)t4C/,p] считаеr. lf tr1-o.
Из (l7) и (lЦ} вытекает, что Х; определены на Функциях, нёпýерывных в

а
Рас cr,loT риlч последова тел ь нос ти к уба турных Фор},|ул

\t,o* -) urrrOirlLp)dc, 1r8)

Последовательности (18) имеrот вид (l) и являrотся ПКФСПС. Форr.rулы (2), qooT-
ветствуrщие иr.i в определении l, r4огут быть взятч такини

( 1q)

( l5)

,То

( l9)

начиl,t коэt!фициенты Форнул (19)

eHcтBar.t (3) . Положиl,t также:

tlt,lz.*! Vitt|ddc.

u.о."О'r'l'Д, r!, рroЬr", у "О, обоз

и (l8) при узлах |1х5 . 0ни удовлетворяот paвl

Юi= t р, r, 0r, 
"!+ 

о, mе4, а (h,p) . hО \,а}" Покажем, что-пои PeOtr
l,b, р, Q,cf l о, mеъ 0 о|,р)= l О 

J.

( 20)

рассttотрим вначале iit"I,1;,o" рrа;
Из (l6) следует, что

'!,o---Q 
, *о,о" drt+рL, prqtr', le Btr. (2t1

Установиl,t теперь, что при всех P€Otr, fебtr,
,!,о, mеь а Ш,у) f Э , если dl'- hр , Q2)

0бозначиr,r \ _ hl l DjШ,l (*/; \|u;
при rе0 (/,,N) "'1'!!l"L:Ё-а;|rОtг,#,i'rl , откуАа следу-

ет ' что 
8з



ot' , o";fttt,t,llr|"'' (#)\
из (23) , (9) и неравенства д,.0-' следует, "rо Ц! ' '/2

::/;Т 

" 

i! "Y 
ф, " 

:; )' i o,ni, i !,
Из (22l , (21) и (3) следует (20) при FrОl'.
Рассlчотрим случай ВеЮ? .

ЕслиуaВl, rr'R!,_О таковы, что

d; + lх Zyit'" - lp,

,о 
"!о-! .r!'''(#)r", откуда, аналогично

",i!; 

"\ 
"),r l,,о",',,' l#)|r, *

= 
ho ,rftL,,,rrPl'o'",rl|l ,

( 23)

но

(2Ц)

(23), получаем

( 25)

, Apl d/,
(26)

таких, что при некоторых

обозначим количество элемен-

Из (25) и (l0) выводим, что при l'8l, Р'О;
Ioir|. lr'lэОr' ,(.r /)n.oJ-',

Полохин: B(lr,р) -мнохество /еБъЪеRi,, эчполняется (20), через 4 (pl
тов ti,/1,B).

по" ре.О| имеет }rec'o [|d, D I

Аа и из (22) следует, что с!,о- /lof Z . Это

и (3) показываlот, что

,trr!,глА,r,r,|r!,о|, i't'Р-k's@чf *"f 'r, Фil .

Если Фикёиро""rп д eЩtr, irlt,...,r}, т, Р|,_ ,
во (2Ц) r.iox(eт выполняться лиlль Аля единственноrо d! , l е Вl ,

аеО, может4соответствовать не более, ц2е+2'1fo элейентов

таких, что !-Q'b . Следовательно,

cr(lil . 2О (a+r)o э,пО.
Неравенства (27) и (28) показываот, что (20) справедливо при

0тспда следует (20) при Рr Oъ ]4 утвер*дёrие теоре}.rы.

и ПLРЬ0 И,|i-lо . о,"о-
нерааенство, qорr.rулн (26)

l27l

равенст-

Всякому

!еlъ

( 28)

р,о;.
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0 п р е д е л е н и е 3. Если 3адана ПКФСПС,F, Cz, Z€r
жество и числа, соответствуrщие ей в определении l, то Функционал

ределенный равенствани

- t"iнo-

1,on-

2. Еспи фласть Q удовлетворяет слабому условио кону-

(!, f )- \ f t"lan - 2 crf {z),
ё, 'er

назчвается сопутствуочlил{ Функционалоr.i данной ПКФСПС.

0 п р е д е л е н и е l{. ПКФСПС называется ПКФСРПС, если она обладает

сопутствуцllил.i Функционалои, значения которого на всех &rногочленах степени

rr7 равнч О .

Теорема
са, то для нее суцествует ПКФСРПС, Фориулы иэ которой иr{еOт полоt(ительные

коэФФициенты.

Д о к а э а т е л ь с т в о. 0пределения l и 3 ПкФСПС и ПКФСРПС зави-

сят от числа пL , входяцего в Фор.,rулировки этих определений. Назовем это
число "точностьо" пкФспс или ПКФСРПС. Всякая пкФспс точности tпt/ явля-

ется ПКФСРПС точности /tZ . 0тсода и из справедливости теоремы l для

ПКФСПС произвольной точности следует теорема 2.

В гl-ц] был paccr.roTpeH вопрос о существовании асиl"tптотически опти-

,"tальных пкФспс или, что то же car.toe, о суlцествовании пкФспс, таких, что

Функционалы оцибок форl.tул из них образуют аси!rптотически опти}itальные после-

до9ательности Функционалов. Интегрируе^.iые Функции предполагаотся в Е|]

принадлежациriiи класса,ii ti(C"), li tal , в Гz, 3] класса!.r /; (g),
LiG^) , re(tr"o1 . Работа (Ц) посвяцена одномерно,.iу случаlо. 

'в /:Q),
iy{c")' асп"птотически оптимальны пкФсрпс.

Подробного описания класса областей интегрирования, для которых спра-

ведливы результаты Е2, 31 , в этих работах не приводилось. Из реэультатов

Е7] следует, что Teope!.rы, доказанные в Е2, 3:l , верны для lлирокого

класса областей интегDирования, в частности, для областей, граница которых

удовлетворяет условиlо конуса из Еб J . Этот *na.c У*" класса областей,

удовлетворяlоцих слабому условиlо конуса. Для областей интегрирования из

[,7 , с.6 ] су,цесrву|от аси,.iптотически оптиr.rальные в L; U)), L; (Е^),

П;,п{п/п,ll ,F€ф,
асиr,tптотически оптинальньa

ства

ПКФСПС. ПКФСПС с сопутствуlощиrr Функционалом

. l;U?),/;(E"), если справеАливы равен-

Г {. п9и |<!-R 1

([td,с* ): ,{ (2эl

L 0 при l4|< пL

при определенных числа, tчr1осl-п, Е2, 3] . 0тсода и из теоре}iы l Еытека-

ет, что при областях интегрирования из t7] мя доказательства суцествова-
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ния асимптотически оптинальных 
" 
lf, UZ), Щt С" ) ПКОСПС, Фор}iулы из

которых имеот поло)fiительные коэФФициенты, достаточно установить справедли-

вость слодуюцей ниже теореr.rы 3.

Т е о р е м а 3. Если область !) такова, что для нее существует

ПКФСПС, Фор}rулы из которой иr,rеDт положительные коэФФициенты, то для лDбых

найдутся речJетчатые Фор}rулы с положительны.,rи коэФФи-

циентами, образуццие ПКфСПС с сопутствуlоOlи.,i Функционалоr.r l удовлет воряк)-

цим (29).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть последовательность кубатурных Форl.iул

вида (l) удовiетворяет условиян определения l, ф,"iп,РrРl ,!€ё7, -
постоянные, соответствуrоrцие ей в этом определении, причеr.t С; r0, Р - aa

сопутствуD|ций Функцион"п, tu , Bl= ', - произвольные постоянные.

Обозначиr.r через 
? Й""""о" под""о*"araо ,?о такое, что систеriiа,

линейная относительно 'n"p""""rn I dz, Z- (Zr, , . . rZп)е 2

. Г t - tp{o,c*1 при l< l- пz,

Zarz*- { - (з0)

у€t' L 0 прп locl-ta,
разрещи}rа. Пусть совокупность az , Ze 

' 

l дё€т решение (30) и Фиксиро-

вана. Выберелr натураль"ое ч,псло 7 так, чтобы выполнялось неравенство

т-^ Z la.l < l, (зl)
z€D

0пределим бункционалы 
aj из равенств

(д,t)- {* _Z_orf (cz).,et
Из (30) следует, что

8u- (р{*),r*) пои |4|-17,

0 при l<!- п,
CB1,,C;tr=ho , если 9,0z,zcfi.

кубатурные Форлlулы

b)dx. )' 
Рсоо

l по" s€ lultr

l}o { t ъrl

(ltc'l, с*) - J
0бозначим: 

'" tl ,\
Построиl.л пои s€ В1

будем считать
,h h6 -п"l,P "/, Р

(32)

( 33)

(3t,)

. Суммиро-

*[i и Р таких, что 
73= /f 

' 
Z, Z e Z ,следуЕlцим

поло)fiиr.r

4о : ,1,o* z'П l аа,
При остальныхf С 01, , FеДft
ваниеlt Фор}iул (33) построим ПКФСПС
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Dl
\f trla"*Z 2^{i,'o{tlpl. (з5)ё lftsъ Р,е!ъ

Когяа f таковы, что oj f h , коэФФициенты Фор,4ул (33) при

чзлах f113 9авrо СrОо> 0 . Из (3Ц) и (3l) следует, что и остальные

коэФФициЪнтп np" y"r{J'^ /tP неотрицательны. Если l- 
"опrrrrвуюций 

Функ-

ционал ПКФСПС (35) , то [-У+Д . 0тсода и иэ (32l вытекает (29). Так как

числа {u, Wl- f, , произвольны, то Teoper.ra 3 справедлива.

На эадачу о построении решетчатых Формул с положительными коэФФициен-

тами, образупцих ПКФСПС и ПКФСРПС, вниl.tание автора обратил В.И.Лебедев.
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