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о точlIых оцЕнкдх погрЕшности кзмрдтурных Формул

Г.Г.Р а с п у т и н (Архангельск)

Расс..rатривается вопрос о получении явной зависиr.rости норtiы Функционала

погрещности квадратурной Фор}iулы от значений узлов и коэФФиqиентов. Такуо

зависи..rость удается указать в некоторых гильбертовых пространствах Функций

1 t, Z1 . В работе обобщаrотся основные Форл{улы для Hopr.tu Функционала погреш-

ности из f t , 2J на случай квадратурных Форйул, содержацих эначения произ-

водных интегрируелrой функции. Показано, что квадрат этой нормы есть значе-

ние Функционала погрешности специальной кубатурной Фор,.rулы, связанной с изу-

чаеr,iой квадратурной Форl.tулой, на некоторой Функции двух переr.rенных.

Испольэуеr.l следуощие эле}rентарные Факты из теории,гильбертова простран-

ства Г3]. l) пусть # - 
"",цч.r"енное 

гильбертово пространство Функций,

эаданнuх на отрезке, и."tеощее воспроизводяцее ядро К(t,Цl , {- линеliный

ограниченный Функциона n "" Н ; тогда llr- [ц[rК ro,Y') . ( 3десь значок

О , l" означает, что при,.,rеняя Функционап'l * Kia,yl , расс}.tатриваеir

ядро как Функцио переменной ;Р ) . 2) Если ,{ - сепарабельное вецественное.

гильбертово пространство функций, имешllее воспроизводящее ядро, fр (а)о

Р - 12r,,., - ортонорr.tированный баэпс Н r то

К 1",у) :Я, 9r@).p"(yl ,
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',,0бозначим ,."р"з € Функционал погрешности квадратурной форlrчлы
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Для краткости будем считать, что 6, _ Оr _ ., , - оrп - о.

l. Пусть H-W| {1,1l - пространство С.Л.Соболева непрерывннх

функций, заданных на отрезке Lql J , имеrIцих абсолtотно непрерывнуо произ-
волнуп порядка (Z-1) и производнуо порядка Z , суl.t}tируеl"tуD с квадра-
тон на отрезке [Q/J . Прелполагае", "rо z> 6 . Рассl.tотри},t сначала, како-
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ва должна быть величиrа ll R ll для Форr.lулы (1) в простра"стве l/6
вычислении || ft|| следуеr-i работе [ 2 ] :
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Используя l-периодические продолжения Bi tOl с отрезка E0,1) riногочле-
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ДЛЯ ФУНКЦИЙ ИЗ н0 иr.rеет ,.recTo точная оценка

r,rулы (1 ) ,l?f|< e".nf l . Введем в /
tоtциtl образоr,r: "0
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Предполагая 6= 0 для Форtiулы (l) , вычисляем
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Если квадратурная Форtlула (l ) имеет алгебраическуlо степень точности

(N-|) или Bыtlle, то для qункций из Н выполняется точная оценка погреш-

ности
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2. Пусть Н: Й: (O,t) - пространство l-периодических Функций, иr.ею-

цих абсолотно непрерывную производнуо порядка (Z-t) и пр9изводнуо порядка

t , су|,l1,1ируемуо с квадратоЁr ,а оrрез*е f0, /] . Полагаеrq

l@,)do = 0J, '" (d.9'"'1",1r/r,

t @)de).tf,y), - i{,9)r; ( dt

0ртонормированный баэ"с в Но образуот Функции
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Используя t-периодические продол*"rr^ d| k) . оrрез*" [4/] многочле-

нов Бернулл" Bi i4 (см. -5r ), находилl воспроизводrцее лд9о в Но :
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Если квадратурная Формула (l) точна для постоянных функций, т.е

5 с
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При 6- 0 (2) находи1,1 для Форr.rулы (6)
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то для qункциЙ из / иl.tеет }iecтo точная оценка погречJности

l Kll . ir.tf"'rrr,o,,,. (5)

3. Рассrqотрим эеличпны 0" n Zz для квадратурной Форrrулы (l) , н€

содержаrцей значения производных. Пусть это Формула
I
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Введеr.r в рассl,iотрение кубатурнур Форirулу для квадрата, связанную с Форttулой

(6) ,
пt]

II00
из

N+|
trк

(7)

(8)

(- |)

l?* r, Е,,=, i0) t !, f_,,*, 
Еr" (

. (r,_,('З*') - Е,о,(&Р)
Gzl)! 2

lfl

-},'-'"

Приниl,tая во вниl.iание равенства:

величину
2

еа l.tolкHo представить в виде:

€|

|F-- 2 ,г
2z+l '2g+l

Еr.,(Ч)drlу- о,

Еr,_,lЧ) l"lу - - #), Е,,*, (0),

l

I
0tt

II
00ll

II
00

ц,(+)d

\I 'rо,уrЫу 
- fgr-,с,,Fп(о,,rr),

(о),

, _

F, tc, у ) 
- (- | )'*', *, ( r,"n(+) - r,,-, (ry 

) 
- i,," (?))

llз



Так как

то величину

ций из

ности

Аналогично для 6-0 из (l) получаен

^]2ez #, #_, 
r,.сс. Вr, (lr*- ctt\.

l.io){Ho представить в следуuцен виде:
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Такиl,t образо1.1, квадраты велччuн ez " Zc , участвуощих в точных

оценках погрещности ( 3) , (ý) , есть значения Функционала погрещности ку-

батурной Форltlулы ( 7) на специальных Функция х F, (t,У) " i tt,У)
Ч. Предположиl.trквадратурная Фор,.rула (6) имеет алгебраическуlо степень

точностч 27 или выше. Нногочлен Errn (С) соАержит в своей эапrс, 2*
с нечетныни ( только при к= 2a-| , и коэФФиц""", np, Оа1 равён

единице. Многочлен Вr"F) соАе9x(ит l* , нечетныritи ( такне только

при ц-l'g,-7 , коэlDФициент при 2"' равен (-Z,l . С учетон этого из

(8) , (9) находин
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Для квадратурных Формул ( 6 ) , имеOцих алгебраическуlо степень точности

2z или вuше, точнче оценки погрешности (3) , (5) 9шполняотся с одина-

ковой постоянной. ( Например, для Форl.tульl Гаусса этот Факт инеет место при

п> t+t .l Величина этой постоянной зависит от того, насколько хороцrо

соответстэушtая кубатурная Фор}rула ( 7) интегрирует Функцир lo-yl2'|
Учитывая оптиr.lальность Е6] квадратурной Фориулч пря}rоугольников для Функ-

ц
q

(0,t) ( сн. Е7} и,тот Факт, что для нее точная оцснка погрещ-

) выполняется с постоянной(5

(, t)'+l , бzz Iр--z (2zl ! rnl

6r, - числа Бернулли ) , э предполо,кениях п.4 rrохно'указать неравенство
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