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кУБАТУРНыЕ ФоРмУJIы Iшя ФУНкциq, ОпРЕДЕЛЯЕtj!ЫХ ОДНИМ

КЛАССОМ ПСЕВДОЛИIDФЕРЕНЦИАJIЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Е.А"Х а },i а е в (Улан-Удэ)

Введение
В настояцеt-r работе }rы рассl.iатриваеir вопрос о порядке убывания норttы

Функционала погрещности l
tty) : Ivr"ld" - n2, 

с, f(c,)
t2

при возрастании числа узлов, считая, что выбор узлов проиэволен. С.Л.Соболе-

вылr в [ tl изучено асиr{птотичеЪкое поведение (при щаге сетки l,- 0 ) после-

ловательности Hopr.t Функционалов ощибок над пространство}l tri {t") . Эт, ре-

зультаты были обобчlены на различнне классы 9ункций в работах Н.Л.Раr,rазанова

t8] , tt.ь.шойнжурова Г7]l , в.и.половинкина Г6], о.В.Бесова E5J и др.
В работе изучаетсл аси}tптотическое поведение Hopr.l Функционалов погреш-

. ности над t! (trl- npocтpaHcтBor.r функций, диФФеренциальные свойства кото-

рых опрелеляртся некоторы}r классо}r псевдолиФФеренциальных операторов.

ý l. Некоторuе обозначения и вспоr.rогательные лем}lн

Рассttотрим псевдолиФФеренциальное уравнение

рч-
с сиriволом р (ZГrt g )

r'ui"| р рпirл t (0 / ý - { trl

l) СуцествУет вецественный вектоР Ф-(<,rВ2,..,,<,7), 0.*i.f ,

i - /, 2, , , . | п, Taкo]-l , что для лобого fu> 0

р (э 
" 

i, € L" ) - р (z а i {, Ln', Zii g, L-', . . ., 2ei ýn to ) = Х"р (zсl q).

Вектор &-(оtr.в2r..,<11)бчае" называть показателеr,r оАнородности сиlлволаРРаiý),

2) Для любого €.Ео
Crl€l,,-|p?ci{)>C|l€l,, 

п5

lЕ
Lп

(1)

, удовлетgоряlоциr,i следупllиl,i условияr.r:



где lýl, - (2 r,/", |' l,.l+,,

,,, 6r)!ibr,!)l*'r#' i l,p|-:,...,|tf+ell ,Ц20, l,So.
Цl р Раt(- gl) - p(zttigi.
полоlкиtt (u,!)=I utгdЕо, р*ц-\е*"{r61i @lЕ.

06означиr.r u"o"a 8n ý'hro*""rao беско"е"fб диФФеренцируе}rых Функций, для кото-
рых выполнено

&lLD
геЕо

- zl+z
lqlU* lcl) < ф

l g l/* tz]
|ОР ,0l< еr Рнgt)'П*е1 '

l pl- 0,1,,,.,!f* ГzJ, t > о,

а ко}|станта С{ зависит от Функции 1Р ., , h
Будеr{ говорить, что Функцил Ре Jtt , если PCLz и для почти Всех

ceEn l

|qtellU+tпi-N . Коtс),,л1 Knlile!,(E),
Введем обобценное решение уравнения trl. Пуст"/еýj , тогда функцияо,
4€ 0л является обобценныlt рецrениен уравнения ( l ) , е€ли для лrобой Функции

tе Stl вuполняется равенстбо' (P*9,u)- (9,{),
Существование такого реuения следует из tЦ] .

Определиr.l *n"", L! (Е) , считал что.сийвол P(Zaý) удовлетворяет

условияl.{ (1-4) : ц€L! (Е") , если ucS) ч

Iul дl (Ео) -

- 5ЦD
че'8ы

(t,p'/'(zxt,OЙ)

;Уr, wц
_---

(ц,Vt'/, (zti€) фП

\ i' рпi,q)i({)о*'€ d, l., Gо)-
LL

(2)

(3)

(ц)

ý1у'ЪРпi€)i 9 ))

*#tnT,
из определения классов t! rc")
uaLf, tt.) и}rеет предст;а_9ление

ц (с) : Р, ,*l r lyrJ '-'''
гАе

lPItJz

0tl

оо,

и из работы ЕЦ] следует, что Функция

|а (#)!ttlatdu,
F
'п

126
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0, tt l- e,dl 
,3,t|r,

eottl- r*F Ё tf' t*r4*i'),

4о - полино}. степени '-Щr,..rfuп), а

f tc) - 1r{' tzoiq 1 t, ,

образо1.1, npo.rp"""r"o /r! моцно разлокить в алгебраическую cy}r'y

_ L! = Р^+ ПL{,
Р^ - *о"."r*"о"]Ё пространство полиноно9 степенц rп , а eI:

Таким

гАе

(5)

- l.tнo-

жество Функций вида

Л е и м а t.

(5).

t-t
[- ) I thdtdr .Ра -

h

\л-,.. Ia(l, Е"

Если rn-l- t+,

й
h*o

{-
d:l ] -f прп 'Li цело}i,

t*j
l

] 'bi
то заl.{ь.кани a ,"ооarr"" . Рц по 

"ор"е /

t

lL l гд€

при jЩ,
ll
2 не вuводит из класса

l
2

t, (/r,.,,, /о )

,F
/J2

д о к а з а т е л ь с т в о следует из работч Ец].
Л е м l.r а 2. Пусть U@)сt,|, (С^) д*- (<,,.,.,-n) - щ_ь

однородности fz Щ, l,rh 2<- (2аr,, , ,, Lnn ) .

Если |a;q 7 , to u (а) непрерчiна

Док а з е т ел ь с т во лемнЕ следует из известнчх Teope}r вложения

длА пространств Хёрмаrцера Гз] . ья полнотч излоlхения докажен это утвер)пе-
ние. Так как мя у'h (Zпlý ) показатель однородности равен 2<-(2оtr,...,2вп),
то из представленил (5) и работ, Еr,] следует, что Функция 4(С) мой(ет

бчть представлена в виде

а(о)-ч,(d + &п
' h+0

/-з \
cbt / {tllltd,r,tu_,u,Ii (

lL Еп

гае tl, (2) - с tt -o) чd)dt , lf lr- ilut, ,"0d) удовлетворяет

(6)

таточно показать, что

lurаll- ;zlal\"U l#) |о,лrао|"rlъ!- til.прl tz
!ейстrитсльно, используя неравенство ГёльдеЙ, инеея:
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|/
i2

lurr,cl| < 'l|l, du,
о2

откуда и следует (6).

пусть Я - огра""ченная область с кусочно-гладкой границей в

(о to), Х'),0,1, mlt где l
[о @)- Ео Ь) -P,c-l (э-а*)

- Функционал погрец,ности кубатурной Форнулч в 62 , Введем скалярное проиэве-

дение

I.-,o 
([ о rflf,,)

ЕLa и

|u,[)4 lln) -
rc L! tc^)

пусть Fц = tp (а)
илп

|rг G)pkпi,g)lg , u,l!* (F) 
,

,'toro. lfu,,г)l < lul r;, . lr17н ,

- псевдодиФФеренциальноё уравнение- в пространс r""L!{Со)

\ "''"' , (zrriil i (r)d ý - lo tn). (7)
ЕЬil

Считая, "то реrе""с U'ld уравнения (7) инеет aид из tr,]
ц" (с) - ,), (.) * lo @) +2n @) , (8)

где lu . l^
to е) - \ n''''' i (h) lr, (9)

L
рr(с) - нногочлсн степсни fп, |fL-(yr,!<,,,,:!o_), , о 0(с) удов-

летворtет предста!ленир (5) с синэоло}rр(2tТiý)-7(Эс;У) , докахен, что

{,!о tal, чlсl)- lloBil'rr.rr,r.
Инеем

t[,ul,- t Д, I Glr Uыildý - (|,pu') - IlЁу,r^,,

,.".le\Llb- (t,ц").
оiirЙl' ц'(с) назовgн экстр€нальноt't для ФункчионалЕr погD€|цности /otol.

0ценим Hopl,ty Функционала погрGчlностиl сл9дуя r.tстодик€, раgработанноЙ С.Л.СО-

болевчн э Lt] .

Hafiдc1,i ,!ное вь.рашение мп аО(С)
n

I
а

t28
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Используя (l0), вычисли}.t квадрат нор}rы Функционала погреuности /^trl
'в'. L! (r^)

l 0 l!дr-ц 
6^,, 

- ( lo rc|, а' в)) - (l о tat, (у Uh /а @) +п,, td) -

- ([а rol, l r, Q-ddc -}, c-l, (с- у)).

Учитывая четность сиl.iвола у(!гiý ) , чмее..t lr(C-ybN(YaI оr*rл"

- 
Щ 

,, Q-y)d"dy,

ф, (e,t) - / blr, А /, (tор),t' ) -

(l l )

Ниниl.tизируя квадрат норr.rы Функционала погреlлности по коэФФициентам 4a ,

при}iенял rqетод Лагран)ка, получаем (см. ElJ )

м

Wl'r,r Ё #, ,-c,lt, (xi-*,)- r#*!b Ьч-)/п+

cjcr|p hi- ,лl - r Ёч I 
r, b,|,)do +

||

Ь1)l"l, * z ý 4 ! .'' д -2 g$4,,,:,

cr о!' - о,
тZl
K-f

tl lt
:, ýal Ll

l'l K,t

+ ll t,,

а

у-) -/ l, (о -/-)do -
l
7 r,l"(
l" 0l Iа
р1

-zl!,r!'-o

аф, b,t)
z\ c'idc -
а

\ ,"'d" -
а

2 (l2)
a8t

|l

Z,r ":'

Из ('| 2) имееrl

l29
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0бозначим
лl

Тогда система (l2) примет вид

t

l
а

{,

1,1^-A е, r, (r,,- у,) - Z l; n? ,

l, (r-!-)d", q, 
r_Z,

|,'|

/,'л- lа
d-..

С*С*о с [d.t.lа

(l3)

РаЭРеuимоСТь этой систе}rы следует из са}rого ,.1етода Лагранжа. Пусть константu

С: " l: есть решение этой систеr,tы, тогда они даlот условный ttиниr.rум для
gf"*unn" ф, (C,8l ,, очевпдrо, Cj даDт irиниriуr.r для Функции ф t"l l т.€. квёА-

рату норны Функционала погреtцности. Отсюда слеАует, так же как в [t.] ,

Т е о р е м а(И.Бабуrчка) . Если коэФФициенты кубат урной Фор}iулы оптиr,iаль-

ны, то экстре}.rальнуlо Функциlо tlo [с) можно выбDать так. что ее значения в

узлах nK будут равны нулl0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (8) следует, что

uО(с) = lu (c)i to {al l Р, (z). 
^Выберем мноrочлен р, (Ф) в виде Z t; ,-' , где бi пока произвольны. Най-

де!i значение экстре}.iальноir Функции в узлах f, , используя (8)

tlo (с") - -Ij

Выберем коэФФициенты
м

из этой 
"""r.лп 2 4.

L,t

чО(с*) - l u, k.y) - 
__5, чr, (сг t ) -Ё сrу (сr-+)- /f*- 0,

так как Мк- пr- l r, @ - у,) dc,

Teoper.la доказана. !

) -7jl, oi'l, (r; y)dy -Дrrчr(r,
м м

так, чтобы они удовлетворiли систе}iе (l3), и найдеll

.aJ
ai ; учитывал "еrrосr, У, (с) , и}iеен
к

l30



ý 2. Погречlность кубатурнчх Фор}.tул в периодическо}it случае

В этом параграФе мы рассl"lотрим кубатурные Фор}4улы с Функционало}r погреl|J-

ности видal
il

I ( l l,)

где Н

ривать на Функциях из пространств(r

tutc)-: с^(,-1
- ,.rатрица порядКа п х пс

Фоt"l -o7ool ("-hНр) , p-(p,,pr,...,fo),

Ь^, |рсЕо, pi- 0,!l, ..., i-1,2,...,ol, ln-i,
{?о (t 

'Эо|- 
mЬQо ) называется основны}.i или фундаl.iентальныr.r параллеле-

пипедо}t, соответствупци}r }tатриц" п"р"одо, ,{ . Функционал (lЦ) будеr.r рассмат-

i! tr^)- "о"о*уп"ости 
периодических

l,(l''H-'

функций ц(с)еS'(Еп)
lulil - \

конечен.

0 п р ед еле н и е. Oбобценная Функция u(dСS'([п) "".r"""r."
периодической с основной r.rатрицей периодов Н (detH - /), есл" равенство

(u(dr 9^@)-P(C-HFD - 0 выполняется для лrобой основной Функции

Р''l;:'!' }! (ь2 о) ".."rпскалярное 
произведение по Фор}.iуле

(u,ч)г!,оо) - ? 
6" Грl , tпld у ton_ 

],,
то оно становится гильбертовur.r. Пространсrво /ri будет состоять из всех пе-

риодических Функционалов, которые ортогональнU единице

(ltct,/):0 (l5)

в силу того, что rчобоli периодический ,,rногочлен является величиноt-t постоянной;

это условие не зависит от f . Поэтому задача о построении кубатурноir Форr,rулы

сводится к задаче о приближении Функционала, равного единице в области интег-

рирования, с поиоllьо линейноli комбинации

1det Н) ] cr t (с - с,).
В периодическои случае эта задача переходит в задачу о приближении единицы на

'2о 
с по..rощьlо Функционалов вида

trd -j с_* (H-'r"-c,|).

?i:;;';,;;;:;)ч

lзl



В этом случае, при условии (l5), Функционал погречJности кубатурноir Форr.rулн

запиц,ется в виде (lЦ), где

ý п -lfl"
Функционалы вила

/, (?) - / - ф" (l-' н-'g ) - l- l' z l @rHp)
назовем эле},rентарнttr,tи Функционалаttи погреUности.

3лементарный функционал с }.tатрицей периодов Н есть среднее значение

элеi.rентарных Функционалов погреUностеЙ с периода|rи Л-НК l гд€ К, "е,
которал целочисленная диагональная 

'itаТрица 
С пОЛО){иТеЛьны}.iи ЭЛемеНТаr.lи

К1, К2, ..., к п , а J5 есть матрица периодов для Функционала ( l Ц) .

Рассмотриlч псевдодиФФеренциальное уравнение

Ptt : to_ {о), (16)

речение."r которого из ЕЦJ являЪтся Функция

чо@) - \ (с) * lon@)+ 61 ,

где
оО

v, rrl - \
а

с|о(с ) d,г, (l7)

( l8)

( l9)

F
0

(С) , *а* и прех(де, назове},,| экстре..tальной для функционала погрещностичо

tno (f,) Наряд.ч с уравнением (l6) рассl.{отриl.i уравнение

его речение

pt/ - I, (?),

lt, (с) - t, (|) * С,)сао

Аналогичt

те
L(f)
!о^ {с).

'Л о к а з а т е л ь с т в о этой теоре}tы не отличается от приведенного

" I t ] . Поэто1,1у для оценки норl.{ы Функционала погречности мы будем в дальней-
шем рассr.rатривать уравнение (l8) .

W, (iln rr, - ( t, (f ) , uо (с),

Используя представление (l7), 1аirдем явное выраже""е Цо(t) . Вычислиr,t

свертку, применяя равенство Фо lrl'H-'") - t"e (lН4 € ):

но, как и в [l], имеет место

о р е !r а. Экстреl.rальная Функция цо (rl Функционала пог решности

является экстремальной функцией и для Функционала погрешности

|э2

Q,@-r,(;))- (lo6:r, Ё)) -



- ( u, rЛ U - r"2 l ь - r нfl)) - (i, tЙкrъО*" tt H-Eп),

оо

( 20)

i, r,cl- 
iч-'-'

оrо

0, |r"€)
d,r l

0 ь*|)

0
с
Т- ) da-

0

0 (ч'ý)dг -

d.tг. (2t 1

(22l

'к , (23)

покэgатсль однородностu d,od| для

соотaстстaуlцей Форllулой С.Л.Соболева
, К-| . Учитtlaая представление

0 у (zato-E 1 0 rр(2еi€)

из (20) , (2l ) иrrеен:

t zrсА''н-'iс t нu't-p)

N0 у (2сth-'[''F) lг dr.

Для простотч обозначиl.t

к-
0, U''H-'it -1

dr
лг

0

е
zBl,''i'in

сЭ

--

ф

_-l 
\

Ео0

--\Г
Ео0

(lrrcl-tff))- (jr(ýrи Grt"* ttнЪl)-

е,
сО

I
0

(

г
ц

l*(п)- - Й р (zBtt'Ho'p)

откуда Цо tcl - Ц_ (d + Со, 
,

3анетим, что если у син.ола p(t|''1,
эсехj-/,2,,,,,п , то (23) соэпадаетс

ft] . для этого достаточно покаэать, что

е, Pl , инее}t:

t33



п

2
I

(-):,J,'=Г 45u,
о u,=,

Нр[
-l -l( 1к

)i oir- /г-о( еtр /z Н ,ьr(
4

к

i)

:Т uo "*-' 
fa u-' н 

-' 

i|,' n,p ( i: i ш i'; П ь -i t''лt - 

"
{->

/,t

, -l* 4ц
(h'H р). ,

1ff) " noo",oa'c'Be t!?Pr;

\ ,., Lddg=O.

^QoСправедливость TaKoio требования вытекает из (23). Имееr.r 
^о" 

(((f),i-O,

|t, (;)l'r!,r, )- 
((, (f ), о " @)- U, (ff), rl _ (л) * со) =

- (,!,(t), u*t*l) - (t - l1o, u* {r)) - lt/- 1ol|;

п
{

tг
4ка. +UгАе -чк4

Вычислиl,t Hopl.1y функционала погрешrности

Будем считать, что

I

pl0 у (2пtl''g-t*р)
к

отсlOда

lцff)l
2 /

Ц'-(q)- +0 у Uct tnH-'*p)р
( 241

( 25)iп| tr {ol-

так как среди всех Функционалов погрешrности, и}tеDщих узлаltlи точки решетки с

l.tатрицеli пaр"одоa Н , наи.,iеньцrуD Hoplry и}tеет тот, у которого все коэФФициен-

ты постоянны. Такиr.r обраэом, t, (i) - оптиr.rальный Функционал погрешности.

l3l,



Jlитература

1. С о б о л е в С.Л. Введение в теориlо кубатурных Форl,iул. М., "Наука",t97q,

808 с.
2iНи кол ь с к и й С.М. Квадратурные(Юрliулы, l'l., 1'Наука|', l97qr223c.
3. Х ё р },| а н д е р Л. Линейнче диФФеренциальнь.е операторы с частныrirи про-

изводныl.tи, М. , "Нирl', l965, 379 с.
Ц. У с п е н с к и й С.3., Ч и с т я к о в Б.Н. 0 выходе на полиноr"t при

стремлении t.+ф рещений одного класса псевдодиФФеренциальных ура9не-J -.
ний. - "Сиб. мат. )fiypH.||r l975, T.l6, Р 5, c.l053-1070.

5. Б е с о в 0.В. 0ценка оtлибок кубатурных Фор}tул в пространствах С.Л.Собо-

лева и их обобцения. - "Труды Haтer.i. ин-та и.!i. В.А.Стеклова АН СССР", 1977,

т.lЦ], c.ll2_56.
6. П о л о в и н к и н В.И. Кубатурные Формулы в пространствах С.Л.Соболева,

двтореФерат докт. дис., Новосибирск, И1.1 с0 Ан сссР, l975.
7. ttой н}ху ров Ц.Б. Некоторuе вопросы теории кубатурныхФорirулвпро-

странстве W:^' . - ''Сиб. llaт. жypH.l' , 1967, т.7, lf 2, с.Ц33-4Ч6.
8. Р а }it а з а н о В H.fl. Oптимальнчt-t функционал оlлибки над периоАическими

Функцияни из пространства Н, . - ''Сиб. мат. lKypH.l|, |972, T.l], l|tfl ,2,
с.225-229.

l35


