
удк 517 .944

I,};RIODIC SOLUTIONS 0F А ,fiEAKJ,Y NОNЪINЕШ

АUТONОЛIS it,AVE EQUATION

o.V е J ч о d а, м. ý t Е d rf (haьа)

1. Iпtrоdчсtlоп апd поtаtlоп. IBt ф and rз Ье poBtttve пrrmЬеrв

flxed throrцbout tbe рареr. Ilot 9 Ьо е gпв11 poBltlvo пчmЬет.

Uаdоr the aBBumptton that the реrапеtэrв С Bnd d ааgчпе

сэrtаiп теlчеg оIоgэ to 0 wе 1111 invoBttgate tho ехlgtопсо of
а fцпсtiоп ч BatlBf}lng

т
(1.1) u*r(t,x) - ч=(t,r) . е {<а -в l,.ztt,jя )tlJ )u(t,x) +

0

+ f,r(ч)(t,хU , (t,x) € (_-l+oo) х (0,П ),

(1.2) ч(trО) r ц(tlf,1 . о, t € (_оr*о),

(1.3) ч(t+2(fi'- er),I) . ч(t,х), (t,r) € (-о l+o) r (о, Т ) .

Ееrэ thg оретзtоr F tB glTen Ьу

(1.4) F(ч)(t,I) . f(x,u(t,x)), (t,x) € (-оr+Ф) х (0,т) ,

адd thэ frrдсtlоц f € сэ([оrт] х R) 1в вчрроэоd to aatlBf}

f(х,-ч) . - f(х,ч), (x,u) € ФrtСl х В .

In ýэсtlоп 2, Ьу чlгtце of а BpectBl forTt of tho попliпэаritу
tn (1.1) fоr d.0, the oquatlonB (1.1) - (1.3) вrе spllt lnto
а 8оqчопоэ of эqчвttоrrs гhlсh le r1II ов1]. thэ ззrэtеш of BsBoctвted

эqrrзttопв. Gэпотвlýl the эувtещ of аgsосiвtеd eqtrattonэ 1в folпcd

Ьу ап lnftnlte вуэtэп of поцItпееr eqrrattonB lШсЬ аrэ оЪtвlпэd
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ЬУ integrtitirц ва infiцlte syste:r of оrdlrrдrт difi'erentiBl equBtions

of sесопd оrdеr шith the periodicity condltlonB. It 1в shочtв thдt

ечеr]r sоlцtlоп of the BBsoctBted вувtепr уiеldв в Bolution of ( 1. 1) -
( 1.3).

In Section 3 the рвrаmеtеr t ts аввчдеd to таэgо iд а впв11

nelghbouThood of 0 iп сопtrввt to Section 4 whеrэ t 1g taken

to Ье identlcally 0 . [theTe 1Е fочцd, а fчдсtlоп uo , generated

Ьу а finite пrдпЬеr of hBmonicB, to whiсh tho Еоlчtiопв of (1.1) -
(1.3) вrе gчрроsеd to соцчеrgе ав € J о впd J+o . In thlB

саве the systerB of asBociBted equatlonB i.s а genuine lnfinlte dlпеп-

siопаI ByBtem whtсh, in а convenient gрвсе of BequonceB of firncttonB,
we wiII gоlче Ьу Bpplylng the tвpllclt firдсtiоп thsorexn (Iвппв 5.2)

in а fо:m Buiteble to the рюЬlеп 1п queBtioв. Тhе peralreter е

is lriгpotheslzed to пrц through а dlBcrete gцЪgеt of R , wШсh hвs

0 вs а point of ессчmчlаtiоп, siпсе for these чв].чеs of е wе

вrе BbIe to рrоче thвt the iпчеrsе operatoT to the Fтесhеt dеrlча-

tivo of the assoclated вуstеrп exiBts, is сопtlпчочs and lts поIп

ig bounded independently of С. Тhе теsчlt (Тhеоrев ].'l) can Ье

roug}tly dеsсrlЬеd ав fоIlоws:

I€t i = Т 7" ! g Bufflciently laTge tпtеgеr. Тhеп fоr
ечеrу ( = 1/q , q integer, lql Bufficiently lBTge алd every

Е close to О thеrе exists а solutlon to (1.1) - (1.3).

Iп Section 4l the equatione (1.1) - (1.3) are investlgBted

fоr f, = 0 . In th.ls case the ByBten of asgociBted equBtlonE is
actually а fi.nlte dinenBional опе pTovtding the воlчtiопs аrе ge-

nerated Ьу the Еапе finite ByBten of fчдсttопв, dependlng on х ,

вs the Iinit frmction чо . It turTrs ollt tы rе пееd not restrict
to в disсrеtе sчЬgеt of в пеighЬоцrhооd of 0 any mоrе Brrd rougLty
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ýpeaklng we w.ili рrоче:

Let t ье еrцу sцfficiently вшдI1 poBitive nrrmber Brrci Г = 0 .

Меп fоr ечбIу С clo.,.,e to 0 there is а sоIчttоп tcl (1.1) - (1.J).

In ýеэtэоп 5, fоr the rеаdеr's сэу.чепiglдg= we give а Iеmпв

rл}tich, applied to the sуstеm of BBsociate equetiotts, giveB а solbt,

tion to iiie treated, рrоЬlез.

Ehe investlgated рrоЬlеm haa many points in сопmоп wlth thдt

sоlчеd iп [el , whете R.B. Mel::.ose адd lfi. ЭеmЬетtоп have рrочеd

the existenco of .. golutj.on to

utt - цж * бч = бr(ч), (trx) € (- ю,+оо) t (о,Т1,

u(t,O) = ч(t,7) = 0, t € (-mr+t),

ry}rlch 1в t-pcriodic Tvrth period 2?./(k2+ 01/2 provld,ed tbat k

1в а posltive integeT, С nrný thючgЬ а Bet, dependirrg оп k ,

whi.ch !re.; 0 вs а point of ессцlочlвtiоп апd t iB ln в aergb-

Ьочrhооd of 0 .

Тhе ехistепсе of t-peTlodic solutiotц, to Tyave equetlons

Ьg been lnvestigated bir Р. Rдblnowitz in в Eer.ies <lf ререrв. Lп

the laBt опе, lЭ] , fоr ап}, rаtiопдl пчmЬеr 7 апd any вmооth

fчпсttоп f ,. f(xru) whiс]ъ is monotone iп u , f (хr0) = g адd

BBtlsfies certain grочrth condltion at ч = 0 апd ,, = 
+ Ф, it

hдs Ьееп рz,очеё tЫ the:.e is а сIаsslсs.I nontrlviaI solutj.on to

utt - чЕ, = f(x,u), (trx) € (-аr,+m) х (0rТ),
U(trO) = ч(trТ) = 0 , t € (-anr+oo),

u(trx) = u(t+z Т 1, ,х), (trx) € (-о r+ qr) х (0, г ).

Ilotetion. t?e deBote Ьу R впd t{ the sеts of r.еаI пrrдЬеrs

впd positive lntegeтs respectively. Hk(0,1T ) dепоtеs

the Sobolev sрs,се of а].1 functions оп (0, Г) whоsе geneTBlized
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dеrlчаtiчеs чр to oTdeT k аrе вgч8rе integrable. Givon k € lT ,

пе deBote Ьу н|tо,Г) the subBpace of нk(о,Г) of в11 fцпсtiопв

vвnishlng Bt о and 1i . Fцrthег, wе Bet

2
Uo = .ллaj(п; B]-j(o,г)) ,

j=0

u - {u; u € 
,io.'(i-zr,zT-! 

i r3-jсо,Г)), ч(t) =

= - u(_t) for ltl ý 2Т J .

То siпрllfу the fomtДatlon of the rеslДtg rre denote |laJ

sрасе of а11 fчпсtlопs fTon Uоо which аrе с+,'-реrlоdiс in
If we put

:lu[io, = (gчр(Ё ,iО{"Цir_lсо,тl, itl €,,l/z))1/2 ,

then the 9расе UqJ equlpped ritb the поm ll,|la, ig а Banach

sрасе аg wеII аs U ls в Ввпдсh врасе lf евdоwеd Ьу l|,1lu. l1,1l27.

Ву r,1 wе denote the вресе of а11 sеqчепсеg Т = trbJKc ш ,

uo € С2(Г-?Т,2т] l, un(t) = - u*(-t) fог ltl . 2Т, вчсh thвt

. t actauflttl " rzirflctl * ',ifrctl) tg е fiцite апd сопttпчочg

firпсtlоп on f-Z1( ,ZX,j Ц iB а Ввпвсh врасе if епdоwеd wlth

the поrъ

llЕllq = ( Е ".,p(a(Kauf itl * rz,ifrctl *'.ifrttll; f tl Е 2т))1/2 ,

It 1в тсеIl-kпоwп tbдt the mapping f, : tr+ U given Ьу the fоr-
вчlа

(1n)(t,:rj ", I=_чu{t) ,,-д Ес
k€]I ^

is an lsоmеtriс igomo,,:r i.;,:i t.etr.,een the врасеВ tt впd U and

z0

the
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thеrоfоrеthое].эпепtg ieC., впd ч.ilЕСu wiII bcldentl-
fled rtthout епу раrtlсчlвr rоf€rэпсе.

Uе еопсlчdо thlB gесtiоп Ьу lпtrэdчсlпg tпо sрвсеs of Bequen-

сов of rеа1 цrrпЬеRа. Uо dэпоtе Ьу trz tho врасо of а11 sеgчепсев

а - tak}k€ш , "k 
€ в aatlBf}lng ltau|. Е_и4"i a* оо. Glчеп

ElOrleBet
(1.5) JEE. пах(1, klglп L6rl trci
ввd wе deflno tho врасе О!е to Ье tho BBt of в11 s9qчовсо8 а =

'{ЪJk€ш, ,k€R вчсьtьt

(1.6) llail|c = ё.о' aeo)-a"f, (+ оо.

Both the sрасеs t, , Ч' вlэ Вепасh врасэв , Х2 a Тt Bnd

(1.?) llall -ýllвДо
ч"

Fоr Ьrэчttу 1п thе fоrthсоцlпg gэсtlопr гс denote

xr QrrL" апd уе . {t"ч'.
Ечепtцдllзr, being Х1 sпd Х2 tro Ввпвсh врвсев, rе denote Ьу

L(Х|rХz) tЬэ вресе of BI1 liдэаr Ьочпdеd варрtэgв of Х| tnto
х2 эgчlрреd rlth tho цоrт llAllD(xl,ra) = щр(llдхllхr; llxllr.l 4 1),

Д € L(Х|,Iz) апd Ьу B(x1l f ,Х1) thэ ореп Ь11 1п Х1 rlth thэ

сопtrо х1 апd thc rэtЦчв r .

2. ýузtэп of вэвосlвtэd equattong. Iп tШg sэсtlоп го preBent

в вувtош of эqчаtlопв rhово воlцtlов зrlоldв lшоdlаtеlу е Boltrtj,on

to (1.1) - (t.3). [lэ donote, ц € {.' ,
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апd 
т

(2.2) Fo(u)(t) " + !F(ч)(t,х) giц kx dx .
0

Let o<lel€t ацd о <'r<я beflxed. Iяt
ч€ {t, е etz тгерчt, k€l[
(2.3) €сr,.*tо,", f,)(t) . - ut(t) + 1 вiп kt +

т
е

t
J
0

t (ч)( 7) sin k(t- t)ат , t € GzT,zT7 ,

Q , Р Т(ц)( Z) )чв( 7) sin k(t- ?)dU +

(2.4)

({ - Р Т(ц) ( 7) )u.(7) slп k(7 + El )аТ +

7,u г*(ч)(Z) вiц k(?+ €r)dz .

г
(e.,l)

0

+6

and

(2.7)

те тЕrlfУ эавllу thвt

22

т(ч)(t) . J.,2tt,J )aJ = + >ufrctl,

е+g

k€ш

G пврв ХхR 1nto

Леп.Fоr

t
_Г'*
0

+

€Ga 
r*(r.,

-T'u
0

л k вiп k€'9
ёr-l - _а =L

0

Шехt, denotlng

(2.5) €пr{о,., J) . tEсrr*(u,a, JJkеп ,

(2.6) бGat,,r", 61 . f 
€сa,a{ч,а, Jfцбц

oc(,.r", J) = ('Gr{чr., d ), Eca{ura, J)),,
0
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Шоw let ч8 вчрроgе wе hдче tfirЁl € {, х Т,, = Х sчсh thдt
€с(frrЁ, Л) . 0 . ShoT tЬдt thls t glчев в воlцtlоп to (1.1) -
(1.3). UBtng (2.4) ln (2.3), ue Ьyе

(2.8) i*tт - е9) = g fоrа11 k€ш.

Fоr tt| < 2т thе fчпсtiопя to , k € ш BatlBf}

ti' {t) + ь2 frott) - с@ -pт(u)(t))fi*ct) + е б FtsG)(t)

whlсh шtltiplled Ьу Еlп kx апd sчшцеd up fог k € Ш gtve

(2.9) t** - qr = 0@ -PTtu)(t))i(t) +gJr(i)) for ttl < zJi .

Tlre fчпсtiоц fr , Ъеtпg Bn еlеmепt of {,1, ls odd апd thегеfоrЕ

t'(г_trr).t'(-а+€9) .

Ву (2.8),

frсг-Еу)=о.t(-т+су)
and (2.9) gJ.чев

{"(гг -Еr) . fr"(-E +€f) .

Еепое, thеrо ts в filдсtlоп u € U- , 2(ХЕ - €9)-реriоdlс 1п t ,

rhlсh 1в equal to fr fоr ltl 3 Т-е1] arrdгhlсh satisflэB (1.1)

Ьу тlrtчэ of (2.9). ýlпсэ u € U- , (1.2) 1g оЬчiочвlу ввtlsflеd.
Тtrчg wе hдте shorn tbдt the рrоЪlеп (1.1) - (1.3) rЁ11 Ье gоlчеd

аа goon Bg ,е Ьдтэ fочпd (ч,а) € {t Ц \ BBtlзf}lng

(2.10) бG(.rr., J) . о ,

пhlсЬ 1в асttлllу а вувtоm of oqrratlonB свllеё tbo ByBteB of

аgзооlвtеd эqtrBttoDв. U€ поl gtate воше firвДaлental рюретtiоs
of tbo napplnt бG . U" hвчо еlrоаdу сlеlпэd tbаt €е парв Х ( R

1nto Y0 . It 1в еаву to рюyе оlrэп mоrе:
с(2.'l1) oGl iB а сопtlпцоцв шаррiпg of I х R lnto r,, ;
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е(z.lz) Fоrечеr7 0*о,
into Y€ .

G2 1Е а co:rtinuortB mapptng of Х Д R

Тhеве trro аssеrtlопя сап Ье verified Ьу аррlуlrц the шеtЬоd wе wtII

dеmопзtrаtе iц рючlпg
t
I
0

(2.1з) ёcul = { Fk(ч)(7) вlп k(t-Z)itZJ*a" 1в в сопtlпчочв

паррlпg of Х,1 lnto t,
1

Really,

} ttdc"ll - dсч2ш f,

=,ilr!2o 
F"J*О,J(го(ч1)(ч) 

- г*{ч2)(z)) Btn k(t- T)dE)2 +

t
* KaKJ (Fk(ч1) ( r) - г*{ч2) ( u )) соЕ k (|- т)d,Е)2 +

0
t

+ Fa2t (F*(ul)(c) - r*(ч2)(z)) Bin k(t-c)dT +

0

+ k(Fв(ч1)(r) - гo(u2)(t)))2J 
-<

t
ra.;[ lг"с"1)(" ) - г*(ч2)(z) 12аЕ +

0

, jt?=." ,аr';гrtч1)(t) - r*{u2)(t)l 2) 
=4

S (lc т + 4/т )[lF(чl) - г(ч2)t|

ý4Tsup (
ltl s 2т :_

k€ш

2
{1

Аs F : {tt &t 1в continuous Ьу tha imровоd asBuBptions, (e.l31

is рючеd, впd lt iB easy, tbough гаthез lпчоlчеd, to ver.ify (2.,111.

(2.12) сап Ье рrочеd gttnrlaTly Blnce the ореrаtоr Lа gtчеп Ьу

о

2ц



1g an element of Ъ(t2,1!Е)

Rепвтk 2.1. Wе note thBt juBt to епsчrе

Ьееп the rеа9оп for definlng the поr.rt iц
G € t(c .,ЧL) ьЕ

Ьу (t.6) Bince the

oporetoT 'n, - 
Са is oBBilf, verified to Ье в сопtiпцочв пBpplng

of Х Х R ечеп lnto {,2 and thus, Ьу (1.?), iдtо Ч'.
i€t alO and /е в. IЪenthereexlstE thePrechet deTlvatlvo
€G'(ч,а, t ) С L(х,y€ ) of the rпвррiпg Со гith reBpect to (чrа)

апd gвtiвftоэ the fоIlоwirц two сопdltlопs whlch can Ье Terlflod
Ьу аррlуlп8 of the рrосеdчrе вhопп in рrочlпg (2.131.

(z.l41 Giчеп Llо вдd (u,в)€Хr then f,+ €G'(ч,"rJ)
ls в сопtlпчочg щаррiпg of R into L(XrYe ) .

(Z. t51 Gj.ven tJ > о епd (чоrао) € Х , then the:ne ехtgt

0о>0, 4>0 sпd rо20 вчсhthеt

"чр {_[[6G'(rr,., 
r) - €G'(чо,ао, f,)ll"(",rr); 0 < |а| € ео ,

lf,l 5 do , t](u,a) _ (чО,"О)ll*з,о; S ф .

Wо сопсIчdе thtB Bectlon Ьу wTitlng expllcltly the ецlrеsвiопв

fоr the Frechet d,erivвtlTe еG'(цrа, Л) wШсh gе T11I пвkе fч11

чве of in the next Bectlon. ý (2.5) - (2.7) wе сап rrritе

ЕG'(ч,", [) = t'пi(ч,а, J1, €cjtu,", /11

rйеrg the slпglе coцponentв of аrе given Ьу, k € Ш

C'nl(u,a, d)(T,c))k(t) = - vt(t) + со Bin kt +

Е л

ч'

,Gi

t
- + I (4 -вт(ч)(7))чt(7) siо k(t- Z)d7 +

0
z5



t
+ (_1) + I, iчr(?)чr(т))ч*(т) slп k(t-т)da +

{г'tч)т)*(7) вlц k(t_z)dz , t € |zn ,ztJ ,

t бс!tч,., f,llч,с))ц

дЕf;+TJ
0

0 1.1

k sln kЕ)l
tз-

L

t-et ос

I+ (-t)9Гд (

0

Т iB gtven Ьу (2.1), F

апd (cf. (2.2))

г

Iur(6)vl,(7))u*(7) Bin k(Z+ €t)аТ +

Io1

ck*

,r- t}'
- J @ - рт(ч)(Е))чь( з) вtп t(?+ ct')az +

0

т- €л

+ [ I 1р'lч)ч)д(?) Bin k(z+ с9)dТ ,

0

whэrэ

ofF
'(ч) ls the Frесhеt dеrlyаtiче

(F'(ч)ч)k(t) = * J (г'(ц)y)(t,х) Bin lE dI .

0

RernarE 2.2. Тл (Z. t51 tho dtffэrопс€ of the dетtyаtiчgв свп Ье

lпчэвttgеtэd эчэп tп tho по:m of LGrХ) вlпсэ the tem Оt

тЬlсЬ tc е 11п.аr оротаtоr оосчrЕ 1п Ьоth the dеrlтвtiчев апd,

thэrеfоrэ dtзаррэаrв 1п tЬэtr d,lffэrепсе.

3. Щiatenco of рэг{.оdlс воlчtiопя iп the сеgе [ l О . In thtc
gосttоп lэ rД11 рr,оyс the thgотоп гhlсh 1в the паlп rевШt of
thc рврет.

ТЬэоrэш 3.!. I€t

zб

l>0 1rnE A>0.Iret п€Ш.Тhецthеrе



exigts в€N,
the folп

9о€![, > 0 апd в functlon чо € U2т ofоf

n
п "i,ro

k=1

sчсh thдt fоr every 0 , ld1= tlq ,

k=1

Q ЗQо , q€П endevery
thеrо ig в functlon ч . Jч0 е Ue(T, - сr) ,

.l -t|. /в satlBfying (1.1) - (1.3) впd 11п llouс - ,rolle(f _ еr) =о+о
о 0 . lfiоrеоyеr, fоr flxed 0, f, 1[оо 1g в сопtlпчочg Eappina

of [- Jo, f,o] into Ue(T - еу) ,

Proof. tTe begin Ьу lnvaBtlgBtlng the ехiвtецсе of чО € r
аО € L2 wШсh BattBfy

.' впd

ll'c{uo,"o,g1,,

п
цО(t,х) = Z"i Bin kt Bln kx ,

t, Ittз Ео

(3.1)

(3.4)

11п
0+0 =0.

уе

hovided that ufl . О, Bi . 0 fоr k 2 n, thlB iB эqulTalent
to эоlчiвg thэ Bysten, k , 1121...1в

(Э.2) - uo(t) + аa Bin kt - 0, t € L-zT,ZTJ,

i
(з.з) к2rl ek +

"f 
CZl)u*(z) aLn kтdЕ = 0 .

SuppoBlng
n

]]rа, l О апd uBing (Э.2) tn (3.з), wо obtBin

I
0

n.--r;

пI
1.1 "iсе + 6}) 8al,

ар
+ 16k2

й
\) k = 1r2l..оlД о

Fоr V . 0 tШB вуэtеп hдg thэ Bolutlon

27
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for п -* о , indlceteg the d,lfficцltieg coцrrected witb thiB gепе-

zB1 саgе.

4. Extstence of реrtоdiс sоlчtlопs in the саsэ f, . 0 . In this
саВе uе ghдll obtвtn а rевtДt п|rlсh ig mчсh поrе gBtlBfBctory t}.sп thдt
glven Ьу Мэоrеп 3.1 stпсе rе пееd not rевtriсt очrgеlчэв to а
disсrэtэ Bet of чаlчев of о . llhe r,эеýов ig tbдt the fоrm of the

еgвосiаtоd equetiong fоr f,. 0 вllоrs to rеdчсэ the ргоЬlе:п to

а flnlte d,lпэпвlоваI опе. Ipt rt.{o С fr; u* = 0 for k> nJ

впd Iet апd Ье dеflпэсl Ьу (3.13) ац1 13.14). |Еhэ 9реrа-

tоr EG(.,.r0) сап Ье сопвidеrеd вs а пвррiпg of r\ х r| into
чir2

r| х ltrco апd thus а gоlчtlоп

t = о u111 Ье оЬtвlпэd Ьу applylng tЬэ lnpllclt firдction tЬеоrэm.

Аg 1п thэ рrесеdlпg весtlоц lэ сап чеrifу thдt е11 the ввэчmрtiопg

of thlB thеоrеп аге BBtlBflod. rп раrtl,счlвтl lt fol1orB fron (3. t5)

thдt the 1пчэrрэ ореriеtоr to бG'(чОr.Оr0), thэ Frосhэt doтlTatlve

of thэ оретаtоr ЕG(цrаr0) rДth rовресt to (чrа) , exlBta for
а,11 0 l о гhlсh аrо gчfflсtэпtlу сlовэ to 0 . Wэ Btlл up tШв

очtliпэd rзвtдt tn е thэотэm.

l> 0 Ье sчfflсlепt grall. |[hец thеrе gхlst с
of thэ forT

n
чО(t,х) - ZBfl Btn kt glп kx ,

k.1

эчсh thдt fоr еyоrу е о <lelSCo there 1g а fчпсtiоп ц в

(ч,а) е Ф\ , {| to (2.1о) гltb

Д*lо,

. ut € Ua(17 - 
'v)!!g!-
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(3.5) "?, "з - aоо - "i = ' 
а/Тп (2n+1) > о

whlсh satlsfj.os

(з.6)

с
1

Tlre forT of eG

>о апd 4rо

п

$ ,* - д + I"i' - 'Ji. /2(ъ+t) .

1.1

Since det |t2+ a}Шf;,l_r = 2п+lt ге сап сhоОве в € Ш Buch thдt for

(3,7) ,l - сiг /в

(thtg вресlа1 forT of 
' 

iB чэеd ln рrочl_п8 (3.16)) thеrе exist

"i, "3, ..., Bf, BattBfytng (3.4) апd in чirtче of (3.5), (3.6)

Batlsf}lng аlво

lo
ацd

(3.8) T*l4Ql+l): т
т

Setttng

uflttl . в! Bin kt ,

апd ufl=O, "i=O for k>п,wеhаче (чОrаО)€t
for which (3.1) hоldg.

D
т
Io1{

(. - р+ Ё t"!l2l € J| а/(2п+1) о

1=1

х L2
1

lшрliев tЫ giчеп аС > О , thеrе exlst
вчсh thдt

(3.9)

Еепсе ьу (2.11), (2.12), (2.14), (a.t51, (3.1) епd (э.9) thэ thooren

w111 Ье рrочеd Ьу applying Ьппв 5.2 as gооп ав ге hдче vertfiod
the fоllоrlпg tго вввэrtlопяз

29
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(3.1о) 1Ъете is а fanlly of ореrаtоrв ек € YL

given &> 0,thеrевrе CzrO f,2

Ir (N,

and

) sчсh thдt

> 0 fоr which

ýup t 1l'G' 1.,О,"О, J l-T.|

lfi S t.J.ac.
(э. 

'1) 
IЬе::,е аrе m ) 0 and

tбt = 1/q, 9 Д 9о ,

whеэ-е lil€ ъ( {.1 х {2, L
tbe сопtропепts

r.*tv,c)(t) = - vu(t) + с

"Kfr{,,"' = 'Ч9 "о

ъ(х,yЕ); 
о < lel3c"

qoz 0

q€ ш

BiiaiT 4hat for everlr е

we Ьдче

Ьу settitg

bave

,

al( ',( )-'[lr,*,, с , Э ttr о

vlе define the ореrа,i;uз, к е t( 11 r {2, Т, Х atrC l
iK = (к1, Е*2)

1) впd €к2 е ъ( L1 х rr, ъtл

о siп ku , t € [-еТ ,2JГ)

+ zf;v -2L"

with
т

zey u = 
-i 

,n - + i(ч!tz))2)чоt 7) slп k(u + е|))аТ ,

0 I='|

Ъ:" = Gl)TLp J (

п

Z.i(Z)vr(zl)ui(?) Bin k(Е+еt)аt о

l=1

The еsgеrttоп (3.10) can now Ье vorlfied oaBily uBing the Btan(brd

tecМlque applied in рrочlпg (2.131. То рrоче (3.11) Iet чg iпtrо-
dчсе вп operator Ltt 

" 
Ъ(L2, TL) Ьу Bettlng lts k-th conponent

'.1n{") = '*it tc, sln ltJre ц , с) =

lL

0
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, k вlп k€Y Т
= r--T е

q2в

n

f C{l2ca+ J }l) сов k Еу )с* -
1=1

(а- тв-г

n
а! сов k 09 I"i (2+ l

1.1

1
k)"t

As tho по!ш l1,1l11 Ll, \) 
of the nBppingB Ze апД iO сап

Ье eBtinBted Ьу а oongtant tпДеропdепt of 0 , lt foIlorg thдt
(3.tt) 1g ап 1щеdlаtо соцrоqчопсе of the fоllоrlэg аввеrtlодз

(3.12) Ihоrэ аrо в., 2 0 Bad 9о > 0 gчсh thдt foT отэrlr €

9ё 9о ,

ш( 
еr )-1ш оrч' , trz)

I€t flnlte dtдепgtо,аI gчЬgрасев of U2 апd ч' Ье dеftпэd Ьу

(з.lз) at-["сO2iсц=0 for К>n},

(3.14) 
Ч'" - Lu , Ч'i dЕ . 0 fоr r > oJ .

тhоп {2 = ХЪ е(с Ё* , Ч' - Ч'оФ 
( ?1)r апд tho вDасев

12 and 
't\ агэ both lBonorphlc гlth ВВ . м

'lc*{") = -
-2,ав

8

11д
е+

,

"i ["!tz* J}lo,
1.1

unlforTlyfor 1=(k 3о, k€Ш, det Шz+J}Ш|rlrl в2п+1

t"i l4 . we сап flnd €э' О апд ч

q€ Ш те hдте

1
о

в!d

> О gчсh tbаt fоr every

Ец{"' - а впd

lel = 1/9 ,

m

11

80

d€ uе
aп

there iB с е {-! BettBf}lng

13.|5) llcll"n 5 9 llur' 
чr,

зl



Fоr k)п, wеЬч€
crc*{c) = ( L*#Д * бо сов ц gg)сц ,

rhеrе бо - Т @ - +f Ъ!l2l . тhцg ьу (з.в) бо gatlBfieB

'uzo,}"]rl 
€ бо4 'il*1(2п+1) .

Dэnottng t(e,k) . L# * бо сов k,r, те rЁ11 рюче

tЫ thcro аru п, ) 0 апД ql 2 О gчсh thrt

(Э.t6) ll(C,k)l 3п, for ltl =1/q,, чёч1 ,ч€Ш впd k€Ш.

М 
' 

1в giyеп Ьу (3.?) ге put л, . fЭТ* l2(2rр.l)] * 1 апd

lэ r1I1 ёiвttпgulэh thrэе с8ý9ýо

(t) Iat sln k Е1) . 0 . |Ё€п la(e,K)l . бо .

(11) Iэt Bln k о] l о апд lx EYl 3п /4 . tъеп

la(E,k)l . ЧЩ* бо оов LE' а бо сов 7i/4 .

(t11) IЁt вlпkеУlо enil lkgr|>СIrl4.ýlпсо k€}l .
r Е S, * *"" k, Т а Т Brrd thэrеfоrо

lrt.e,k)t g fr rзlп krrl - бо l ,fi вш Е - n" a

rаЕ-6о 'Т-со 
Z Т*/4(ъ+1, )0,

lhlоh Dt\оy€g (Э.16). Тhе евttпаtэв (3.16) впd (3.15) rпрlу (3.12).

Ц1l ооry}эtэв tho proof.

Rепаrt J.1. Iс вrэ not аЬlе deaI rlth the охigtепое of веrtоdlс
gоlчtlопя ЬttЪrсаtlэg frоп в potnt цО fоr drloh the set

tk € ", 
oi l oJ 1в tnftnltg. ,|Ihо TolBtion (з.5), bэlng Ilnitod

з2



tЧ оШО' 
- 

"ОШа(г_ су) , 0 ,

Rепвrk 4.1. Fоr tl = 1 and foT any чаlче of С апd 
' 

wе впе

аЬlэ to glче periodlc gоlчtiопg expllcitoly Ьу цеапg of o1llptic
fчпсttоrrя.

5. Дrх1l1чу BBsertionв. lШg sееtiоц contalnB twо аuхlliвцr
asBerttonв. |Ihе весопd опе tB the lnpllcit firдctton thеоrеп 8].чэп

iп а fо:m wLlсh 1в yеrу вцitаЬlе for рючlаg thеоrецl, оп the ехlв-
tепсе of реrlоdlс gоIчtlопg to partial di.fferэntial eguationB. Тhtв

fBct hвs Ьееп shотв Ьу iI.P. FtпI адd W.S. BB1I rn [t] .

Ме firBt asBertion is чsеd, in the рrооf of the sесопd апd

свп Ье veTlfted lшediately.

Lеша 5.1. Iret х апd Y Ье BanBch gрвс€в. IЁt Т € T.I(X,Y)

Ёth т-1 с L(т,х) . IЁt Д € L(х,y) , llAll 1g,у1 €

ý (ellT-1[ ,-1
L(Y,x) '

(т+4)(1)

(11)

(111)

LещЕ 5.2. I€t зо

Ье в Benaoh врвсе,

€ ь(х,у t

(t)

ll(п+ д )-'llr,(r,*1 S ellT-1[lr(y,x) ,

lt(T+ д )-1 - т-1lll(у,х, ý еtlт-lШ flбу,д1.1lАll111,т) .

. 1Ъеп

-1 е l(у,х) ,

лr and m lg;loBttlve пtrпЬеrg. I,et Х

хо€ x.I€t Еос R

rо

Ье эцсh thдt 0 1g еп

accumrrlatlon polnt of Ео . Fоr €y€4у е€6Bo,Iet I Ьэ

Ввпдсh врвсе. IBt бG, в("О,rо,х) х Е/о, [оJ+tЕ сапd к€
) Ье mBppingB ваtlвfуtпgз

For ечеч[_ 6 € Ео , Cn : в(хО,rо,х) Y Ё trо, f,o7+ tС
tg сопttдцочв.

а

33



(tt1 Fот ечецу еG Ео адd [е Г-4,го] , thеrэ ехistg

'О|. , В(хО,rо,х) х f- f,o, Joj +l,(х,yf ) апd for
еч9rу 0 € Ео l the nallptnB { +еG;(хО, Г) 1g

сопttпчочв.

е Г- 4, f,о ] , llx-xo]lx . "oJ 
( 1/4п .

(1v) 
""е {tl€ai(xo, /) -'*lloa",r' ), С € во , f, е

€ Е- /о, Г"]J 11/2в .

(v) gчрUl€G(-О, Л)lIус , €ёЕо , Ле Г- [о, f,ol JS trz+, .

(ч1) tl€c(xo,o)llys-+o ва о+о, с€Ео.

(vtt) Fоr ечэrlу € € Во thэrе tB ,I) вчсh

that llccK)-lll
I.,(Y б ,х)

€во

1Ъеп for 9чсr!r е € Е апd { е [- Jo, Ло] thero эхiвtsо

(tlr) эчп{ll€с|t=, fl - Сс|t"О, f,)llo,",rc ,, , € Ео , f, е

(Ек)-1 € L(yа

в чrЁqче

очсr, О16+ rО

tho firnctton J

satigfyina
*0, Е € во

tB сопtiпчочg.

qla l9r_9I9ц с € Ео

[*L е B(xorro,X) Ое(f,rL, J) - 0 . ![отэ-

еgе

_>drL

Рrооf. Ше lвпвпэtэriв е and f аrэ эlевэпts of Ео апd

Е- f,o, /o] rэврэсtlчэlу. Ву (ty), (чt1) апd Lоще 5.1гэ ьче

(5.1) [lc 
€с|сrО, ,r))-1llл(уO,х) € h .

ltэ put f,-c. "о ааd Ъ' . '{ - {'с|t-о, Jl)-l Lec[$, [1

lf Г-i a В(хОrrоrХ) foT k . 1 921...1t1 . Ву (5.1) wэ hачэ,

k r 1121r..lЦ r

3l{



(5.z)

Шrэ relBtion

СопЬlпlпg (5.2) Bnd (5.3) ге Ьтэ

llЪ1 -'r*,Ll х J ьlleec'*t,J)llrc.

'nr'4_r, J) * Сс|{-О, Гlс{r!, -[*|,_r) = 0 ,

the эвtlдаtо (8.6.2) of [а] enil (111) ylelrt

(5.э) llrс< /r[ , /
у0

= tlcc( 'rf;. , tl - 'псг*f;_r, d) - 'cicro. J)( 'r|, -

- frf-,)llrc Э 
""р tШ'сl (x,d l - 'cic"o, Л)Шо(",rЕ 

)'
Е € Ео, f, е L- do, J"l , х € в(хО,rо,tr[ Шfri -

- trt_rшх g ll 
r* - Гrf_.,|l, 

f Ф .

)||

(5.4)

for

( 5.5)

шЧ' -',|.il,4 *tt/-i -Л*'шх

k = 1121..o1l1 о Ву (5.4) апd (5.2) rе оЬtаlц

Шr-f*, - rО,,, a (l + } * * * ... l lt'-i - -oll"ý

J ап ll0с(ro, J)fire .

ву (ч) thlB glтэв Ш/dt - xollx <\,д. Тlrчв r ri , в(хО,rо,х)

for all п € lI . Ву (5.4) rэ can рцt [,е . 
}ri_ -'4. 

Тhеп

ее(6zе r 6) . о 1g в сопвеqчепс€ of (5.3) Bnd (1). Since ,г.

tg сопtlцrоцв ln t for flxed t € Ео , Ьу (1) anci (ii), t}re

coцttnrrity of dr€ fo1lorB froв (5.4) rЬlсh эпвчrеs цпifоп;l

сопчеrgепсэ of '4 оп Е- f,o, f,o]. Ву (5.5) ацd (v1) wе hav+;

t5



о*O+rо аа 0+о, Ее Ео.UпlQчоцеggоf lx| сацье

рючеd oaBily. ШiB conpleteB the рrооf.
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