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о прЕдЕльных U.икjIдх плоскои нЕпрЕрывнои
КУСОЧНО-АФФИННОR СИСТЕМЫ

D.И.Г и л ь д е р }r а н (Новосибирск)

в статье устанавливаотся необходи}.iые и достаточные условия суцествова-

ния предельных циклов у плоской непрерывной кусочно-аФФинноt'r динамической

системы. 0сновной результат статьи сФор}rулирован в Е t] .

где

kд

l . Постановка залачи. 1.1u рассr.rатриваем динаr.tическур систеr.rу

i-ru), х- (а,,ч)*еR',

F(x)-Arx+ 6* np" Хе lJr-tXlrrtft'cpX-h)5ol,k /,2 7

- квадратная действительная ,.,rатри u", В2 , Р+е R2, iеR и

Д,Х+8,- ДrХ+ 6, пр" Х€Г- U,пU.

(l)

(2)

(3)

Эта систеltа принадлежит к классу непрерывных кусочно-аФФиннчх систе}i,

определение которых и некоторые свойства ttolKHo найти в E l , 2] . Одно иэ

этих свойств состоит в Tol.., что для ltlатриц дr rВ* систеr,rч (l)-(3) спра-
ведливы равенства

Дr= Д,+ <р , 8, = 4 ,а,l.
Пользуясь этин и предполагая, что ] Дrll 0
в виде:

i: ЛХ npn Х € U, - |XtpX--l}, (5)

х- (A*udX - аL прп Х € U, - LX l рх > t} (6)

n|"

Х-r(r),F(Х)-ДХ пои рХ<l,,F(Ю-(h<р)Х-еh при pX>h, (7)

Начlей цельо является нахоrхдение необходиr.rых и достаточных условий в

терr.rинах Д и 4 , при которых систеr.iа (7) обладает предельныl.t чиклоll.

После того как будут найденu эти условия, станет ясной возt.rожность постро-

ения lrtногокомпонентных кусочно-аФФинных систеr,i со l.lногини предельны}tи цик-

(l,)

, систеr.rу (l)-(3) йожно 3аписать
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лаr"tи, лежащил,rи один вне другого. Поскольку очевидно, что при lr{, | - Q сис,

тема (l)-(3) предельных циклов не и}.tеет, начrе предположение о неравенстве

нуло этого определителя не сужает исследования.

Вопрос о суulествовании предельного цикла для конкретных систеr,r, среди

которых иr,tе|отся и непрерывные кусочно-афФиннuе, часто возникает в теории

авто..lатического регулирования. Так, в Е3, с.5Ц2] , установлено суцествова-

ние предельного цикла У систеriiы

i:;; - - -";; 
Ь; i- i,-*: (/+*р)Х+ pi'u по" (-t)K 7эх> /,

где |р1,2 i А- (i' -l,) 
, rQ,0'1,-а-(К;оf , K>l, 0.р. +, (8)

от которой систеl"tа (l)-(3) отличается не только обцин видом r,tатриц, но еще

и тен, что она распадаеТСя ВСеГО На ДВе КО}.tПОНеНТЫ, В ТО ВРе^rЯ КаК СИСТеr.rа

(8) TpexKorrnoнeнTнa. t|икл, построенный для систеr,rы (8) в f 3] , состоит иэ

четырех кусков траекториЙ аФФинных систем с постояннчми коэФФициента}.iи.

В отличие от этого цикл систе}iы (l)-(3) в тех случаях, когда он сицествует

гладко сlливается всего из двух кусков.

2. Необходиr.rые условия. YKaжer.r прежде всего необходимые условия, вште-

ка|оцие из критерия Бендlксона, 'справедливого, очевидно, для непрерывных

кусочно-аФФинных систе}i, а также из теоре}iы Пуанкаре,об индексе LЧJ .

В силу последней теореr"iы внутри цикла долrхна бчть точка покоя. Таковой

MolKeT быть только точка покоя одной из коr.rпонент. Oтсцда и иэ аФФинности

конпонент следует, что система (7) не и},tеет циклов, еспr собственнuе числа

}rатриц обеих компонент действительнч. В противнон случаеt ту конпоненту,
точка покоя которой является точкой покоя всей систе}tч, СДВИГОr.t MolltHo бчло
бu превратить в линеr-rнуD Систеr/iу, и ее характеристические направления пересе-
кали бч цикл. Такиtч образом, справеллива

л е м м а l. Для суцествования предельного цикла у двухко}rпонентной

кусочно-аФФинной систеltы необходимо, чтобы }rатрица хотя бч одной иэ компо-

нент иriела комплексные собственнuе числа и точка покоя этой компоненты явля-

лась точкой покоя всей системы.

Польэуясь лемltой, },rатрицу одной из коr.tпонент систеr4ч (7) можем привести

к диагоtlально,..,lу виду. Пусть для определенностп Д,r: fu-а+ li, l' 0,
n Ьr-1 - собственные числа l.tатрицы ,4 . по"п" преобразования систеiiы
(7)мох<ем считать, что

А-djЛ+(Ь,,Ъr\;Х,е,р*еС'; lrOi 4z-Z, , pz-F,# 0, (9)

Добавиlr сDда не нарушашцее обцности предположенпе l Р|= /, RePrf?, ХПРr* 0,

Пусть, наконец, |rr/tz - собственные числа ,.lатриць. l+ аР . Как

показано в Г2Э , cJa при это}r одно3начно выражаOтся чеоеэ L* и Yr :
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.bt l ( L"- f ,)(fu"- р, \

- : !-tl.,к \ / р* Lr- fu, " , k:/,2, (l0)

0тсода следует, что выбором Лr* " FK &iы однозначно определяел{ систе-

му (7) с заданной границей Г . При этом, поскольку траектории каждой из

ко},rпонент инвариантны по отношенио к модулD проиэведения соответствуоцих

собственных чисел, ,.tы, не наруlлая t>бtцности, .{oнer"i считать, чтО |)"r7,, l-

-l!,/lrl - / lесли |о#0 ).
В силу критерия Бендиксона, для отсутствия цикла в области

точно, ,тобы djг F (Х) была знакопо.rо"rr" " 4 и отлична от тожлест-

венного нуля. Поскольку нас интересуют предельные циклы, а ни одна из аФФин-

ных коl..tпонент такого цикла не и}.iеет, то область f следует выбирать так,
чтобы ее пересечение с внутренностьо любой из областей Ц , u, , на кото-

Dые 9азбито RZ , было непусто.

Для кусочно-аФФинной систе.itы dU r Шl - Tr Д r no" Х е IIо .

Поэтоr,rу критерий Бендиксона для такой систе..iы (7) оэначает, что сул.rrы

fu, + Х,, 
" |Tt /z одногс знака и не равны oAHoBpe}.reHHo нулD. OTcroAa

вытекает

Л е r.r м а 2. Для суцествования предельного цикла ) двухко.lпонентной
кусочно-аФФинноЙ непрерывноЙ систеirы, л.rатрицы корiпонент которой иr.rеOт своими

G доста-

собственными числа..iи Ъr rЪz и соответственно /,,|z , необходимо выполне-

ние одного из условий: либо Ъ1+^,2- |,*/ z: 0, ц99 (fu t + Lr)(У,+Рr).0.

Воспользуемся теперь еце одним очевидным условиеr.r суцествованl4я цикла.
Пчсть /* U), t20 , k-/,2 - рец,ение ,( -й *о"поrенты. Если цикл су-
цествует, то для некоторых Ук G) " t* , 0, k= /,2 , и}.еот ,.recтo

равенства

рУ, (il-,h , рY, (t,)-h, Уr0) -Y, tt,), y2 (t2) - Y, tol.

oбозначиrq У, lol = g , и пусть ИкG) , k- /,2 ,

,.rатрицы систеr.r (5) и (6) такие, uro lr'l *@ - Е , а

рое частное решение систеr.tы (6). Тогда предыдуrцие равенства ttогут быть запи-

'";i;T,o"or,tt,lC-ll, 
Мrцtr)@,ft,lС- Yr* tol I yr*(l,)= С. (l l)

Отсода сразу следует, что np" f= g предельных циклов нет. В самом

деле, есп" fLo 0 , ," Y!tl)- 0 и систе,.tа (ll) относиr"п""о 4 оА-

нородна. Поэтоl.tу если суцествча, f* >g , при которых она coв}iecтHa с

,е*оторыr" f, , отличны}'. от, нуля, то при этих значенr^, t* она эквивалент-

на cвoel,iy первоt.у уравненио. Это означает, что rlикл проходит через любую

точку tT 0, лежащуD на границе Л . 1Ч"р"a rоч*у С-0 цикл прохо-

- Фундаr.rентальные

Yr'td) - некото-
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дить не может, так как это точка покоя систе}rы.)

Еrце прооtе убедиться, что при ltr- 1U нет преАельных циклов, так

как в этоlri случае из первых двух уравнений следует, что Оо0, lN{tr)-E,
т.е. траектория систеr.tы (5) , проходяlцая через точку N , ""лa 

является цик-
лоlii и не ýудет предельны}r цикло,'i.

итак, впредь полагае}. lrOrllr*ta, b1,2r... . Пользуясь этиlrt и

полагая М, (t)=Йg (efo't, еLrё ) , из первых двух уравнений (l l) найдем' ['h' 
lрrрЦtьD\С-чбv6\-r,eЪt-,l). (l2)

Используя 
"rо """""r"" f, , нетрудно показать, что при Rе Х":0

и !r*|, - 0 преАельнuх циклов нет. flля этого за}rети!i, что

|А+а7з-рl- F'-р(Л,,+Л".+р*). L,l"r* L,<2Fz+ foz*F,. (l3)

Полагая в этоl.i равенстве Rе ?"- /rt!r- 0 и определяя возliожные значе-

ния ос , соответствуDцие условир F, |fz- 0 , найдем матрицц Д+п,О

" d/L , а с ни1.1и и решение У. (t.) ко"поненты (6). Подставив это реш!е-

ние B^iecтe " Y1 (t, ) " С 
"'r"n'o"n" 

(l l) , убедиr.tся, что в случае

f iFz-0 циклов либо нет, либо они не предельные. СовершJенно аналогично

показывается отсутствие циклов в случае, *о.д" ,?е 1, > 0 , и либо

|r-0 (Fr--t) , либо !t- /2- -/ . Таким образом, r.iы Moжer,t уточнить

лемму 2. Имеет ..iecтo

Л е н r.r а 3. Для суцествования предельного цикла у двухко}iпонентной
плоской кусочно-аФФинной системu необходиr.rо, чтобu r/tатрица хотя бш одной

из ко!iпонент имела комплексные собственные числа; точка покоя этой Kor.rnoHeH-

тu являлась бы точкой покоя всей систе!iы и не лежала бы на границе областелi;

собственнве числа обеих компонент бчли бы различнul,tи а их действительные
части отличнu от нуля; наконец, следы натриц ко}.rпонент были бы различных

знаков.

В терминах системы (7) это означает , "rо 
Ре Lrl2,

Хmfu,*0, Reyr}0, !,f Fz , lrr0, (L,+Х.r)(у,+уr) <0.

Теперь ,"iы l"toжeм paccr.ioтpeтb

3. Необходиlrые и достаточнче условия. Расс1,1отрим Функциlо последования

СиСТеllu (7) , определеннуlо на луче РХ - /l, . Для суцествования предельно-

го цикла необходиttо и достаточно существование у этой функции неподвиlкной

точки. Такой точкой MolKeT слу)хить ,о.,*а 4 , определяеr.rая системой (1l),
если позаботиться о Tol.t, чтобы часть цикла, образованная траекторией

М|(d) CrO<tst, ,.,лежала . Ц , Такиr.l образоr., для существования

ц0



предельного цикла необходиrrо и достаточно, чтобы суцествовала такая точка

tе Г и такие /,r 0 " tZ>0 , что удовлетворяется систелrа

/эС=h, рМ,(t,)Г-l,, ( 1ц)

( l5)
рY'|ч-с - РДГ,0, pY'|v-M,tt,)c - рАм,U,)С> 0,

pЦ,(l)C.h, о=t=t,, 116)

M2U2)W,U,)7-Y)+Yo-C, _ 1l7)

где, как и ранее, полагаен 
^М, 

ft): !,Оq W^t, еil), !t,#lП и, пользуясь

леммой 3, полагаем ?u-a+ti i a,l, ДrЙ ; lL|-|pryrl-i;

Ft+Pa. 0 i M,(t)- м,' 
ryy:h:'!r, 

м-й,(-,:л'i!r'!;,),
. уо- (A*.lp)''uh= h(;,2.).

Наша задача cocro,ni в Tol.t, ,iтобы искло"пr, trrt, n С из систеliы

(lЦ)-(l7) и получить необходиl.tые и достаточные условия существования предель

ного цикла в тернинах собственнuх чисел LK n Рк . фqр}аула (l0) позволит

налr зате}i построить требуемую кусочно-аФФиннуlо систему.

3rа,.еr"е 4 , удовлетворяOщее систеrJtе (lЦ), дается Фор}rулой (l2).
С этиl.t значением r , заменив для краткости Й, "" t, , получиr.i

рАС - +,, Эlлt,
гАе

ц = a,Sиt,- lСut,+ te

pAM,(t,)C - #, ,

-9l
'о' , г-аSiпtt + lhbt,- te

( 18)

tt,
( l9)

и условия (l5) прининаlот вид

Stпl,.0, ц>0, tr<O,t,r0. (20)

Неравенство [-0 следует из двух первых неравенств (20). Эти неравенст-

ва определяDт некоторуD последовательность промежутков на полуоси t|>0,
из которой, чтобь. удовлетворить неравенству (l6), HylKHo взять только первый

пронежуток F,t* ) r гд€ /*- *оо"r, урая|ения

ч(h - asиt - бh,!t+ t;tt-g (2ll
на пройежут*е (,Вr2ПJ . Нетрудно обнарух<ить , uro t'.r*u.r"r"T и принс]дле-

жит про,.tе}fiутку (Е*Р, Ч * 

') 
, ,Ае. Р- arltg! .

Такиr.l образо}.i, HylfiHo выбрать tz, 0 , чтобы при HeKoToDo1.1

Qе@r{-)выполнялось равенство (|7). Подставив в это равенст"о.r","rr" }}

и у1.1ноlкив "rо "ne"a "а /V , получиlii

е к l, 2

или| . силу (l8),

з



/"tz а- /*U - l0,": + о !/f=S,лt,, k-/,2. Q2)

Таки^r образ.", "о"о:; i: *-^6удет суrцествовать тогда и только тогда,

когда для некоторого t, е (П rt 
* '1 существует tzr 0 , удовлетворяощее

систе."iе (22), и ,rо t1 моlчет быть заклDчено в окрестность, для точек кото-

рой систеr,rа (22) HecoBrqecтHa. Мы поканеr,r, что в тех случаях, когда указанное

t, существует, оно единственно среди всех точек проме"<утка 1rz,t*).
Удобно paccr.roтpeтb порознь три случая, когда собственные числа Р, :

l) коltплексны, 2) действительны и одного знака и 3) действительны и разных

знаков.

].I. Пусть f,-р=р+9i,9>0,/э -F и, в сипу леr.tмы ], Р.0,
Систе}rа (??) в рассматриваеr"iом случае эквивалентна двуl.. действительныr-1 ра-

BeHcTBar,t:

ePL Cobll, :
(а - pu)(t[- рlг) + 92uг

f (t,),

Рtз

(ц-рч )2+ g'tr'

gа(tг-ц)
?(l,) n(ttг-рtг)2+ 92 tгz

а Siog,l, -

tr'0 , t,e(o,t*).

В силу (20) знаменатель дробей отличен от нуля.

В плоскости 4, 1, расс,.отрим две кривые:

,i - L',l,,s)l 1 ,-{ ft,), |r-pttl\ , / е Гг,l*7 и

Г, =|G,, irl | 4,- 0 Рt' hbgl,,1r= е Pt, SiпglrJ ,/rеfо,*).
Так как qd)>g no"defurt'7 , то вся *р"""^ | , Kpo,"te ч.]-

чальной ',rou*" ({ 1,rtl ,9tol) = (-e-fu , 0 ) , располоr(ена выuе оси О{r.
Колвая | предсгавляет собой спираль, начинаюlцуася пр" trn 0 в точке

it,ф i п"о"9"*.оцуа ос" 0l, в точках (Dle€ol , а ось !|, в

,о,.*"" Ft)ke(t+k'E)f , /r-'0,1,2,... ,

Для суцествования предельного цикла необходимо и достаточно, чтобы

K]lva'ble ,1t| пересекалис" np, t>C,tz>0 и точка пересечения была

О d) > 0 , то нас будут интересовать только верх-

|... оrr" Г!^'-|E,,1r)l 4,=ePt' h+gt,
е|(Zm-Z>rТ, (2п-l)tТl . Из условия пересечения

уlзlэлйров,J-lной. Так КаК

ние дуги кривой 1

'2 'pt-
1z= 0' ,
с "ц

{1yt,l, rt,

Лусть

- - ,(Zm-l)

лло!(но получить те или иные условия существования цикла.

lп> /
Е

ц2

р
9

- наименьшее целое число, для которого-е-tС -

=



''"' n, - (2.- r'+ 1 f'z- 1,2,... и (z,п-З)? 
" ;, п-2,3,... (2з)

Это означает, что Гj^)- п.о."я дуга коивоа | , слева от которой при

t = Е начинается *р"вая |
Пусть t/,(il " il,tlr) - точки копвых { n ЦФ, лежащие на однон

луче, и tr!),. " Zr(tr) - расстояния от этих точек до начала. Тогда

t? tt, -'rr+ . отсрАа и из услови 
^ 7tz_ (Z,п- t)п при l, g по-

'"l"""Г, 
2п-l)п + оlсЦ #)

|t'- 
\tz*-2)п+,фr{ф

"r" {d) <0 ,

"о" {{il , 0, l с Гr,l*J ,

n , "rn, t"
И С ЭТИ' Ь2 

0^ltl: 4 tlrl- с| t/l- еФl'- ({'t/,* 2'{ll),
В силу gбора rTL (см. О3) .l , 0п

секартся, если нбйдется такое t е \С,t*]
валентно To1..y, что npn t-{ Функция

(а)<0 ,Коuвvе |
, "roO^td) rO

rrlиl
2

( 2l,)

(п)
пере-

. Это экви-

t су-
ц
о,

возрас-

(26)

ф. ф - Zptz- !" ({' (il + g'(il)
принийает положитепьное значение. Найдем условия, при которых такое

ществует. Для этого преобразуеr.r вчрах(ение { ttt . 06означиll Дr

у- # , P-9ly-c) , Q, /-р (у+r)+ ч , Р- /- 2ру+ у2 ,
ТОГАа,, 0 р 2,r, лZ, 2 1-2ро+эz

f=; , р-i , N: (il- |'+ 9'- йFт ,

Покапен теперь, что Функция фп (t) на пронежут*. (йt']
тает. Найдем производнуо зтой Функции. Имеем:

*i ttl= 2; fuutg 5) - V"'#')'- _ 2' - |ц' (l- zрэ + э2) - 2о' (1-2py + y'))fu .

так как о': - # ,-tr , уr-# ,t' r то

tf 2а,Ф^: йl'- Йr"у' 1g-tt- Р- Zрл*"')rt'| .

Далее, если вuражение в квадратных скобках Е последнем равенстве обозначить

{ ttl , то легко
' t,r,:'-';t;';;r"i')i1;o - Q-2р.с,+r2)r't|-# (у- е). g

5)2

!

в силу того, что Р-0 , l!.0, {r0, а.0.
Такиl.t образом, ф ttl yo.."""l no" /е 1lz,t*7

q]



3аметим теперь, что

У (t- )- ( t-Zрц + ц2)L=r* ,0-{t'- е3'*,
так как oft'l-ultr)- 0 . иr'р{.""{r."'Оа?l*) - 0 имеем аd*)-
_ S[пt':- 6rlt'/g'{ry + а и [ (t' ): Zattri'r- 6r-tt-lezlt'- t ).
0тсюда z-ytt*)={l*r--y'ettl'-!': о , и, следовательно,

"'- ,r;^ / > z2+ l, e'tt| {'* а'* nre lt'. Q7).Ll

Это означает, что Ц(/')rО и, следовательно, |ЬrО при всех

lСlП,tt. 0тсюда *i, О npntе(,,t') , что и требовалось.

Таким образоп, Ф.(l) возрастает np, t< (П,t*) . 0тсрда и из пре-

дыдуlцего вытекает, что для суцествования предельного цикла необходиr.rо и

достаточно, чтобы

u* rl') , 0 k.e. Grtt*)ro l.
Найдеr,л условия, при которых эти неравенства выполняк)тся. 06означиl.t для

краткости € - lr,
Так как { Kt')"r 0

и расснотри,.r Функциlо $"(r, I)= -q^ ( t* ),o=|Plt,9
,ТО в силу (2l) условие существования предельного

цикла при}.rет вид:

$^,,{,| =2 f,k.!"*Фпл.Ф,Н- hp,_lpr+l).0. (28)

из _(23) следует, uTo Ф, ({rt,) опреАелена . yrnv t), : 0< {. f, t

" 
ф_({, L), пъ> 2_ ','-'.1rn, Qл ,(еm-3)g- ý.'(em-t12. "

По*а,iе", "rо f (€,2) =О во Bce}r углу Ql . Для этого АоопреАели..

ее по непрерывности'r" nJnro., {- 0, Lr7 , пор(ив фr^(О,r)- 0
(так как Z- 0 поиý- Q ), и замети}t, что #-4-r.0,
Отсода слеАует, что Фr({rУ) .0 при лобоr.r "z, d l Так как,

кроме_того, r >0 при ý, 0 , то вместе с предыдуlциr.r это означает,
,,rо S, G, у) . О np" ппбо"l> 4.

К сожаленио, Функции 4GrD, *rа , не всоду отрицательны в

yrn"r_!?a . Так, например, на луче r-1 Функция

Ф"{i, | : 4п[ + e2atltq L -: hQ'-.2pz + |>
, 4oI - 2(л (z+t) > е Ё"t -' i"(tr'tY**ФilrzЛ

,"* *"*', .е€t'r l " /. !+а"Фt . раэностЁ справа при боль_

uих t, очевидно, полонительна.

Тем не }.ieнee в каждоr.r углу Q^ cyulecтByeт область а^ , в которой

\t,{,x) ' о,* . ' cal.tor,t деле, таК как (В силу (27) ) zZ"-2рz+/ >

> 02 Et' 
" t' ' О+ OMtg { , то при tп > 2 иr.tееir:

i ф^ В, !) . а^ G, | = [ 
*rr+ i - r **Ф !, + |r,z,- z 

) t - ý7 r .

цl,



0тсрда следует, что область

сверху возрастаощей кривой

щей асиrqптоrу (2,а-2)Г {
зонтальна). Легко видеть, ч

ga вкл|очает в себя область, ограниченнуо

ф.({,[)=0 , ПРОХОДЯщей через начало и и,itео-

, " .""'.у - лучо},t {-(e^-r)2 (ось df гори-

,о t2* l f, 2 2, соАер).(ит чгол QП-2 ) 2 <
_- {. Q*-t)y.

Такиr,r образоr.r, для любой пары €, l/ (т.е. для лпбой пары # , +,
р.0 t из объедине "n^ Q - ff.a^,:ЙarJcooTBeTcTB чоч.. 0-Ё5 '0V,
и, следовательно, для этой пары суtцест9ует предельный цикл. 3аr,tетиr,r еще, что

Р содержит область а-= {({,|l, { rт,I,LIюФ|-rоutу{*Ч. oJ ,

ограниченнук) снизу осьо 0ý , а сверху - выпуклой вверх кривой, проходяцей

через начало и иrаеюцей горизонтальнуlо асимптоту на высоте 2' , гае

aLotp # r "- /, 
.

Сrhьrо оrрубл"", ljtor(erri утверх{дать, что систе}.tа (7), r,rатрицы KoritnoHeнT

которой имеют собственные u"cna Х,r,2= а!4 Р,trg)" рпi рiд' (grО,р.d,

|Lr|=lY*l- l, обладает предельныl.t цикло}t, если пара г , t удовлетво-

ряет одно}{у из неравенств:

Ь,' 2п-| , m,- /,2, (29)

или наконец
lpl ,Фа,l';'orctц#,- Tacct? а*ЕТ-о. {29||

3.2. Пусть теперь |rrlz действительны и одного знака. Иэ леrамы ]

следует, что trlr< 0 " Рr.0 . Пусть для определенности orFrrFr.
Равенства (22) в это}.,l случае действительны и определяот две кривые:

е,п-З < f

, к= /,2 , te b,t*JI ,

, K:1,2, trr|J,
Кривая Г2 непрерывна, выпукла вниз и расположена в единично,..l квадрате.

кривая f,," no" f=g начинается в точке l-ё;" ,- e-t" ). Так как цI-7t"l/< о
при всех t Cfu,t-] , ,о *р"вал Г непрерывна. 0на r.toжeT пересечься с

кривой Г2 (и r,tы при этоl"i получим цикл) только в поло)fiительно}i квадранте.

Поэтоr,rу r.rы будем расс},rатривать ее'только при тех tC|O,I*J , для которых

Ц-{(1,,42)l 1_-'-p,uU-F"tr
Гr-I(4,,1r)|4* - gr,t,

и L,,-- /rU'0
Так как, кроме того, пр" |, > 0

1^-

Пос*оль*ч {л (/ 0 , то такие t ,айдутся
}. J):-:>, /-/l"Z
и!tеем Е <

-9l 'к

е 6" - rtFк

из него при всех

ч
то кривая г войдя

/ и

(t -н,у ) |у t,-H- r ) *r) 0 ]
tt >0,

в единичный квадрат при некоторо, to , не 8ыходит

t eft", t-J.
а(t")7rц(t" )-0 , ,оДалее заr,rети}ii, что если f, (/') : о , т.е.

ц5



4,{t"1 :
снизу. Oт

Г.U",t

фr- 1QUGo)
аG) - р,tГGо)
сюда следует, ч

J ,""", "."rо

>0 , Т,

,"q и

неравенст

г,е. коивая /) входит в единичный квадрат

/_ ПеРеСеКУТСЯ, еСЛИ ПРИ HeKOTOPOlit
z

во

)#
а-/,ц

1,
lлг- U.U lr:д >I'2 а- F.[ \

Рассttотоиl.t Функцию

&н ( 30)

(3l )

ДиФФерен-

( 32)

(33)

( 35)

U -f,tг

GH) -p,t"';r: -д|п'#, ,t-|z| lЗ 1-!rt 
пl

Qчевидно, что неравенство (30) эквивалентно неравенст"у UtГ).О
цируя GG) , получиr.l

nIlJt /l,|zUl,- /Jz) суфd)
v |v'ur'Т-рr*Хi-рp)UlцР(/Уф)'

'о" 
ф i) -et' {, -y,r1(l-/,r) - if' P-r,y)(tv,y).

Имееr,t

! U) - f|t' (rн 
" 

) (/-н о) + itt ( *7, pr,H й lff 1 у 
- о1, о .

и, следовательно,

Т {:;:i;i ;;,', ) ( r- р, z ) . g-ý 
t 

* 

|u 
z ý t 

-- 

Q,+ t,| . р

( 3l,)

Такиr.r образо", фlt) растет no"n"/o . Прп t-l* , *"* и ранее, иr.lее^t

оG*)=0

{(tr)=e
в силу (27). 0тсрда следует, "rо Ч(il.o при.r"^ t' U"rl*) . Это

Bl..tec'e с (32) означает, "roý'(t) a 0 np" t е (t: t-J и, следовательно,

0Ф убывает. Таким образоtt, необходиt{ыl.i и достаточным условие}i

суцествования цикла в рассl.iатривае!tоl.i случае является неравенство

|ft- ) .0,
т.е. неравенство

х d В1 : 1lr[o(t-p,r) , !,!" rl-Fril -0.
Ho[l(0)- Q и"-И[Уl wFrЬ): 

=0,
0тсrода и из того Факта,'что Z>o при лрбоtt Q>0
G(ti ). о.

, следует, что

Таким образоr., систеr.а (7), одна из ,.rатриц коrlпонент которой имеет

комплексные собственные числа с положительной вецественной частьlо, а другая

- действительные и отрицательные, обладает предельныltt цикло}i.

3.3. Рассr.rотри}t наконец случай, когаа /t,lZ разных знаков. Пусть для
определенносrп f z-0. Fl , в силу леммы 3 /r+/2= 0 и, как всегАа,

||r,/rr,l ,l . Рассl.tотрим кривые

| -|tr,, 1)lr,-#n, 1r- #},, . lu,l*],
цб



ц
1l9 9
L\5l,эz

с,ц
)l1,:e-P'", lr=еtsУ'| , lrr-0 .

непрерывнu и после некотороrо to nr" [-/rn a 0,Как и ранее,

ил{ее!t

Ч-Frц - 0 они расположены в единичноl.t квадрате. Рассмотрим Функции

G (t) " l/ (t) , определенные Форr.rулаr.rи (3l) , (33) , но с условие..r

|i0, Fra!. Тогаа еслч Ц np" t't О 

"roon, 
в единичный квадрат слева,

т.е. вычlе /, , то для пересечения *р"вu, |, " Б необходиl.tо и достаточно,

"rф" 0(Г )'< 0 при некоторо, {r lo . поп .roi 1,d")-0 n 1z(to)r0,
следовательrо, Y(tО)>0 . Д так как по-преrхнеFrу {'G), О , ,о 

'l/G)'0при всех t .t " . 0тсода следуеi, "rо G'(t ) .0 , ,.". G G) убывает

no"nat , и, следовательно, " *",.""r"" Г r.to)fiHo взять /* 0д""*о в дан-
но,.. случае G(l* ) > O, так как F (О)-О, " F'F) r 0,

Из сказанного следует, что для существования предельного цикла нсобхо-

диr,rо, чтобы *о"вая Г, при HeKoтopol. Г входила_ в единичный квадрат снlrзу.

Это условие является и достаточны..,t, так *"* G U'1 'g, т.е., войдя в квсlл-

ра, с"rзу, Р пересечет С . В силу того, что {'(h.O , Функция ti'(!)
не более одного раза обрацается в нуль и, следовательно, пересеч"""" Ir/i
однократно. Такиrч образоrii, длl суulествования предельного цикла необходило и

достаточно, чтобu при некоторон {е(Гr/'f , для которого tlГ-/rЦ_- 0
k.e. |, (Г) -О ) ,лrиело несто неравенство llГ-лt.lI< О tr... 5itЛ >О l,

други..rи слова..rиrдля t, удо"петворяшlеголравенству

(у,+а)SиГ - lСаГ + &e-|t - о, (з6)

ВЫПОЛНЯЛОСЬ 

|'r,Тi"Гr*Г * ! le 
{Г- е-tГ ) . о, (з7)

Это iiловие r.ожно за}rенить более грубuм достаточнul,t условиелr. из (36)

бir
P7arTýиi- - (у| + zар; t) е

Подставляя это в (37) и учитывая, uro |.! 3лz .

v+

2rг r i**ol

-rty!'
l 2

f
, НаХОДИl"t, ЧТО

( 38)

Условия "|ir';:):ii,: 
;T; 

";iY 

;й5'-,., 
о,m

Последнее неравенство, очевидно, вuполняется прп лrfiyх O,t >0 , если

/, взять достаточно лrалы}r. Его MolKHo заr.rенить ечlе более грубuм достаточ-
ны}r условиеrr, учитывая, напри}tер, что д+&

р: +Zoltlnln /.f lra> 0.
> miл(о,I)

Ц. Резrомируеr.t все вышесказанное относительно суцествования предельного

цикла.
Т е о р е r.r а. !ля с твования предельного цикла у двухкомпонентной

кусочно-аФФинной системы на плоскости необходимо. чтобы точка покоя одной

ц7



из коr,iпонент являлась точкой покоя систе!tы и не лежала на гоани u е областей

i,ra т рица этой компоненты и&rела комплексные собственные числа и знак их дей-

ств"rель"ой "аст,
ных собственных чисел r.tатрицы другой компоненты. Если собственные числа

матрицы другой коr,tпоненты действительны и одного знака, то это условие явля-

ется и достаточным. В противно},r случае необходиr.lое и достаточное условие

существования предельного цикла состоит в выполнении некоторого трансцен-

дентного неравенства относительно собственных чисел: неравенства (28) , если

собственные числа матрицы другой ко,.tпоненты ко}iплексны, и (37l если эти

числа действительны и разных знаков

Необходимые и достаточные условия l"tожно за}.енить более грубыми доста-

точными. Такиr,rи условиями являlотся неравенства l2g), (2gl) или соответствен-

но неравенство (38).

Из сФормулированной теореl"iы следует воз},rожность построения tiногоко}rпо-

нентной кусочно-аФФинной непрерывноЙ систеr,rы со лrногиriiи предельныr,rи циклаr.iи,

лежацими один вне другого. В самом деле, в Toti случае, когда собственные

числа ,1r действительны и разных знаков, соответствуlOцая коr4понента имеет

седло, п"*",ц"" " 4 . Если при это}.r выполняется условие (37) или (38) , то

одна из ветвей гиперболы этого седла, сlливаясь с Kycкo1.1 спирали первой Kott-

поненты, образует предельный цикл. 0ставцrиеся три угла, образованные сепа-

ратрисаr.rи седла, можно взять за исходные колrпоненты и подстраивать к ниl.t

новые компоненты с ко}rплексными собственныl"tи числаttи так, чтобы для этих

новых чисел снова выполнялось условие В7) или (38). так r,to){Ho получить

еще три предельных цикла.

далее любуо из кол.rпонент с ко.itплексными собственныl"iи числаl.tи l"iожно

достроить новой коr,rпонентой с действительны,.tи собственными числа.itи разных

знаков, отодвинув границу достаточно далеко, чтобн не задеть построенных

циклов. (В условие суцествования цикла параметры границы не входят.) После

этого полученные сёдла li|o)fiHo использовать для построения новых предельных

циклов.
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