
}/.,1t. гl17.94r,

тЕорЕлtц рд.зРЕ,[|И}lОС,fl,l КРДЕll!J\ :Зj,.jl,\Ч ЛЛЧ О]lFlОГО К,ПДССД

выро:{цд,тцихсq эллиптиtlliских урдв}{Ений высокого поря.цкА

В.П.Г л у t,l к о (Boporrelr)

Изучение коэрцитивноir гrазгrегlимости обчlих краевых задач для вырожлапrцих-

ся эллиптических ур(,lвнениir в простг)анствах С.Jl.Соболев(,l с Becora было начато

в работах trJ - лля уравненийl второго поЬялка и Е27 - ллп уравнениr-t Bbt-

сокого порядка. Нетол, прилrененный в Е2], позволяет исслеловать лиtlь так

н(,tзываеr,tне степеннне выDо),(ления. В настолrцей работе изучается олин класс

выро),(дапtцихся эллиптических уравнений высокого порядка при произвольно

'|сильttо1.1|' хсlрбкт€р€ вuро,кления. Kporre того, в работе установлены условия

нётегrовостlr краевнх зал(tч лля оператоDов с перененннr{и коэФФициента..iи и в

Tol,i сл}чс1€, когла prlccrraтplrвae...raя область и ее гDаниttа некоrrпактны. Как и

в рлде других исследованиir (си. Е3] - Е5] и др.) это улоется слелать,
потребовав "стаf5илизаtlип на бесконечности" операторов, поро)хленнNх Kpaeвыr"t]r

эадача...и, к обрати}.iнl"i опер<lтоDаl.t. Oт}tетилr, что примененная в работе ,lетоди-

Ка, ОСНОRrlННаЯ H('l КОЭРЦИТИВНЫХ аПРИОРНЫХ ОЦеНКаХ, ПОЗВОЛПеТ УСТаНОВИТЬ аНа-

логичные утверу{ленил l{e только лля nDocтeilllel-t неограниченной области - по-

лосн в евклиловоr.. просrlrа"сrве f, , как это слелано злесь, но и ллп других
неогDаниченннх облас ttzi. в En с .ладк()й Heкo..rnaKTHol-r границей онро}кления.

|'lы приводиrr здссь доказате,lьство р(,tзр(.|,,,ацости или нётеровости краевых

ЗаДаЧ, cytlecTBeHHo onll|)an[leeiЛ .{а аПРИ()РНЬl(' К():)i)ltИТИВНЫе ОЦеНКИ rrеrrlеНИir

этих краевых зif,r.lч. Локазательство этих.)lil:,rоli мы налеемся привести в дDугой

нашей работе. J
|. Основные определеliия и р..э_чльтаты. ll полосе €i ' О -t=d,

Хе Еп4 Dасс}.iатDивается ли(ЬФеренtll.:альнNй оператор

Atc,t,n",ont,4)- Lzr(c,t,o,a ,1 ) 
+ l(c,t)0 ,

где

lr"(",d,о",Д*,t) -,J*r^a". (с,/ ) О]а!,1 ;
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"al/-аr- Ё , Д",t - F)'rE,S, QЙ ,

О: - (t)ob аО' а;: aZ', , г- (q,c2,...,co_,),lciq+Tr+...*To_t,

коэФфициент n аt; (Цil, l Рril- *о"пп"*""о.начные лостаточно rп"о*"" 
" 
Е!

9уr*,1", (.f,l) n; 
о.,нкцип <G) -0 np" t r 0 ;,ct+0)- lr<t+O)- 0 -

достаточно гладкая Функцил te Lцd.7.
H.r границе f=P nnnorn Е! залан гг)аничный оператор вида

8 (t,9",Q) : Z l, @,Д.)0i ,

где

Ai@,O") :о,?лrzлi, lr, Ию| (о *t* z),

l"r1")комплекснозначнне коэФФиllиентн которого иr,rепт достаточнуп гладкость

'En-, . Число rп* называетсл обобtценным поDялкоr.r оператора $ , есл"

хотл бы олин из коэФФи.о .о
Чеоеэ f,л, Д1

олераторов Ln , ДL

,rn."ro. f,-,
-о oLиD -

IOl лля.

F,li а;

"8 соответственно.

|t|+2rПi, - rП* отлпrен от нуля.

обозначаtотсл главнне части

etlrE! , ({,2)е ЕоУ с л о в и е 1. При лпбнх

ка [ @,о) !Оr^ lr,t, Е,,7) r-сl,/ (l q f+ 92 )^,

причеl"t постояннал Cr,rU 0 не зависит ?, вr' " (€r!).
У с л о в и е 2. Лри пав.r, Рrt)еЕ|

J* 8 цо,{)аоа, L*|,t ) - 0."
У с л о в и е 3. Лля некоторого целого 52 2п+rп+ 9у"*цп" с(/)

" ; ;;::' ;;-'', :;" 
" " ^,:,.: 

: 
":: 

: 
" 
: :. : 

" 
:: :: 

";,ёi- / #, I fr,a t,"O, ) "

gZ||j-z:i*_й Gл-r)' причелr суцествуDт такие посто"""пе С*, > 0 " Сr,r'0 ,

что

la|' а!'о"rlл,l) l - l Ol'a!'{ @,dl|. с,,ri

lo|"tnr(dl<c,,,
при лпбых (o,1), Е! , hl! 

_= 
2,п + lt' |* i' . Z |L)+ 2-2п i

l рl+ 2 rпi, * п1* i lt" l = z [f-]+ 2- ,п*- !п.
у с л о в и e,l. при "i!ila| )rЕ: " ý.Eo_,,l€l* О

"rоrо.ле, no ý crene"n rп*

,!" в,t,€) - 2 АО, l",rl({''rлt) L'r, (",t,ý,o))o

однородный
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не обраrцается в нуль, и справемива оценка

lt}'1r, l, { )l' >с,,q |€ l"'
с постоянной Cr,q, 0 , не зависяшlеЛ от .4,f и ý

у с л о в и е 5. При всех de fa,d] суцествуDт пределы

,fu* aq @,t) - a"i (ll (lat+1< 2m) i'"Ь 
'! G,l) - { (ь , *ш lriq)-lы (tрtl,пr* ^,) ,

'-'iслов"е 
5 позволлет paccr.io'pe'b on"o"|Jo' i*rLZ , 6* , которне

получаотся из оператороa Д,Lr., Б соответственно с no}totlbD предельно.

го перехода lз| _-о ,

L; (t, 0r,1,1 ) = Lr_ (*,l, оо , юпs ) ;

Д* G,Дr,Ю.,r,Ot)- L; t/,a",9*,r)+ lФls ;

В"- (Д., 4 ) - 8 (-,.Оz, 0r ).

Следушtие два условия аналогичнu условия},i l и Ц, однако они относятся

уже к операrоо"" 1r} n 6* .

У с л о в и е 6. При лобuх (ý, 7)еЕо
Rе lЪt,} (о,ý,2) >c,,u (/+lg1'*2')',

где постоянrлл Cbnr 0 не зависит о, €r|
flля того чтобы сФорl,iулировать условие "о 6_(4rdt), ar"n.r.n*Hoe усло-

B"D Ц, введем некоторые новые обозначения:
2п

x{ll- *й t/),

{.Zп- /-6 lТ1-2пri

2lц

ýzl
ltl=2птj

i-zra

-rlT 
aq

ll

оа,

i-2п
2 d"i

doz,

i-2ra,т хti

ctl (1.1)€" цi,о(
2rrб
2!rr-lil<

6

для 2=о < 2tп-/ ;

2ц

tл_, tl,, 
'- 

"2,

gflёl
{r,rtktlt* ц_ ,(-l )

t
ý (1.2)

2а

tr,tt,r) = F, аоr^
€" {r,otll.

ltl=2Q
Функции 1lr;rttl (j >Оr- 0)

( l .3)

определяптсл с no}ro:lblo рекуDрентных соотноtrrений:

Цi,i (t l =l ; {i*no dl -,tdl 4 {iпЦ{1+ !"c,'ttl{i,otll ;

5t



Цlr,," (/) = ldl d_ фi,чt/,l+ 
!,u_,t/l+ k+/)*'th {r," t/),

"{i::l"lr,,,],,,"фr,r, 

trl * V*!) a.,tl). 
/< а< i'l ;

(l .lr)

(1.5)

oo,j :

o,,j (( )

бн1 Gl: v аr'*' {,

,+2

1 F0);

аГ'l,Fо,{)- (-t)

/^i
70t

//-I\ 'ff^a,7tro)

(* о, Г) , 2=F < 2m- /;

,r,,j(ý): h ui lr. (+о,€).

Кроме того' в дальнеitц,ем используПтся числа ,r:|'-' (/=к*2^-2,
0<j<S-r) , которые могут быть наitдены из рекуррентных соотношений:- -0 

-r,*+r_ Ё- aк,к' a K,K4l
;_, 4 /_., /,,, (К'rк),' 5,1 j,=!I:*r,',l, /,l

если задать чuсла /.'', Оормулойr
j+t ,9'J

г:,:, : ; G:; l! (t+ t*z.*! ). 
ai-jr' х t+ ol

' ',j ,; ts-j-,l ! ti+t -t l ! 
.

дпп y'sKs 2m-2, S> l, 0<j< S-| Будем полагать Гr*j'- 0 , есл"/ <о.
ввелем в рсlссмотD€ние !tногочл""r, аr(ý) (0€i<;1/) nn ýеf о_1

с поr.rоUlью следуlэlлих ФоDмул:

ir_, (i ) : 9бz*_,,о (€) ,

'u(r'-'У #r 6r,_,,._/_, (ý)+

s-Z-'| 2'П-2 3, r s-zl/ т !,2п-, _

j=э-zm-,l+Z лJ=J-5+2пфi i=l (S- Оа ) !

для S-tпt2< l < S-2;

'/ 
( r) - :i # r,л_l,s-|-, (f)*

(()

s-.},' Zпг2 э-j
,ýýZl .Ll 4

l-у2лп-l+2 р=t-9+2п+j b=t
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2п-25-2п-\)+l 91 (s-i)! ц.2а-|
Гr-j-,,ч бр,i rý) ++z

i,0
у2пъlll1

+>
1,0

(s-i) L -|

(s-i-i ) !

t,2п-/

s-l-t, l б o,j

ýzJ
|-l

ч
д
0=l

)s-i(

!
г

для 0 <l< S-2п- | . 3аметин, что, по построениD, степень ка}кдого l"tного-

,,ле"а Pu (ý) не превосход", 2П-/ . Наконец, определия ..rногочлены

Zs (€ ) no € С En-, , поцqrlьD Dавенств

Z,r,(ý)-o "!j,o tý)+ & (ý), r, 0 ; ZoG)= |,

где многочле"п ( (€), s> 0 , инеDт степень, не превшдаOщуп Zпs+2m-/,
и определяDтсл из рекуррентнNх соотношенийr

*l

4 (ý) -; # 62л,,_l G) G!-,o(ý) + & rgl) *

S

*,Р_, au (с)(аr|,,о(ý)+,(у-, (ý)), , >/ ; Rr(€).0, s<0, (1.6)

У с л о в и е 7. По; все* ýе бо_, "roro.,n""

,!tq l - Д Д, (€) zi G)
не обращаетсh в нуль. tсли порядсrк опеDатора 

^8-(д", Щ )
условие 7 означает, что степень }iногочлеr" rt (€) равна lп

€ < Eo_1 справедлива olle'Ka' -п-| 
k9 c'glt; , r-,iii tý l')' .

,"о Нr,-.к (s>
, ,"еп,цr"* в fо-

Теперь }lы l"to),(e!t сФорr,rулировать

числа) состоит из всех функцийr У (trt)

vll
sl{DK-|o}u^,"" L t ft Bl2 f tu; ai, а! v ыll'bil|

Введем Функtlиональнне пространства, в которых будут изучаться граничные

""о"r", 
порожленные оператоDаrп j, 6 (Д* , В*) .

0 п р е д е л е н и е 1.1. Пространс 0 и (- целые

обобrценные произ-

водные до порядка S , для которuх конечна Hopr.ra

/,

(| .7)

равен /z
f

+ ,ТО
и при всех

плотно 1.1нoF(ecTBo

х

Но),(но показать (cr.r. ЕЬ] l, что в пространстве Н. , _

Функций v (цil , прин(tлле}{"ч,п, 4- G: ) , ,rr}iii,, поа
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О п р е д е л е н и е 1.2. Простгl""сr"о Н!_,
числа) состоиТ иэ всеХ функциir !(ОЕУ2Еfur) , И"Ёrщих лdьLп-l

S>0 и

в

прои3водные до порялка ý , с конечной норr.iой

'/э

В п. ? роботн доказuвается разрецrиr.rость граничной задачи

( /( - целые

обобчlенные

|9l',,*- t;, 1.1,-lnl'f 
@[ t Hl'b|

(1.8)

(1.9)

(1.10)

/-(+0, Or,0.,l ,Q)ч, F(п,il. (l ll)
Т е о р е lr а '.'. nJ"r.7 "S>2пt+tп' - целые числа,{В{)U

€Нс_2^,в.к,9tпl.Н:-;,,. @
"", 

1-,Tilf, ,о .у*".r"у", 
"д"r"r."""о" 

p"u,"r"" V(a,l)eH",*,1,

А* l1,o",o_,t , 0r)v - F lo,t) i

В* (Or,/.r)vll_ro - 9G);
u|t-d - \ulr, -, .,' 0{' u l.J- 0,

а текже граничной залочи (1.9)-(1.10) для уравненил

&rnrup l

3аДаЧи (1.1l)r(l.q),(1.10). Если, кроме того, внполнено

приче}t зависит личtь от постояннuх f, ,j,Cr,gP1,6, ёr,7

однозначно разрещи}rа в H"n,, и задача (1.8)-(t.l0).

d-.4,
в условиях 2-7, то

в п.3 работн расснотрена граничная задача

Аt",{,Д",О-,t,ф)ч-Fв,lh (t.t2)

В(с,Ос,ф)ч|s_ц- 9@) (1.1з)

с условиен 0.10l при {,- gI . 0ператоры l Prt) " 6 (а) в силу усло-
вия 5 |lстабилиtируптся" пр,п l.gl + tо к оператора" l* il), Д_. соответ-

ственно. В дополнение к услоэияtс 3 и 5 потребуем аýполнения следушlего ycho-

aия.

Услоаие 8. /lляцелогоý , определенноговусловии 3, коэ(lФици-

снтч оператооо. r{ Pril, В@)rД*th, В* удоэлетворяlот условияl.i

lc]+ са

5l,

о|" (lrto)- $t)l- о, lт" |с s-tll*- п, l pl+ Z пi * п* .



Т е о р е м а |.2 Пусть k у S > 2rп+rZ* - ,l"лое числа, выполнены
,

условия 1-8 и da do . Тогда для (1.12).(1.13) .(l. l0) силест -=r,з т

правый (левый) Dегуляриза п , т.е. оператоD н опрелеленный на

|ПlF,9l1rn,*-,C,, (l
к@ -п+-п|к

(1.1q)

и Функция V=ПLq 9} ,noon"r"non", ,.nn"r""

Д 1 ",t,o",o.,d,Ot ) v = {+ г' [F,9l ;

8(с,Д",Q)чlF, - 9+ T'Lg,9l
и условио (l.t0) . При этоr.r опеDатор i- lГ0./'l - "nonre 

непрерывнuli опера-

уН :_r._r" ."^"""- ,, .,';, ,

При доказательстве теореr4N |.2 мы опираеr,rся на априорнуп оценку реше-

ний задачи (1.12),(1.13),(1.10), справедливуп при выполнении условиl-t теоре-

r,rы 1.2. Ны привелем злесь эту otleнKy без локазательства!

lt v tr 5,.r, к . с,,, ( |l А @,llv l 
r_ r r,",*+ | в (а) v 

l +о 
l' 
-"r,*rl 

v |..} l . r sl

где V(сl) е Н ,,-," удовлетворяет условияr,r ( l . l0) .

3 а м е ч а н t.| е. Утверндения, аналогичные утверF(дения}r теорем 1.1

и 1.2 справедливы и в To1.1 сл.ччае, когла усrювия 1 и б внполняптся при за},tе-

не tlBtl "" -tИil . В этоr.,r случае гDаничнuе условия (1.9) 
"(t.l3) при t - +0 '|сниl.tаDтся".

2. Локазательство разDеulи1.1ости зltJ|iчи (1.8)-(t.ln). С порrоцьо преобра-

зования Оурье F-Fr+f задачу (1.8)-(1.10) мохно записать в виле

А- (l,,€,9u,!,Ц)ч, {(t,,t), 0 -l- di
8*(E,Os)ulr-ro - 9oG)l
ul,а- Ltuli_a 

_- 
, .. - !i'_ulr/ - 0,

г|е!!=Ёý1; f - Ё И , Fо=FГ9J,'

(2.1)

12.?.)

(2.3)

СледуOtцал лем}iа позволяет свести граничное условие обцего вида (2.2)

К ГРаНИЧНОlrtУ УСЛОВИП

(2. l,)

Леr.r

принадлежит

речения Ц

d1

Lо,

(2.5)

Т!гда для лtобого

d1 , справедлива

Фор}rула представленил

-0rМц(g,+о)Zrr,({)+ 
/,,r({) , 0.56 €,
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где многочлены 3r*,({)
с полiощьD рекуррентных фоDr.lул

опрелелены в п.l, а Функllии

91

4,, ({ ) находятся

/,,,r{€ )=
s!

m air tý,+o)
,ý,zJ

0=0

wz*t(€,l)

(# бz,,s_|_,) (ý ) -4, rr)) d,|r к).

(r). 4,, (ý) (at,J< s-l) определены в п.l.
тся частныl"i случаем утверждения, доказанного в Е 7,

теорема 5.7, c.rZO]. 0чевидно, что с поr.rоцьо леммы 2.1 доказательство раз-

решr}r},lости залачи (2.1) - (2.3) эквивалентно локазательству разреt|rи}rости зада-

чи (2.|),(2.2r,(2.Ц) с Функциеr-l

9K):*-'ob,Bl -7 ,t,(€)J,,*, trl) .

С помоtцьп индукции "о 
j >0 легко доказывается равенство

: J j/. " 2,п-в

ali - }* rtf'' zl),oА) ln |n-' 0i , (2.6)

,о" Z{;jtl - / , Функции {r,"{t) (О<а.1) могут быть найдены из соотно-

чениit'(1.Ц). С помоrlьп (2.6) уравнение (2.1) MolKHo записать в виде

1,'r, td,{ ,lt) u = ý !rл-ч l'-'0iU * lr,,lsч*lлц,/(€,l),,r.rl
,о" to= |, lr,n"= t n_ut|,l) (О=е-ф"оеделены в (1.1 )- (1.3) (поскольку

правая часть (2.7) отличается от правой части (2.1) несучlественны},,t для нас

}.tно).(ителеr,t, мн сохраниr.,| за ней старое обозначение).

Уравнение (2.7) мох{но записать в виде

Мr# 1Lrtd,ý)u/+8|z(/,f)u, rrtl; (2.8)

i?+bou+6,t/,-0,
где

\{, ((,/ ) l,- vл-D i l, tло

Цr: i i,,Ё,{): -/ -(п-3)|'...0 0W2 (ý, l)

0 о-|0

B,z(t,ý ) - t^(d€) е, ; Fttr{dle,i 8rr=0 i Bzt- Io,0,...,0, - |l ;
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,|

0

ц rý ,t) : f"-' lr'^-'о,
n-' 

0r)--l{(w2
| 2rr-2
t ч,,

е|

ленного в (1.2).

Локазательство DазDеuимости задачи (

ется на коэрцитивные оllенки реtlений этой

без локазательства. По аналогии с пDостра

ныr"tи в п.l, будеr.r расс,.tатривать пространс

"" (0,d ),
0 п р е д е л е н и е 2"|. Простгtанство

из всех Функциrt U(t) , иr{епtllих "а (0,d)

0 Vr,nr$,h : фч .

Как известно (cr..r. Е7] ) л нахо)чление "гладких" вплоть до / = + 0 речlений

системы (2.8) тесно связано с расположениеr.r спектра опеDатора ВоF 0rý).
поскольку в Hau,er.r случае l' F о)= g " dal ( Q, t+ Ol tlLZ) - 1-Х"12'Ч +

+ \-l )' 1а^r_ 1-2l {+0)оТ+0) , ,, ", условияr.r 1 ,2 ч $ иr.rеет л.rесто

tp!pglffi),_K96tyO)aozrt+0)?0 , то собственные

чrсла lл ЙiЬ"цп Вrr(+ О) ..-"'Ь".личны и и}rепт вил: ),*=lLlеаР(tМrЦ),

ltl= ( 1!рilllаоr,_l+Фl')*, ш! L^- fur.*r*), pql,...,2г2,

0чевидно, m собственных .rпсел L* (к-g,7,...rrп-l).ле*а, в левоit полуплос-

кости, а остальные (m-t) u"сел Х,* (к=mrm*!r,,.,2П-2)- в npaBol-r полу-

плоскости. Таким образоl"t, разйерность инвариантного подпространства

Е _(Е *) "аrрпц" 8n F 0) , соответствупOlего собственны}r числаrt 8fl (+ 0),
леж(:lulиr.t в левой (правойr) полуплоскости, равна m(tП-t ) . По, 

"rо, h'*r=
-E- iE+

0бозначим "ео.з Р_(Р+) проектор " Сrr_, ," Е_ (Е r ) . Kpor.re

того, будем обозначать u.o." Pu t!, коl.tпоненту !У" вектоDа 4, ( t-- О<

<2m-t).
Наряду с систеr,iоir уравнений (2.8) мы булем рассматривать "улучtlеннуп"

систеriу уравнениil

tttl fu + (B,,1+g)+1'(tlI)u,+l!^to,ý)2,u={tlte,,,r.r,

*- е__,аr-0,
,о. l:' Иl{l 

'-'lr"oo"n 
часть 14ного un."" !rrР,ý) степени 2п1 , опреде-

2. l ), (2.3), (2.Ц) суrцественно опира-

задачи, которые мы приводин злесь

нстварtи Оункций Н^
- э,оt10, ' ВВеДеН-

,"" #r,оa tlункtlий ц (d) , заданнNх

H'u ( S>0 - целое) состоит

обобценные произвсдные ло поряд-

,

та S , для которых конечны норr"iы
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lлl |4,, (2. l 0)q,,1: | й^1,*ti-i-u'

/

l
0

а!о ttl(r,!'b ,

зависяцие от параl.iетрп Х,> 0 . 0чевидно, норl.iы вида (2.10) пrlи лобых

L> 0 ЭКВивалентны (с постоянньl}tи l зависяшlиlrи о, Х, l. В случае ý = 0
пространствп Hs,* совпалает , "tr{O,d) , r,.rы его будем для краткости

обозначать l Цlо,.",ъ,- lUl .

Подr.rножествп HsB(S>-2m) , состоя[lее из тех Функrlий Ое Н 

'n 
,

которче уловлетворяlст условип (2.3l , будеrq обозна,,аr' 7r*
Л е лr r.r а ?..2. Пусть 8> 2rп и 8ыполненн условия 1,2,],ý,6. Тогда

для лrбого U'D",ч n 2,=lý |'- 0 спD(,lведливо нераоенство

не зависит от 4 их,
и выполнены условил 2,5,6. Тогд.r пDи

граничнал залача (?.3),(2.4) дл9

(?.l2l

lu lr*, *" cr,,l|
уп

А -tl l u l r_, л,*,^ 
+ ( | + х' ) 

Т 
lu (+о) l + t 4 ;).,, .,,,

8 случае А *d)= А". F О) в пDавой 11асти неравенства (2. l t ) лrожlrо отбросить

слагае"ое |Лl . Постоянная Cz,tr 0
Л е rq м а 2.3. пусть 322rп

лобых lr|rоr,*,g.Й €Е n-,
уравнения

/". (* 0,€ ,O*,1,0, )u- f
и}rеет единственное Dеt,Jение Д € и справедлива априорнал оценка

где постопнная от

Л о к а э а т е л ь с т в о. Предполо)киl.i вначале, что собственные чис-

ц, ' S,.(

ла }tатрицн Дп {+0) удовлетворяr,т условияr.t

!и lsя, 
Wl< 

Cz,z(l ,l". (+о)а l 
"_2*,*

ý,ll

,lýl+(/+ lý|')1 чФФl), ,r.,r,

Cr,.u 0 не uц€

о=т.I_,RеЪ* 
* HlalY'clll<-d-= 0l

rпiп Ре?"- - пLоФ ll'Gll, d+ , 0 .пlсkсёлу2 ^ bt-d "

(2. l ц)

(2.15)

Проектируя первое уравнение в (2.9) 
"^ Е_ frt- r 3аПИше}i еrО В видеи

0браrцая операторN, стоящие в левNх частях уравнений (2.15), r,rы прихолин к

уравненияti

|(h# + (В,,,(+0) + ..'tttI)u; -({ttl, Щ,tо,€)utt)Р_е,;

N,# + (8н (+о) + |'r!lt)o| -(|tt1-I!,1o,ý)u1{l)lre, -

l
l
t
р|
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'
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где

rАе

где

,ioxH?

-- l
t

+ l9lUi,t,r,,Й ,np(Or в,,
/r
l (р, ),

ý

t-rl I
t

9-, проr""ольннй вектор из Е- (cr.r. Е7] ). Второе ураэнение е (2.9) и

условия (2.3), (2.rt)

чGl

записать в виде

Рrr_, u, F)/s ; (?..l7|

(2. l8)

(2,2l)

Q,22l

d

I
0

Рr* Ц, Р)ds-9,,

Рr*rц,lr_r- Pu_ro,1r_r-... - Рrt,цrlt'- 0, (2.19)

0чевидн9, задача (2.t2), (2.3), (Z.l) в опрелеленнолl сr.tнсле эквивалентна зада-

че (2.16) - (2.1!) . 3амети}l, что уравненил (2.16) , (2.17) но},{но так)хе записать

ввиде ot ds

u, lh - ui 
;t,/) 

у- -| Ф в," у Fl d s - li" Ф,r, 
! ! 

Ф d $)w,,, Fl dTds l

цftl --l n__, р)dз, (2'20)

t

I

спользул (2.2П), условия (Z.t8) и (2.1t) такхе нохно записать в еиде

ф lt,"
-arrrt,il Р+ 0t

|(эl , 0-З<l;

Ц,t{,ilP_e,fu,f .s-d.

pr*ilj{h yolt - d, * t'- (о, | ) Х[^ wr,_, ;

Р, 9- - drr !i^Ь,€ ) trwn_, (п+l в ts 2п- l),

I
\
0

ll.
/,- 9(ý ) 

+ I| Оrл_, ф c|,o{ G )/l/r ;
00
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dd s

ff 
^w 

: \\ \ 
'r,_, 

ф d,т)w tsllTdlds ;

000
d

/u=l рчФ(/,d{tф/"
0

/s

"=|\Оч*(/,с)ч{s)Jт/s00

(п+/< tl < 2m-|)

(2.2зl

XIr (п+ /. J< 2rп-l) .

Пчсrо l,u-(dur,,dur,,. .,dG2m-r\ # о - собственный вектор, соответствую-

tlий собственноl.iу числУ l.u l.t.rтриttы Вr, (* о) ,. 6r, (+о) lu - L" lo - 0 ,
0<6< m-| . Так как 3- принадле*"т f _ , то

N- =/lolo + у, /r, +.. . + Fr_,l.-,, (2.?.Цl

гле |в - КОr.rплексные числа. Учитывая (2.2Ц) , имеем

Pl9--/oDou*p,d,,t +,., * F^rd^',t, tпll_=t)s2tп_f ; 12.25)
do a-t t d)
\ оr,, t,d/ l ц-dt - }, i п du r"_, . (?..26|

0

1,1з структуры .,tатриllы бо(+о) следует, что и)"ч - Ф)'--'-'r)п 
'r-,

" a)u ,л_, # 0 (п+t<,)<2rп-1,0<6<rп-t). Таким образом, из (2.22|,

(2.25t и (2.26) получаем систему длл определенил Ре do b,_t (0<а<rп-t):
п-1 lG)

"4r; Iud" 2,п-l: d,,+l)^И,s1 xt,wz,_ti

! 2пFr1) 21гhtl 7 оо \ 
(2'27)

?riTrrdr r,n, 
: F|)''' 

'Иrrlr^р,ilУtrw-п) 
,

системы (2.27| легк" !i]i!лli!:|;е}.i сведения к опрелелите-

,#, ;Зоt*аt +ilF, ;, зч. ,|2р ,п-2

|"n no 
4 r"' "\"' ' '' 

(еiF- lf'p"o- D'u. . . (r"'n'-r)+ о ,

Ппределитель J
лю Вандермонла:

J=rd)|
i tol

аO2п0l

2Е
,де F= й (п > 2 ) . Случай rп=/ очевиден, так как ПРИ ЭТОl"i

условия вида (2.25) oTcyTcTBynT. Единственное реtlение систеr,tu (2.27) суцест-
вует и может быть записано в виде
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2пЧ

Такиr.а образс)м, из (2.?0l и (2.28) выводи,,t уравнение длл W2.-l

/od" 2п-| : ] П" u (du* {i-{o,{) trwr,n,) , o*"u ,-|.

wr*_,- {L (о,l)It w"^_,= Fп._, {t1,

( 2. 28)

(?..29)

d

уравнения (2.29) основано на следу-

(2.30)

где

F^_.,G) = - Рл, Ф {{,е ) f ст l lr rЯЯ',# r'|'
!2-
|'" 

P"ud,'

р,^_, Ф tt,T) w (s) ddds r ЯХ'# r'|%о,, ff u w.

l
\
0

Доказательство оазреши!rости в trtOrll

l,
f":-II

00

lel у''tt
ф
lIP)

п-|

Ф0

пtlих;ценках:

|\о,,_,фtt,df pldrl- (#r #) lrl,
о

l y-'the
ъб

d

I
2пг2

d

lt
t

,lt|a' }r, 
фь,т)dсk (Т - Н,/7, L.л<2п-/, (2.з2)

спDаведливость которых вытекает из Г7] (см. теореr.rы 2.7, 2.В, лемr,rу 2.Ц

в t7] ) при вьrполнении условий (2.1tl). Неравенства (2.30)-(2.32) позволяют

легко установить, что правал "".rо Frr_, tl) уравнения (?.29') принадле-

жит t.,1g,/1 , " on"p"rop / лвляетсл ограниченны..t оператором в прост-

o"r.r"l' !,(0,d) . Выберем ,"n"p, /, 
' 

такиl,л образоr.t, чтобы при всех

lýls d - 
""n"...""" !i.Q,q)lilfll.g_*y5 |/2. 

Уо,rлl уравнение (2.29) одно-

значно разрешилlо " !"{i,'tl " w ,}!, 3 t i- t!^ h, ý) ff)-' Frr_, ,
причем

lwrr_,l < 2 l Frл_,l (lýl -. d ). Q..ззl

После подстановl(и Wz._l - рещения уравнения Q.29') np, lýl-. / в (2.20)

мы найдеr.r исколiое реulение |UrGrt l, rr ({,С )} систе}.rы (2.9) . Это реtlение

удовлетвог,яет условилм (2. l8}, (2.19) (а слеловательно, и условияl.t (2.3) ,

(2.1r) ) , если в (2.20) в качестве f - взять вектор, опрелеляемый (lорr.rулами

(2.2ц) и (2.28). Из otleHoK (2.30)-(2.33t, а так}че из\Dаве"ств (2.20) и (2.9)

m<:;
ч0-

-|uб
4L
lч) ml

,б, (2.31)

бl

пI



следует, что

П l#'ll+ ll{/,ll+ l л l <сz,з (ltr,ll+l/ l + lлl )=

€Сr,о (|r.--,l+l/l)*-Cr,, (l/l- tgt) (lrl=d). (2,зц)

Легко проверить, что

(- l), U,+ r |,)^-, # _ ю1 u * {rл_, (u), (2,з5)

ГЛе 
ъrr|

!.л-,(ч) - 
Р* 

фrлr,1 ttl Ю!,, u, tz.збl

Функции фr^_r_, tll непрерывны ," Ь,л_ . из (2.9) , (2.зц) и (2.з5) сле-

оr"r, "rо'6Й!цп^ Ct (€.t ) nor""nn",*", Frr,u и удовлетворяет уравнени*,

А'* td.t, 0u1, Щ ) u = ао2^(il (Ю:Т u * Jr^_, ful) *

+ ltol фч *,"?^оrоU) €С ц - { G,t), (2'37t

Рассl.tотриl,t оператоr)

А! d,€ ,ou,t,Otr)- рl* (+о,ý,4l,ф)* (t-ДА- d,{,4i,4),
зависяций от пара}rетр" leL1,1) . Легко проверить, что операr"о l!_ удов_

летворяет условилl.i лемr,rы 2.2 и, следовательно, для этого оператора спDавед-

лива априорная оценка (2.13) при lý l= d и при любых о' D 
^,* 

, причеl,l

постоянная Cr,lr0 не зависит ", де [ql] л. Поскольку уравнение (?-.37)

имеет единственное реuение Ц'Drr,*,, lýl= / , удовлетворлlоtцее условио
(2.q), то с по},tоlцьп метол<,| |1родол).(ения по napal,ieтpy f и неравенства (2.13)

np" l ýl = f устанавливается, что и уравнение

А*|* 0,\,4,t,i,r)u-| (Д*F o,1 ,4i , q) - А: tl,€,41 ,Q ))

и,.iеет единственное реtuение tleOrr* , удовпетворпш!lее условиlо (2.Ц1 .

рассl.tотрим Аалее опера.,о, ,4!РО,Lirg.i, Ц ) , ,.д" li t - /
Приr.rенив снова riетод продол)кения по napar.reTpy а и воспользовавцlись неравен-

ством (2.1]) и установленной у).{е разреllилrостьD задачи (2.r),(2.1r) для урав-
нения

/.. (*0. lý ,Ou,d , ф ) u= | (2.з8)

при fuз | , убеждаемся в Tol"l, что задача Q.3l ,(2.Ц) для уравнения (2.38)

однозн9чно разреr,и},iа . lr^,* при лrобоr.r t>P . Если вэять в (2.38)

i" = S , то аналогичное утверждение будет справедливо и для уравнения
(?..l2|uno, лобоr.r ý еЕп_t.

Разрешиr,tость эадачи (2.12| , (2.3) , (2.Ц) установлена наr.iи при дополнитель-
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ных условиях (2.1ll). Если хотя бы одно из этих условиir не выполнено, то

за}.енить коэФФициент /(0 аJ цl..tox(Ho

{
)" пп,

д"= Lтак, чтобы новый оператор (+4
2m

в опеDатоое

l'0.1hla,
Д* 1+О) на число

условил}r

уравнения

леr..tмы

l*U

lРlýl l

+>
lpl.(

удовлетворял Bcer.r

(2.39)

и условияl,t (2.1lr). Как показано выuе, задача (2.3),(2.4) для

- f разреши..r<1 a irr,* . Анализ Аокаэательства неравен-

c.JBa (2.1]) показывает, что это неравенс_тво справедливо и мя оператора

iL= t i^ Fo.|,Д*,r ) + (yl(ol+ ct,tll/ ) 17 _t п9иче},r постоянна ^ Ьr." .
этоl"i неравенстве не будет зависеть от vе|0, |j . Это позволяет снова при-

r,iенить r.iетод продол}(енил по пара}iетру f и из разреuи}.tости задачи (2.3),
(2.1) для уравнения А!.ц-| при F-0 вывести его разреши}rость и при

|=| . Поскольку lL= Д_Ф0) , то Te,"r car.rы},t доказана разречtиr.rость

исходного уравнения (2.12) в Нrr,*
Для того чтобы установить разрешиr.юсть задачи (2. l 2) , (2.3) , (2.Ц) в

Нr,* следует воспользоваться известны}r лrетодоl.{ повышrения гладкости (см.

Е8, c.l52] ).
Д о к а з а т е л ь с т в о теореr,rы |.l. Разреши!tость задачи (1.1l),

(1.9),(1.10) в tr,",о (Sr-Zл+**) 
"nr"*"", 

непосредственно из ле!t}t 2.3

и 2.1 . Лля того чтобы доказать разрецrиrrость этоir задачи " Нr,*,к п9ч

К > 0 следует воспользоватьсл методом повнченил гладкости реrUения задачи

(2.12),(2.Z),(2.3) по € a En_, (см. g93 ) и установить неравенство

чl (а_ l о! Ц Fd цl s-z,,a,t€| 
l

"', 
u*u|r-ol *й*, toe, ut).

* 0rд
р

ý S,J,lýl
,-"'-^

2(l* lr l')

Последовательное (по ( ) приr.rенение неравенств вида (2.39) и неравенства
(2.13) поэволяет установить одноэначнуlо разрец,иr.rость залачи (2.1)-(2.3) в

Нr*,* (к , О).-'-'fr9казательство 
разреtjиl.iости эалачи (2.12), Q..2),(2.3) в Hr_u * при

п
K<d проводитсл аналогично с использованиеlt свойств потенциалов Бесселя J*
(см. fl0, l l] ).

Переходя к изученио задачи (1.8)-(1.10) , прежде всего за}.iети}t,что из

однозначной разрешимости в F_ _ эадачи (2.12),(2.3),(2.ц) и гладкости

tno_l l коэtOФициенто. on.o"'o'o{nA*(l) вытекает одноэначная разрешимость

. l ,r,* 3адачи (2.1) , (2.3) , (2.Ц) при d,* do . Дальнейr,lие рассухдения,

приводячlие к доказательству разреl!!иr.lости эадачи (2.1)- (23\ в Fr,* (и,

следовательно, разреtlи..iости . Н5,*,* заАачи (r.8)-(1.10)), по су-

цеству, не отличаптся от проведенных выtuе.
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J. Локазательство нётерсrвости задачи {l. l2), (1.13), (1.10). Оператор Ol,
опрсделенный на MHortecTBe D всех бункllиЬ v(rrt) , принадлежащих

пространств , Нr." * (rrtrij*;-r*влетворяоulих условиям ( 1.10) , Фор}rулой

Иv - |А 1 rr|, О",, О* l, l t ) v, 6 (х,Оr, lr)vlpolr ̂ яется 
ограниченны,it опе-

paтopo}r 
"" Н5r.r,* в произвеление пространстВ Wr,a,*: Нr-2-4,* 

.Ф
@ н;-.с-m,'к . Чеоеэ .Cl- _ будем обозНi.ат" oneparop сХ , пост-

роенный по оператор.л l_G l - l (oo,1,9",a*t,ql" В*= 6 (*,,0", ф ).
Замет

R-

'иlri, что последние операторы суцествУDт в силУ Условия 5.
Из результатов п.2 вчтекает

lп*[9,9ll
d.. R.,LF,9J =

s,{.x € сr,, (| F I r_r.,*,r + lg l'r-.r*_",r) ,

LF, 
gl для лФлх tF,9 } . Wr,*.. .

(3.1 )

Некоторь.е видоизr{енения в доказательстве Teope}tba 1.1 приводят, как и в

, к следуDlllену утверждениD.:8]
Леllма 3.2. Пусть ( д 5 >2rП+ m* - целuе числа; выполнены усло-

щ
lR9Lg,9} i*,,.o сr,. (l 9lr-rr,n,*+ lgl's_^,-r,r) (з.2)

для лпбuх [g, 9}. Wr.*,*,

йч R, |9,ч} = [я, 
gI + ц lr,gl, (3.3)

где Гt-[rrо, r', ) - ограниченный оператор из Wrr*a ДWý+/,-,к. 
_

Дока з а т ел ь с т во теоре..tы I.2. Поланноl.iуцело}.rу числуJ{>l
построи1.1 конечное по*рь,т,пе frr_ , состоящее пз lo-,0o Url ) окрестностей

а,, то.ек .g' (построеннuх в леr.ме 3.2l и обiасr, !l_ z |xl> il . Вuпишеr.r

разло).(ение единицы: фr(tl+ 9rtcl+ ,,,* {rо@)+ {_ (.tрl,tеЕн|ак что

Фrс Ci tr,_, ) , supp 9u. й u i Ф_е io- (Ео_,1 , ф_ @) :'0
пр, lсlsNrфп(о_| 

uorr) 
пр"lrl>2N . построимоператор

R,,t - ZOr@) PlI ф_Р.", (з.q)

где оператооо ?- " Rt определены в леr.i}iах 3.1 и 3.2.
Paccl.loT риl.t опера тоr)

бl,



n. Ut)

dЕо = 3, 
ou фч Rч * а-ф- в* * (а - а*) ф* R,. .

06означив диФФеренциальные операторы

й; (ф, ) = dl ,!u - ФчOtч , й* (ф*) = il*ф*- ф*dоо ,

запиuем оператор йftп в виде

ilfl'-I+\t *Кr!,
ГДе 

%tr,| lollt)

гп : Z Фч гч + Z *i (Фчl Ru * и:U"-),?"- ;

Кl-(d-0{.о)ф*Р,".
Поскольку Функllиrr ф_ (g) r,rожно выбрать такиtt1 образоlч, чтобы

(3.5)

( 3.6)

#Рrо_)Дi ф* @ll< c*J{-'l'l*l"0, ,n
-- l ('Л - ,4"o ) ф * u *| r_ r,. n,r* | @ -В *1,1- u -|r_ ol' r-r,- п, r -- Е| ( // ! и-ll r,** 

+

+ l ф * U - А-) а *l 5-2п,<,к 
+ tr!- в - 8-) u-l

гае [,r(N) * 0 пр" /lf - оо ц це- P*|g,9
no" lcl< Лl , с помоlllьо условия 8 получи'

7-оtr'r-rл,* , (3'7)

} . уr"r.,вая, что ф_@l- 0

П Ф- ( / - А *) u 
".\ r_rr,*, * 

* Х ф* И-В *) u*lr=ol' r-rr,r< Е2 W ) tr О 
"on ro, r ( з . 8 )

причем €r\Nl * 0 пр, I *оО . Таким образоr,t, из (3.1),(3.7) и (3.8)

вытекает, что

П(Л - I- )ф*ч-|r-2^,-,*+ ll(Д -B-)!-u*lyo\'r_^._^,*. (з.9)

зсr, (ё,(Nl+ еr(/v))( |F l r_z^l,r t |9 П'r_r._r,* ).

Выберем /{- I* ,о*r" обраэоr.r, чтобы Сr,, (e,{t/*)+CrU'l'))*+ . Тогда

из (3.9) следует, что Hopr.ta on"p"rop" ,(;* (см. 3.6_)_), в Wr"." не

no."o.*oo", .lf 2 и, следовательно, .r*".r.r", 1r1 + К r* )-' , приче},i Hopl.ta

([ + К н* )-' " Wrr.* не превосходит 2 .

Иэ (3.5) 
"r,r"*""r', 

''uro 
Ш,fl=r+Т ,|о" fl'= flrt* 1I * Кп*i' ,

Т=Гrl* (r + K|,t ')-| . С поr.rощьо olleнoк (3.1) и(3.2) легко устанавливает,

ся справедливость неравенства ( 1 .1 q) .

0ценим Hop}.iy оператора Г= |ГО, Т'l " Wr,". r . И" (3.6) следует,

что для лпбой функц n" ф2,,l* 1d, io- {Ео_,") r r/rrп.'Й'- 0 no, l rl > 4 1,1*,

фzlt*@)=| пр"lдl <2N- Фu.Г-Т и

Уr" [Л g\ = tr,|)2х* г 
О 
lF,g} ls*l-z,,,,* + l'! 2х, 

г' lE,9\l' rn-"-r,r*

65



Jo0!')

- Э (, рrгi |F,9!\п-rл,п,r * ПФчri 1Г,Ч!l|rr,-,,-,,**

* il / ] lф u| url *. r, r,r + tr Bi, (фч| uul 7.o|' r" -r,-,,1r

+ l/ j" Lф)uni rr1_2rd,rr trВ..(ф*)а-lцоtr'9,-"*-.,*'
,а" цl7 PuIF,Yl, ц*= R*|g,9l . Используя очевиАные свойства операто-

ров 0l' " а; , вытекаоlцие из их определенияr а такне свойства опера-

,9р.,в Г, (см. лемrtу 3 .2), продол)^(иr.r оценку
lot tl'l'i 

О о r! r.,.* l tl *l rn,, + l 9 l *rr.*+ |g l: s-r.-,,r)Lr,,|F,9!=",,r(/V') (

Из последнего неравенства и неравенств (3.1) и (3.2) вытекает оценка

lrt,|g,чl=сэ,4([9lr_rr,*"*lgl'r-r-r,*). 13.t0)

Неравенство (3.10) оэначает, что оп"р"rорГ переводит лпбое ограниченное

ri'ox(ecтBo _. Wr..,, в ограниченное в W_*r_, . Так хах ЕUРРГОlg,Ч3

" SЧР r'LgrЧl принадле}i(ат }r'oxec'By lОl'ёZ'it- , то, в силу известнuх

Teope}t о полной непрерывности оператора влохения в пространствах С.Л.Соболе-

ва (см. Elz]) ' }rHo}KecTBo г'LF,gl будет компактно в Hi-"t-r,*.
Kpolte того, из t8] следует, что при нечетноrlt ý оrраниченное lrнor(ecтBo

Г'|g,Чl . Hrnrr,*,x бчАет KorinaK'Ho . Hs_2^,*,* . Если же

ý - четное число, то следует постDrоенный выtlе операrор Z за}rенить на

оп"о"rорф = fl (,I-T ) . Тогда йП-I-Т_' , E_"nn теперь повторить прове-

денные вычjе оценки для оператора -Гёп L-ТО'r-r"!, то аналогично устанавли-
вается, что опера,rор - Г' переэодит ограниченное нножество " WEr,, в

ограниченное r.tнoxecтBo " Wý.2.r, к , При лrобон ý > 2ttl (в частности,
пои четноl..t S > 2 п ) ограниченное множест 

"о 
-ГО' tF, 

g!-- ф2,[, rО'LF,Ч!
. Н sre-2^,-,r ко!tпактно 

" Нз-2п,r,g tc". [В] ). Таким образом,

за}.rенля в случае необходимости Р ," il , l"tot{Ho при лпбоr.r Е>.2П* П+
утверждать, что операrоо Г вполне непрерывен " W!,",{ . Следовательно,

on.p"rop fl является правuн регуляриэаторо}r для оператора И
Покажем, "rо Н и лееыr-t регуляризатор. Ллл этого

-r+? . Очевидно' on"o"roo f определен "P!s.--*
= 

Сr,, il'I r,",, 1ue Drr.*) , Покажен, ,"о Г 
"noi.."и" й"д"п"riпj" Г n f -''- следует, 

"rо Ш ?- U Pa-I

обозначиl.,t

" l?цl
eИl -
5pt,K С

непрерывен 
"Qs_n.*,

F(t+Т)а-а-гd'.
Пусть Функl|rи Ц€ D образуот ограниченно" ,."о*"ar"о / . ts,n,r,s,4,K
С помочlьп неравенства ( l . l5) имееr.l

Х ?ul ,,",r 4 c|,gll l?u| s_zпа,к+ tr Вiц
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+ | ? ulo,*,*_, ) - с,,, 0 r' |Au, Дulr., }[r_r,,о(.( 
Д

+ lг' Lда, ва l1.o} l:-._r. * liul
0чевидн6, пространСТВО Нr,",, (S^> Z)

при лобон [> Q . Поэтону }rнoxecтBo Гц, ц €Л,
компактно влохено в Но.

Но-."-, (s_> 2п), Кроме того, по доказаннону эцJе, .,t'ox(ec'Bo

f|'[uiBulg-r}, чеЛ KoJ.naKTHo " Wg,.,. . тогАа из (3.1l)
вчтекает коr{пактность l.t'o'(ec'Ba Го, чеЛ. , " Нr,-,, .

Как известно, из суtцествования правого и левого регуляризаторов для

оператора JU и из оценки (t.|5) знтекает, что задача (1.12),(t.l3),(|.t0)
нётерова . Нgв,r,.

3 а н е ч а н и е. fiохно показать, что при вшполнении условий теоре}rы

l .2 и услоз в: 9 (c,lt€H"-2r,",r ,9 Bl е Н!-r.-r,* ,

ч@t)Q Ноа,r_", ф (в)ц (c,h"Hr,",r (з.t2)

мя ,rrбой ф(еl.Сr (Е"_, ) вчтекает, что рещение аF,0 задачи (1.12),
(1.13) r(1.10) принадлеD(ит пространстaу Нзr",, . Это, в частности, означа-

€т, что ядро этой задачи конечно}rерно в *лассе функций U(trЬ , удовлет-

воряпцих услозия1.1 13.12) при некоторчх l n ý> 2п+п+ .

0,4rл-з 1з.tl)

, K-l
ко}rпактно в
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