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ОIАБОЭJUIИПТИЧЕСКИЕ СИСТЕ!,tЫ ПСЕВДОДИФФЕРЕН ЦИМЬНШ(
УРАВНЕНИП НА Л.tНОГООБРАЗИИ БЕЗ КРМ

Р.с.С а к с (Ноrосибирск)

}lu опреАелин класс неэллиптических систсн пGеэдодиФФGрснциальнчх урав-
нсниЙ, котоше назоaс}i слабоэллиптичсскиl.iи. По сlоин сaойстваl.. слабоэллип-

тические систенч близки к эллиптичсскин Err] . в частности, на нногообразии

без крал квадрэтнь.е сл!боэллиптичGскиG систсrоl инсот лсвчй и правчй реrуля-

ри3аторt и aсе эчтекашlие отсодa сaойстaа. СлабоэллиптичGские систенч явля-

птсл обобчtсниен дaух кпассоa систен: patнo.icpнo неэллиптических систен fý] ,

в которнх требоlание,постоянстaэ ранга си}|aоличсских ..iэтриц sаrrеняется более

слабчн условие}., и систGr.{ эллиптичGских по !углису-НирснбGргу Е,6] м" 
'еl<

порядков строк и стоrбцоr, при Koтopux систсri! oKaзualcтcl неэллиптической.

ilь. показчваеit, что мя тэких порrдкоa систене яaлrcтся слабо9ллиптической
(теорема 2). Изrсстно, что коriпо!ици, дiух опGратороa, эллиптических по

Дуглису-Нирснбергу, монет оказатьс, неэлл}lптичсской, но lсегда язляется сла-

боэмиптической.

Слабоэллиптическис оператош обраЕуот полугр)rппу с инaолDцией; компоsи-

ция таких оператороз и сопряжGннчG опGраторч слабоэллиптичнч.

},lзаGстно, что эллиптичностD по Аlглису-Ниребсргу, а т!кхс услоtие Во-

ле.ича неaь.рохдGнности систеl..ч Е 7] Tcprr)Tc, при зкaиaaлGнтнuх преобраэо-

!аниях сG строк (или стоrrбцоa), Gсли, скапен, порrдок одной из €е строк
(стоrrбцоr) п9еaчшает порrдки остальl.|чх. Слабая эллиптичноGть инaариантна

относительно таких преобраsоlаний. 
.i

Слабая эллиптичность систенu опрсдслпстся по ес полно}lу сиmволу.

Приводятся три экaиa!лGнтнчх опрGдслени, слабой сллиптичности (теоре-

r.ra t). Псраое опрсдlслGнис удобно при построении рсrулrризаторов и доке9э-
тельстзэ теоремU 3 о раgраrимости cиcтcHu. Проrсрка принамсrrности систенч

к классу слабоэллиптических систGr. осуцестaлrcтс, с noнqlbl) дrух других

определений.
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ý t. Эллиптические псевдодиФФеренциальнче операторь.

(Бозначенип г5, 8] , Х - вещественноg Z_HepHoe Kor.rnaкTнoe мнэго_

образие клirсса t* 6." края, на Koтopott введена ри1,1анова }tетрика, r':х)-
кокаGательное расслоение многообраз"я Х , 2-(r|r,,,rgа) - ЛОкальнUе кООр_

д"""r". Х , l= (ýrr...,ýо) - д.ойственнче координатч; Т(Х), ""с,"
r' (Х) , состолlца, и9 нснулG!ь.х векто9ов .r, l 8 (Ю - часть 7'(Х),

состоrцая и9 Gдиничнuх эсктоDов l{дl - / ; а - область " J(XJ ;

{.# , а.- область , Г'(Х) , образованнаl из точех |- [af)
,а*,,,'i,'что (r. € ) еU r 0< lrl* -; U назчвастся углозой oKpecTHocTbD точ-

Ku foGa . Наприrrер, Ц-V' К r гд€ YС Х - окрестность точки $l
( - *оrус . R" .0 , содер,кaций вектоп (, и составленнtlй из векторов

€fО , мя котор*r lЁ - fol=o.
Как изэестно E!-5] (cr.r.,TaKxe Г9-t0] ), линейнчй непрерчвнчй опера-

r.oo Р , псрсaодяций пространстrо обобцсннчх Функций на KolrnaKTHoH tlнопооб-

рэзr, Х f сGбl, назчaаетсt псaaдоди9Ференциальнч}l (п.д;) операторон поряд-

кэ не araщс 
'L , если эьaполнснь. следушие условия:

l) Для лпбого открчтого }|нопестза Vс Х и для лобой Функции Р(с),
разной "улп "а V , 0ункци, Р,р е С* (V),

2) Мя лпбой координатной окрестности V С I суцествуDт Функции

аr(ч{) , K- 0,1,2,. ,. , оАнороднь.е по { порядка ,п - l , бесконечно

ди.DФGрGнцируенче по с " g и такие, что мя лrrбой Функции PPl с

ноGитGлен, принадлэпацrrr V , и для lМого rV>0

Prlu - F/ _, Кн (с,ý)Fд-f р@) + П р, (l)

гдG F - операrоD преобраз-i:н Фурьс, Kn (2,1) - гладкая Функция,

КrtЛil -Fо аR @,|) np" lfl, /, (2)

е Т_, - сгланиaalциЙ оператоg поряд*а -rV r т.€. непрерчэнчЙ оператор

и9 frj"tx) . Wj'*n'(x' при лпбоl t
Й*чr" Ол(Рi "" Г'(Х) , со!падапца, . окрестrо.r, У при

lfl>l с ао(Э,|) , назч.эетсясин.оло}rоператораР . Функция

К(Р) , gада"rая 
"а V np, lllr / л асиl.iптотическиr. о"лоr.]rа, (cil,

н!8UaaэтG, полнl.},t сиr{aоло{ oneparopa Р | К(Р) - сGчение нскоторого

р.сслоэни, с базой r'$),
Вид Функчий ах (rrС) за!исит от .ýtiopa систGriч координат з окрсст-

,осr" V , при псрGходс к другой систеиG координат эти Функции менлDтся

тaк нс, как r.енrDтсп при заr.снс персненн}.х хоэФФ}rциентч диФФеренциальнUх

;Ё;,li,l,;i,_;.ЦЦ;;";;;:;,'i;;;",trеЛ-,if ,'ФУНКЦИЯглG fftУ' - }lатрица Якоби.
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3ная Функцип ( "" r'(Х), ,.,tol|(Ho определить оператор Р , полнuй сцlа-
вол которого равен ( El |f . При эт,ох оrrеоаrо9 Р определяется через
свои локальнь.е представленил Р; = Plv. r !иде 2у,Еф,+ r r ГД€ 9, -
ОtrЗбиение единицч, вписаннос .'*or""J.J" покрчтиG JХ''оtrоt"r"остяriи 

Y; ,r'J

Ari- ! , " фj,- бесконечно гладкие Функции с носителяr." " Vi' т.кие,
ЧТО 

!Рr. 9: - 9, , l - оператор порrдко - с,а , перG!одrциЙ Функцио клас-
Gа fijytXl Ъ Фу**ц", класGа С"(Х)

Иslестно такхе, что коtlhозичuа t-Дб п.д. опGратоеов / ч Е по_

рядков л п п соответстзенно явлrетс, п.л. опсратороl4 порядка lпl п
и Gго полнь.а синэол ((|) вь.числяется ,rеоеэ К(Д) " К(В) по Tol't

жс Формуле, по котороЙ находятся коэФФициGнтý произaедсния дaух диФФренци-

альнчх операторов:

((c)|v -;_a;, :ry ry, lý|,/ (3)

(слагасмче последнGl'r суннь. з!тсl.,| группируптс, по стспснr}r однородности по

{ l. В чэGтности,

ол*о(С) - 6r(А) ао (8). (l0)

В дальнейчrен используетс, слсдушее clo]'lcтao локальности'синвол! п.д.
операторэ: мп зuчислсни, Gин.ола К(С) в точкс gоеГ|(Х) достаточно

9нать синвол" К(А) " К(6) только l HeKoTopoi окDестности UСr'(Х)
зтой точки; анtлогичное сaойст!о иrrестс, при !ь.числении,слагасlr.чх пол.{ого

синaола п.д. опсратора в д9угой систснс коорлинrт.

0псратор Р ,аЕrrается эллиптичGскин, если G; (р) | о "с Г'( )(),
Пусть.L-(/-il'Ъ , где J --l.Dr -'.*"n"o".,O опэр.тор Лапласа

,а Х ; I - п.д. опGратор п€рfого порrдкa, эллиптичaский с синlолоlr

q (х) - lr l при lý| ' l . GоотfатGтзупцеl,t систGнG координ8т"

, В дальнсйщэн }ru будзм рtсснэтриaaть lr.атричнuc п.д. опGрaторч. llелочис-

лGнноr4у зсктору Ь-(L',,,,, !|) сопоста.иl.i 1l ,l),r.rатричнr{ дхэгон.rь-
нчй опсратоо Ja , у которого по диагонали стоrт опGратош Гr.., rfo' ,

а остальl.|L.с элеr{снтьa раaнь. HyJil).

Как изlестно Е6, tl] пара rcKTopor (l;d) н.!н.а€тс, порtдкоt{ , i
(Сrrtz|-rrrричного опGратора А т laal !-tr.,,J, , GGли oldaitc;+ll,

тоrо"' ъL- порядки строк, " ti ) "!ijаi:,itб*чо" *срэrора ,{ 7. noo",

ао* (lll) по9.оляет .ьц.лить глазнуо часть опсраrоо" ,{1 сёсимrол

On,g (/ )- {6rprli @)l осущест.ляет,ото69ахенис линGйнчх прострrнGтr

Ёi- 5, 'ii-Г'Ц'JХi . Оператор / назч..етс, (,l,,tl -сп[иптич€с-

*rid, 
""п""'пдро 

этого отображениr три.иально, т.ео Gсли l, l l, и ранг

О4 (А ) в Г'(Х) наксил{ален (parcH l, | ,

ЭллиптичGский оператор / порядке 1llt) на нногообраsии бо! Kpar
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инеет левч]'i регуляризатор, т.е. такой опера тор l' noo"o*" (l з -t) , что

r Гд€ / - ед"r""rчl-r оператор, а СLd,Гr=-оо . Ёсли
l,

является такh(е правь.й регуляризатороi,r Д'R : А. АР- r + |,
ГЦ] , " 

лобче два регуляриэатора отличаlотся на оператор по-

ru-l ,J яfляtтся реrуляризаторани операrоро" 21

АL.1-I+Г.
[r- t, , 'о'д
йdТ2=- са
рядка - со,

0ператорч u-,
Jr. Опеэаrор ,{ порядка 1lll) представин э виде

A-JrA'Jt+r, Ao=J-slJ-t, (5)

где ,4О - *"о"rор не вчще нулевого порядка 
"а Х, ЙГ--оо,

Так как ранги l.tатрич o,,g (/ ) " оо (АО) " r|(Х) совпадаrlт, то

/О - 
"пп"пrический 

оператор порядка ,.rn'r, 
"an, 

оператор / - ({,l) -эrrлrп-

тичGн, и обратно. Левчй регуляри9атор эллиптическоaо on"p"rop" ,{ инеет

вrд, lL-J_lU0)LJ_s,
. Пусть 

' 
- дейстэительное число, а 4 - целочисленнчй вектор. Через

Н|*' (Х) обозначим прпное произведеFие пространств С.Л.Соболева

#е' Сх) - \i/2((+'') (х) v/r'**"){x),

. .КвадDатнч{ п.д. оператор Л Йрпд*" F|t) - нётеров в пространствах

Н* (X)LHr-'(Xl на rrногообраз"" Х без края тогАа и только тогда,

когда он (4ll)-эппrптичен (см. Е',] l.
Нч буден использоэать Taкl|lc нскоторче локальнче понятия (crr. g53 1.

0ператор Р инеет. угловой облэсти l/сГ'(х) порядок не еше пL , если

aсе члснч асиr.птотического рrда К (П э Ц , порядок однородности кото-

очх по ý зцце lz , раэнч нуло (зHe Ц cyrna К (р) ножет инеть ненуле-

вче слагаенне больщего порядка). Тогда Функция, совпадашtая э z с тен
члGно4 ряда, порядок однородноGти которого по ý оасен Пl , назчзается ло-
кальнч}| сиri!олон оператора и обо9начается через Or(P)lu . Скалярнчй опе-

оатоо Р назчвастс, эллиптическ", э а, сслч@r(Р) f 0 .соду э l/
свойстзо локальности синвола п.д. оператора обосновчвает эти определения,

а таюке спраземивость |Dорнулч 6r*о!Фlц-6п(Д)|абJа|ц аналогичной (l).
Дналогично натричнчй оператор l{ назчвается (!rt) -элл"птически}t

З |/ , ссли }iатрицэ 66.1 (l) uпее,- э [!, максинальнчй ранг " lrr_l,
ТогАа r представленr" (Ь) *"р"rор /' эллиптr"ен э // . Если l/#|'(il,
то прсдстraление (5) будсн назчвать локальнчr,l, а ollcparop" / " ДО ло-
кальlю эллиптическини.

Далсел рератор Г ,rреt э Ц
0ператор Дg (опрсдсленнчй на эсем

ляри9аторо!t аля Р , если lOP-r+

порядок -ф , ."n" ((f).0 э Ц .

Х ) назчвается локальнь.}. левчн регу-

i , причем noo"oo* f равен - с/о
с Ц . Испольgуя сзойство локальности синвола, легко доказuвается следуп-
lцая ЕЦ, s] .

l06



Л е l.r н а. Длл п.д. оператора f
следушlие утверlцения :

Д (l,t ) f;c r'(Х) (i - 
""""*"""" 

/
порядка (дlf) L а раэносильны

а) оператор

g ý(х)) ,

б) оператор

-эллиптичен в

,{ ""ее, левчй локальнчй тор, которt й являilrl

l,

локальнчй регуляриэатор.

3 а н е ч а н и я. !i в силу (5) достаточно проверить это ут.ершGние

мя оператоо" Ао нулевоrо порядка. 2) Синвол on"o"ro* ,{'r' равен левой

обратной riатрицч боd)li , умноженноrl на tинитнуп_бесконсчно диоФеренциру-

eHyD ФункциD 9(4,Ё) .* Тg) , paBHyD .д"r"ц.. Й , с носителен в не-

которой окрестности 0r ' i, гд€ натрич" /О е,le эллипт".|на. В |,/ ф,Й)
является одноролной функциеlt от ý нулевого порядка.

ý 2. Слабоэллиптические п.д. ollepaтopu

В это,l параграФе определяется класс неэллиптических п.Д. ОПеРаТОРОВ,

которче обладапт свойстваrrи, близкими к с3ойстван эллиптических систе}r.

в частности, квадратнь.е систеr.ь. и9 этого класса на rrногообразии без края

инепт левчй и правшй регуляDизаторч. Буден назчвать системч этого класса

слабоэллиптическини.

как показuваrrт при}iерьa, класс слабоэллиптических систеr.{ ц|ирс клаССа'

равно.{ерно неэллиптических систеri, }iзученнUх э работе Е5] .

Напо1,1нин, что система назuвается эллиптической по Дlглrrсу-НиренбеDГУr

если сущестэуот порядки Л , f, aa строк и стоlбцоr такие, что систеrlа

(дrl) -элл"птична. Такая систена нонет окаэаться неэмиптической при другоOr

вьборе порядков ее строк и сто!бцов, но всеrда являGтся слабо3миптической.

Кроме того, ко}rпозиция двух операторов, эллиптических по Ilуглису-Ниренбергу,

}ro}ileт оказаться неэллиптической, но всегда язляетс, слабоэллиптичсской.

такой же является конпозиция эллиптического и слабоэллиптического оператороa,

а такке двух слабоЭллиптичеGких операторОв. ТаК что клосс п.д" операторов,

зклочашlий все эллиптические и слабоэллиптические системч, инвариантен отно-

сительно операции унножения операторов (аналогично классу однороднчх эллипти-

ческих систем).

СлабаЯ эллиптичноСть систе1,1ь. определпетСя по ее полноr.у сиl.,lволу. Приво-

диr4ое Ниже определение слабой эллиптичноGти удобно при построении реrуляри-

затороэ и доказательстве Teope}i о разрецrиltости, которое будет проведено в

следупtlеr,t параграФе.
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Проверка принадлежности систеr.rь. к классу слабоэллиптических систе}r оСУ-

ществляется с поноlцьlо двух других эквивалентных определений. Последнее опре-

деление глобальноir приводимости оператора к пря!lоугольноl.tу эллиптическому

отличается от аналогичного определения в E5J Tel4, что, сохраняя основнне

свойства расutиряощего оператора, ны не предполагаем постоянства ранга l.tатриц

в цепочке последовательнчх расllrирений оператора. Слабоэллиптическиr.tи являот-

ся те систеr.rы, которче допускаот цепочку последовательнuх расlлирений до эл-

липтического оператора. Как показчваот при}rерь., предположение, что максиr.tуr.t

ранга сиl,tволической lliатрицч r.teнbщe ее разr.rеров, еце не гарантирует Bo3,.lolxнoc-

ти расlлирения системч. Нu допусти1.1 вначале, что п>/ и нногообразие {
связно.

0пределrr.l вначале все понятия для операто ра А0 нулевого порядка в пред-
ставлении (5) ý l.

Пусть t, ' t, " lО - (t, '{a) -матричный п.д. оператор нулевого

порядка неэллиптический на многообразии Х

0 п р е д е л е н и е l. Оператор lО
на Х , 

""n,n 
мя лDбой точки N "э 7'(х)

,ость ЦсГ| (Ю и векторы !1r,.., !7
виl.i в виде

назuвается слабоэллиптическиl"t

,

а,а

существует угловая окрест-
такие, *rо on"p"rop 

'{' 
предста-

(l)
,0

,!* - ,irатричные п.д. опе-
Г - oneparop порядка-сэ

По" (- |
один из операторов

КВiДDОТнuе.

0ператор, и}iеlщи: представление (t) с эллиптически..tи операrоо"rп Д|,
ТОЛЬКО В o*pecTrocr,n / r нэзов€r.r слабоэллипт ическиtt в [f . представле_
ние (1) неоднозначно и

ное при l,: t, . Ц
tt-2

k=t

Bc.en оператоо" ,4i квадратнuе (t, , t, ) ; non { ,/,
д; пряr.rоугольныU, ({, ' tr1 , o.r"nrrr" операторы

зависит от окрестност" Ц . Целое число t l Dэв-l
cyl.lмe ко}tпо"е"т_li векторов { :

!
lsol, ls*l=_)af r (2)

является инвариантоt{ слабоэллиптического оператора. Назовем его степеньо
слабоэллиптического оператора. flействительно, если

no-Jt,B: ...Jr^B'r+i, (|)
- другое пр"д"r""п"rпе,.{" с эллиптическири в !! оператора..iи Еrr..,,6|,
то

* lr,f, .,.JroAor) : к (Jr,si . ., 4^{, )
l08
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главньl_е члеfiы определителеl't каждоlr из частей этого равенства имерт виА

ll( lidфil: (., r / " |!f',i аефiо,r )) , где |l- flrc,,t.
Так как определител" оrф;) ,|ф;).не равны "ула в Ц n ,"'"or no f н}ла-
вой порядок, то, Фиксируя (4 ý l'ea и устре"лпя |ý| к оФ , получае}l

U=0|.
Нетрудно убедиться, что У не неняется также при преобразованиях коорди-

НаТ. СЛеДОВаТельно, степень слабоэллиптпrес*ого ,а Х оператора определяет_

ся однозначно на ка}{дой сэязной коl.rпоненте многообрази^ Т'(Х),
З а i е ч а н и е. Если полнчй символ оператора r{0 не заэисит от,

в Ц , то аналогично предuдуцеltу получиt.., что det А0 - эллиптический в

U оператор порядка Л. .

0 п р е д е л е н и е l'. Оператор r{ пор"д*" (trt)
боэллиптическиr.t на Х , "сл, 

соответствуощий ему оператор

нулевого порядка слабоэллиптичен на Х . Прп это}r оператор

в виде

fl - Jb+b,A: ... JrrAorJ, + i ,

и его степень| -lsl+l/l + lý,l 1 ... + lS, l.
(|/)

В силу представления (5) ý l, композиция конечного числа эллиптических

операторов является слабоэллиптr"ес*r" "а Х операторо}r. Тзкие операторч

и}rеDт единое (глобальное) представление (t), т.е. l/ -Г'(Х) и операторн
10Д; эллиптичнш вспду "а Х

Класс слабоэллиптических систеr.t является такх(е ecтecтBeнHb.lt обобщением

класса paвHo}iepнo неэллиптических систем f5] , которче инеот представление

(l) 9 общеи случае только локально (Ц + Г'(Х)) с N-2 ,!r-0 и 0--
- )П,llt, r гд€ { - о".""о, блоков блочной локально эллиптическойь0,
натрйцч порядка пtr , к которой приводится оператор, а p+l - их количест-

эо. Например, оператор '1,gt + X"I , с X-f 0 ,

Рассl.tатривая композиции операторов этих дэух классо!, леrко получить

при!iерч слабоэллиптических систеr.i, не принадлежащие ни к однону из них.

Важньшr cBolrcTBoM квадратнчх слабоэллиптических оператороэ являстся

наличие у них левь.х и правuх регуляризаторов.

Л е м н а l. Пусть Л - квадратнчй слабоэллиптический оператор в
l-UСr'(Х) _щ!д!g (Д,l) и степени 0 , тогда он иrtеет ле.чй и пра9чй

локальнь.е регуляризаторu r являrrтся слабоэллиптическиr4и в U onep"-

назьaэаетсл сла-

Ао= Jчl J-l
, д представи^l

тора1.1и порядка (- f,-S) , степен, -Д
Эта лемr.tа доказь.ваетсп так хе, как и леi,r!iа ý l. Левuй регуляризатор
(которыйr лвляется TaKD(e правu}r регуляризатороr.r) и}iеет видi

L
д a:)'J tii f l_,,_n .

L

Е J_t ,LN
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В ý 3 мы докажеr.r, что оператор /{ слабоэллиптический на ,( имеет ле-

вый и правый глобальнuе регуляризаторu.

[lycтb ý - "атр,пчrый 
([rrQ) n.o. оператор нулевого порядка неэллип-

тический "" Х ; l, > t2. 
^0п ределе ни е 2.0ператор J нулевогопорядкадопускает t-

преобразование в окрестности точки /оеГ'(Х) , если существует окрестность

UСТ|(Х) этой точки и квадратнал (t,xd) -rаrрпце f п.д. операторов

не выЕrе первого порядка такая, что

n [=J, ёО , причем коttпонентч вектора 9 равнч 0 пли / , l el>O,
а 1.1атрица f,o- ,улевого порядка, эллиптична в / ;

б) порядок, on"o"roo" f J' не превосходит нуля т.е. 6, 1а)аr(il- 0

. г'(х),
чтобы вчяснить, допускает ли заданнuй on"p"rop J преобразова,rе С

в окрестности точки уоеГ'(Х) , достаточно проверить вчполнение следушlего

эквивалентного а) ,; б) условия.
(lo) Суrцест8ует окрестность [/ tочки ?о , в которой систе.{а линейнuх

алгебраических уравненМ !ao(t ) = 0 ""еет .| > g, линейньнезависиl4uх ре-
+

uений fl,.,.,Гl , зависяlцих гладко от (X,ý)cl/ и однороАнчх по f
нулевого порядка.

т,
Y'

ýl

Действительно, из векторов ,... ,tl СОСТавиl,t (1,1,) -r.iатрицу

до квадратной невuроlценной матрицы

гладкой по (4ý ) € //
сделать. Например, вшбрав ненулевой .{инор в Y| порядка

Y'(",ý)
У 1c,q )

rлаое |Э| < /

ll0

о""r" l, . Лостроим

нулевого порядка по

бtл

" l(O такиl.tи, 
"to al= 0 в царе

, " l{0 при .t,> 0 . ранг бо (t)

. Это всеrда }tожно

t , У' до.rр"п""-

(3)

ел., используя строки единичной l.tатрицч. }lolкHo строки дополнител"""l,(|-lr(Ъ
,{атрицы Y'| подб"рать ортогональнчttи cтpoкal,t У' , рещая систему У'iУ'f-О
с сопряженной матрицей (У')* . Далее строится оператор 0О , ,nr"on которо-

го а |,| равен Ylr,ý;tc". заr/tечание 2 ý t), , on"o"roo 0 , удовлетворяощий

условия..r а) , б) .

06ратное утвер}цение очевидно.

В случае {,- l, t4) условие (|О) предполагает, что ранг Оо (ДО) ".
превосход"т в / u""n" р. / . Если оанг бо ($ ) постояннчй в / ( и ра-
ве"Р.[ ), то всегда суцествуе, ЕЭJ {-р в.*rооо" / , удовлетворя-
пцих условиrо ( t 

О) 
.

8 обчtен случае условие Р . { в окрестнос r" Уо не гарантирует еце

вuполнения (lo), как показчвает простой при}iер оператора

|а|с)
ý - \"-,

с гладкиr.lи коэФФициентаrrи а (с)

lrl. / , но а+ 0 пои t,<0

ъ-

,)

liieнbщe или равеН f , нО каждое гладкое рещение lcolS )= о

в



в окрестности лобой точки 4 Сечения 4= 0 неизбежно обрацается в нуль

П9И trэ Q .

0 п р е д е л е н и е ]. 0ператор J нулевого порядка назuвается приво-

динul.t в окрестности точки No ", Т'(Х) к локально эллиптическоrJiу операто-

Руrл€СЛи суцествует окрестность U С r'U), в которой J допускает цепочку
с -преобразований

.f, : 4' , ýr-trJ,, .. ., ý, 
n- 

i"ýr-, (l,)

до эллиптического в Ц опеоатораrчf, нулевого порядка.

l|елое число 4).Р , равное -Z'ter l np, t- /, " l/ , является ин-

Вариантоl.i квадратного оператора J' , приводиl,tого к локально эллиптическо}rу

^-лллоператору ýrл, ,"* как ф не зависит от вьбора цепочки ар- Е ,С,

"-;:::;;,ТiЖi::::"Эi::,i;::-ii',ллiлi|i|J,:J;";rff ж;{;:i:
-i) S нулевого порлдка. Квадратнuе операторы i, " .6) пооло*ов р и р'
соответGтвенно слабоэллиптические_ в а,'rЦС U , и}tеDт, согласно лемме l,
локальнuе регуляризат oo".fi! " 6:: noo"o*o" не Butte нуля. Следовательно,

.а; - Bir* i, ' ý, _ u,i;,_ f ,, (5)

,ае В-lý;!, 2ýrl,
не выче р' и р

в'-+Ь:,
l/| , Otli=Пdi'=-n, и кро,{е того,

ý)- в ýrt i, , Sp - в'ý;, * f,'. (6)

ОтсDда вь.текает, uro б " Б' 
^"п^птся 

эллиптическини в Ц, ,аrрпцани нулево-

го порядка. В caMor,r деле, сравнивая си1.1волu, скахен, первого из равенств (6),

wлеечt 6, til Во \ýr) = О поп Р'> 0 . Ц1 , откуда в силу невыро*денности

60(Sp') в Ц получин Оr,(6)=0 . l, r т.€. порлАок d ,е превu"ает

р-/ . Снова сравнивания сиlrволы операторов в первой Фор}iул_е (6), находиr.r,

что порядок оператора d равен нулrr n бо(8)= %6;'1 Оr'(ýr) . Следова-

тельно, оператор d эллиптичен a Цr. Аналогично из второй Фсrр}tулч (6) вы-

текает эллиптичносr" В'
Сравнивая теперь порядки и степени слабоэллиптических э // onepaTopoB

h, " i; , из Фор}rулч (5) иr.rееr.r р-р' " t), ч' .

Имеет место следуоlцал

Л е м н а 2. 0пераrор J, приводи..tь.й к локально эллиптичес*о"rу в Ц
on"p"ropy ý, , является слабоэмиптцческrх в Ц . 0братно, слабоэллиптичес-

ки;tв Ц оЪ"р"rор ý приволиl.t к локальноэллиптическ*^у 
"а 

оператору
оJр . Причем степень О слабой эллиптичности и инварианt Ct) пDиводиного

оператора совпадаDт.

Первая часть этого утвер!(денил вчтекает из ле}rмu l. Действительно, це-

- псевдодиФФеренциальнне операторч порядков

, соответственно в

llt



А.tл
почкаДр-С"..С, является квадратнчti слабоэллипт""ескпл в Ц

и, следовательно, имеет локальный регуля on""roo6!=t: С;
операторо}r

. Тогда опе-

ратор ý иiiеет представление

при доказательстве второй части воспользуе}iся двуня просты}.rи утверlхдlе-

ния!|и.

l. Пусть Е- ве*тор с коriпонентани, равнь.ни z , ДО- эллиптический

" Ц оператор нулевого порядка. Тогда

JEA':|oJr+i, (7)

где ffo- ,"*^a эллиптический э Ц , оператор нулевого порядка.

flействительно, операто р ВО- lu Д" l_ r+? | приче}. бо (6О )- l r f Qa, ИО ) l{ГО rr. :
- бо(АО ) , оr*rо, следует его эллиптичность в /

0бозначим .,ерез a/ }rаксинун из коr.tпонент вектора {
2. Пусть 0, " €r, дэа вс.(тора с ко}rпонентаt,|и, равнuми О илп / ,

le.,l+|e,|=|, (-е;Ёо,j-4t, лiТРИЧНЧй оператор дО ,ппrпr"че" в Ц , и

пор"до*'оп"раrора' B= J_rl'J", равен -/ . тогда

J_qAoJ4.B -- f J_T + i, (8)

приче,i оператор Jo ,улевого,порядка эллuпtччен в |!
дей!ствительно, перестановка строк или столбцов оператора сохраняет его

эллиптичность, поэто1.1у мы л.о,.(ем предполагать, что конпонентьa векторов 4 u

е2 упорядоченч по возрастанио. Разбив"" ""rр"цу ,{О на блоки, и1.1еем

,о= J_?t до JT_e, - lY,; ^ ! nr) (9)

По условип, e"(Air) = Р "|2,|-|7-Сr| , следовательно, ,"ro"u" ДО,, " Д},

квадратные и эллиптическrе э Ц 1JB"av эллиптичносr" lО ). Так как

detoo (В" )= det60{li) aet а, tli, ) , то l,tатриц " fl' ,а*ое эллиптична

вЦ

и в силу эллип нулевого порядка явля-

ется слабоэллиптичес'кил в ?l . При этоr.r О= tt)

I
,0

Перейдем к доказательству ле..rнu 2. Пусть оператор r{ слабоэллиптичен

и и].tеет прелставление ( l ) . Тогда он такх(е и}tеет представление

* ;. f i 
" 
i -ь;:,: 

"! {"i"| t|j

- Jr 6| ...JJ i! + f, ,
"zL'

] ,мепт неполор(ительные коr{понентч

+r

':

а0
еоёр

)'"

причеri вектора

" ,"ronu, В!
Э! , О ,'rо,

^ Hdi.:-".
в виле i,=l, * i|

( l0)

ULо, i=/,...,t),
. Лействительно, если

, имее'i Jri Jr, Jу+Тпс-

,{о

i,,
эллиптичны в 4
представляя J,

пользуя ФоDtiулу (7), получаем

?,

^О= 

Jt,8,О J"r*
0

ll2
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Повторяя эту процедуру над oлepaтopol.i Jn_*j и т.д., после конечно-
го числа преобразований дфье}rся того, "rо "a"' 

{,' - 0 . При этоr.r справа

"' В; ltol(eт появиться оператор JE с а>0 . tro о""".,ает, что порядок
ко}tпозиции операторов, стояUlих слева от Jб l DаВен -П , хотя каlцuй из
операторов цепочки инеет нулеэой порядок. Перемнохая послеАовательно опера-
торь. и вчясняя порядки цепочек

, в которNх происходит падение порядка цепочки при ее удлине-

Jr, ai , Jё. Е:Цrr,, K,1,2,-., определи,.r неста

l,,l.,...,l,

А

нии, Т.е. при к-Кr-/ цепочка и}iеет нулевой порядок, а пр" |=f, , ска-
жём, минуС первчй. Тогда леrкО 56едиться' что оператОо Jtr,8lrJrrrn 

'"**"
и"еет порядок -/ , и йо)ilно вчделить вектоDч /, , Рz ,'-'удо"п"r"оряпцие
условияr.r утверждения 2 такие,что порядок операто_ра J-r_6I_Z, равен -/ .

Используя Фор}iулу (8), Qаменим его операrоо* tlrJ-7i'f 
"'"l'''п"о"uросиэl'

по Форнуле (7) оператор J4 в правуlо часть цепочки, получим представление

вида (l0), в которо.{ npa".e 8| стоит операrоо J77 . Повторяя конечное

число раз указаннь.е Bb{tJe операции, нu получи1.1 иско{ое представление (t0).
Вектор t .ll= 0 представri" в виде gуr.$iч вектоеоl- -' с компонентаr.rи /
илц

вп
l -l п |ejl> 0, j.t,.,,,п .

,роrзведJ""е oneoaroooB J_,
переписать 9 виде

J-, +

'л

, оператоD ф }rox(Ho разлох(ить

, а представление (l0) оператора

(tt)
,

,чвЦ (некоторýеиз

воряпт условиям а), б}

к эллиптическоlqу в Ц

(tz)

lo - С! J-t,c! J_r, . , . с: J_r^C"^r, + i
где }rатрицч t|, , 1-1r,, ,, п1, нулевого порядка эллиптич

них единичнч). Тогда операторч Cr= J2, G! ) удовлет

определения 2, и цепочка операторов, приводяцlих u{

оператору cir*, инеет вид

.о,- ц^(i;)О . . . J r, (i: l'.
Так как степень | слабой эллиптичности не зависит от вь.бора представления

(|) или (tl), то из (ll),(t2) 
"меем 

l)= f .

из ле}r}iч 2 вчтекает

С л е д с т в и е l. Щg /О "rn"aoro 
порядка слабЬэллиптичен

," Х тогда и только тог, он в окрестности лtобой точки

9е r' х) к локально эллиптическоr.rу оператору нулевого порядка. При этоr.t

инвариантч t ч а
r'(х),

Это утверхдение дает способ проверки слабой эллиптичности оператора.

Инеется еце один способ.

0п редел е н и е 4.0ператор J нулевогопорядка допускает С,
преобразование на Х 1 глобально), если суlцествует @rlr) -матрица t п.д.

операторов не Bнllte первоrо пор"д*" ,а Х , не обязательно квадратная

совпадахtт на каждой связной компоненте нногообразия

llз



-(rп> 1) , rоо.петворяпllая условияr. а), б) определения 2 в области lt-r'( Xl
т. е.

"l С= Je Со , причем 1rп, !, ) -r,атрrца СО ,yn""oro порядка эr!липтична

всоду на Х , *o"nore*Tý вектора

б) порядок on"parop" f,ý
Кроне того, в случае п> 1
в) ранг о|(С) больще нуля

Л е м r.r а 3. Oneparop J' с-
-"реоб-преобразование тог и только тог ког он

в окрестности

, пусть оператор

т

разование в окрестности лобой точки 9еГ (х),
[ействительно, если J допускает глобальное преобразование C,ronp,

п= tl , очевидно, оно,хе является и локальнчл. преобразованиен. При ,Пr/r,
в силу в) и Kor.lnaKrro"rn J (Х) , ..lаксиt.альное число l, лпrейно неза.исинuх

строк в натрице e,(!)ly больше нуля. Вчбеоем / таких строк "оr(С)
и обозначиtl ,.."рез 6, часть операrор" С , составленнуlо из этих строк:

C,-JrCi . та* *а*'4 (C,)-lýl6r(Ci ). пеи |ý| >/ п О,(С,)оо(3)=0,
то ранг l.,lатрицч борrо)|q такхе равен l " Ё.t, 

^ 
.

В силу 
"nnrnr"*ro"r'" 

СО в 
"атр"це f, ne" t.{ найдется /,- l

строк нулевого порядка (образуцttих натрицу f,j) ,"*"*, что оператор' (9;I
нулеrогопорядка эллиптичен в точке f , r..!dator(r)l 0 " 9 .''fi'r"-
прерчэности этот определитель отличен от нуля такхе в-некоторой окрестности

|l точки О

""" t - (а)
0братно

. Следовательно, оператор ý допускает локальное преобразоэа-

Ц^точкпУ. а8 допускает локальное / -преоОразование в

окрестности каl.(дой точкп N "э Г'(Х) . В силу компакт}iости tlногообразия

ý(Х) суцествует конечное no*p"T"e 7'(Х) очестностяr" l/i ,оlЪ/,,,^.,l,
в каlцоr'r "" *оrор"* J допускает преобразоваrr. С, . Тогда опЪр"iор 4 ,

осуцGстaляшlий глобальное преобразо."r"" J , стрlится как блок-tlатрица

:,"::::, ::' : **",*"1;""! i)лглобального 
с _преобразования Аля

*"р"rор" ,l с """"оr* 6(ý) постоянноrо ранга указан в работе Г5] .

0п ределение 5.0ператор J нулевогопорядка назь.ваетсл гло-
бlлrно при!одиriч}i к эллиптическо..у на Х оператору нулевого порядка, если
он допускает цепочку С -преобразований 3,=Q3, 8r=Q,8,,.,,,E, = Crý.,_t
до эллиптичес*о.о ," fi ( BooOure говорл, пряноугольного) onebar"{" S, нуле-
3ого порядка (т.е. рангиliатrDич бо(ý),оо(Еr),,.,ьбо$р) не }tаксиl.,tальнь. в

T'tX) , а ранг брбр) ""*"rЪп"" ,i о""", !r\ { '

l ll.



0пределе ние 5,. оператор / пор"д*" (c,l) назцваетсяпри-

води!ъ.Н к эллиптиче.*о"у ," Х оператору, если соответствупщий оператор

1О-J_пДJ-tr нулевого порядка приводиl,i к эллиптичес*о"у "а Х операТорУ

f -,Й_АО""rп""о.о порядка ,Оо:tо..^,4 , При этон -"р",ор / приводится
4Р -Р" Х on.o{rnod A|ir: OrJ_Ll+r порядка (,,/)к эллиптическоl.,lу на

Нч скапем, что цепочка Юр=Ср ... С, глФальнчх преобразований опера_тора

Д ,оо"п"r"оряет условио г), если натриц" q(Ц), ЧOэаl\ Я@rЯЁr'l
и}iеDт в Т'(х) постояннце ранги. Имеет r.lecTo слеАупцая

Т еор ема |. Для квадратногоматричногоп.д. оператораf пор"д*а

(д,/)
l) оператор / слаооэллrпrr.е" rа Х ;

2) оператор /| приводиr.r в окрестности лtобой точки из r'U) к локально
эллиптичёскalмч опебатбпч _

пои этоlr степень слабой эллиптичности и

г!_]ц__докiцьцq эллиптическоriу, соэпадаDт в каltцой из связнь.х коr.,rпонент ,tного-

образия Т' а). kpolre того. слабоэллиптический оперэтор глобально приводи}r

к оператору, эллиптиче"*о.у "а Х 0ператор, приводиr.rчй к эллиптическоl..у
нах опеtrатору с поrlощьD цепочки, удовлетворяшtей условио г) слабоэлли-
птичен -

Эквивалентность условий |) и 2) доказана наriи ранее (следствия l и 3

ле}rнш 2 )

преlие чен переходить к последней части Teoperltы, докажем несколько
вспоr/iогательньaх УтверIиений.

сЛеr,rr.rа 4. ть

t)r,ч)-lл)',
До к а з а т е л ь с т в о. 0ператор

д

/'" обп""r" t/, (tt-,сЦ) явля-

ется слабоэллиптическим степени / и имеет предстаэление (l). Тогда, в силу

ле}rмь.2,оп"о"rоо { также слабоэллиптичен . Ц o?r:n""" ц)-U| . Приме-

ниа вторур часть леннч 2, получим, что оператор rf_ приводиrl к локально

эллиптическо,,у э lll @'с Щ) оператору l; _. #о"*rо ,,"1:"*" а;r,,,..
.,,rС; преобразований, инвариант которой 4l' 9аеен ц)-tl)' чfо и тре-

бовалось доказать.
3 а м е ч а н и _е. Если ч)' = tl), то оператор

[ействитель "о, I'o является слабоэллиптическиr.l в

,nn"nrn"." . Z/'.
ОПеРаТОРОr. НУЛе-ц
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вой степени и нулевого порядка. Тогда он имеет в |/ представление il0), в

Koтopo..r 
"a" ""*rоо, /r. иltеDт неположительнче ко}rпоненты и их cy}rria равна

нуло. Следовательно,'.". ti равнь. нулD " on"o"-o дg эллиптичен . 2'
0 п р е д " л е.. n ё 6. Преобразо"""п" i опЙ"rор" r{' назове,.r .{ак-

Если преобразова"пе f, не ,.iаксиt"iально в Ц , ,о, очевидно, ,.tolxнo

построить другое преобразова""a С', которое будет наксиrальruл в Ц От-
иетиit, что оно ..rox(eт оказаться не наксиrrrальнuм в подобластч !rg, |r/ ; од-
нако дlля лобой точки 9о€ Г'(Х) суцествует угловая о.<рестность Ц, этоа
точки и ,.tаксиl,iальное 4' -преобразоаанче в Цо , которое будет r.rаксиr.iальнul"i

для лпбой другой окрестности a;(Z;Car) т{"*" 7.
Из ленr.iь. l эштекает

С л е д с т в и е. Если on"p"rop/0 приводин к локально эллиптическо-

-.-

r.iy в угловой области |l oleoaTooy lо с поr.rощьD цепочки Cr.,,,to _rе обя-

зательно r.rаксинальнь.х f, -префразований, то в лпбой облащ U'(n'ctt)
Hl

ножно построить цепочку L': .,. L_ ,.tаксиr.tальнчI 
' 

-дреобразо9здЩ._щ,-_
водяlцуlо /' * элл"птrrес*о"у в /l r on.p"ropy fii

В дальнейщеr,r все л 6-преобраэования будем Ъчитать ,.rаксиr!iальными.

эквивалентность f, -преобразований.

Пуrr" 0 " t' - о." / -преоОр".ования оператора 
'4О , no"rpo"rr""

спt альнutа в Ц , если ненулевче строки матрицч q (С)
нчй набор линейно-незавиGиr.tь.х в каждой точке фласти а

/.оо tД' ) -- О , зависяцих глаАко от (с, i ), i ,

по угловой Флаыи |J . ТогАа для лобой угловой 1л:-" {i,
Е, с tl , они имеOт локальнше регуляризаторы d' и f," -

i':Bt*i , i-B'c'+i',

8,- ii"

образуот riiаксиr.tаль -

речrений систень.

такой, что

. Следовательно,

( l3)

( l l,)

( l5)

приче!i порядки операторов

6 д, lt:tJ tJ и

" Ц не выше единиць., " on"o"rooo" l n f' о".r, - оо

Если конпонентu векторов е п 0' упорядоченч по возрастанио, то опе-

оаtор fl , наприr.iер, ltolxнo эаписать в блочноl.{ виде как

Bi, l-'о

B:Jr, с' J_c -с
l6:
\"о|, )л.-l),6:

где B':i'i' п,
0бозначим через С, ,".r, "аrр"ц" /

порядки которых равны единице. 0ставчlуося .,асть /
Аналогично разобье}i ,,lатрицу С'

,.iатрица нулевого порядка.

, составленнуD из тех ее строк,

llб
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Ленма 5.0псратор/ инеет нулевоi порядок в области V (VCa)
0

v

Д о к а з а т ел ь с т t о. Пусть порrдок оператора /
",(а; ) - мо. о, (i.r)

(а€), однородная по f

tt6)

равен нуrш в

(l8)

r области [ раaен

V , T.G. or(Bri ) - Q . Тогда из (t3) имеен о,(с)-6о(о)оr(С)
в лобой о,6ласт" V'(У'aV) . Оr*уда, учитч.ая (t5), полlцаем Форr.rулу (t6)

" V' " ll0-6oEТ) . В силу проу.9.ольности V' это соотноl||ение .uполнено

мя лобой точки /€ V . (Братно, из lDорнул (l3) и (t5) иrrееr.r

Q (Сr') - lý loo (ао) аоG) + боlбо)в, (Сr). (!7)

Если вчполнено условис (t6), то (|7) r.rolrHo переписать f aиде

kо Gr,),бо (6,2)-,i1l
]

ооtс! )
ооG: )

= 0,

где квадратнrлоr скобками обоgначснч блок-mатрицч, п9ичеr. последня, из них

(СО ) . Так как эта м.триц. нG.чроt(денна .

- |Yl0 и, слGдоaэтельно, порlдок оперrторr /
V , ,о ао(6о)а0,есть Оо

ао(в2)
нулD.

След
области [

ни класса с ч)

U, " а2, соотвстственно

0прсделсние
ни э областп \СЦrПЦ,
и эллиптиче, a v

Слсдстrие иЕ лсrо{u

ко те преобDэзоза"ия /

нa3оaсм окaивtлaнтнI-

инсет нулсaой порlдок

5 покlsчrаст, что экaиfалснтlф.ни яaлrDтс, т€ и толь-

6, (с) - NО(r,il а, (С! ) д У. (l9)

Дейстэитсльно, Gсли оператор б инGGт нулеaой порrдок и еллиптичGн, то

оператор 8'- ВО такхс инсGт нулеrой порrдок . V' Слэдоrэтельно, усло-
вие (|9) tчполняетсr. 06ратно, и9 услоrий (t6) и (!9) ruTcKaэT, что le!-\e'l
"60р:)-0 " V . Так как riэтрица 00 l :.5) элпиптична l VсЦ, ,

dilаоVl-dr\,',Ол' ],l,,ir;f,- dgt r,,:r' :,'iir'),
то натрицэ / тэкше эллипrr*"" a I

пч"r, [ " 0'-о." t -преобрезоrани, опср.тор" д . окрGстноGтrх

. }lпусть а|Па2tУ, 
л

7.Преобраэованияt"С
, если оператор 6,t'il

,

,
, ненулсauе строки сиriaола котофaх, аннулируЕ_

, BupallaDтca дDуг чсрс9 дDуга по Фо9муrtэм (16) и (l9).

ll7
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л
эквивалентность разбивзет / -преобразования на классы и позволяетл

связать между собой

областях.

ленная из }rатриц

имеет место

л

l)
z)Щ.

эквизалентньa ti.

он является приэодиl.tчн г

к локально эллиптическФiу оператору.

лобально к эллиптическону на Х опёра-

С-преобразования, постро€нные в различных угловцх

Пусть i:'. , . , i"' - сенейство /-пр"оОр""ований onep"ropa z{ в

областях 1,1r,,, ., l,!, , покрчвацц", Г'(Х) . И пусть /- глобальное

преобразова"rе oneparopa / , т.е. f- 
""рrr*"льная 

блок-lt{атрица, состав-

с
(ll

еw:

е }t }t а 6. Следуuцие два условия эквивалентнш:

ранг !iатрицч 6| (с) постояннчй в Г' (Х) ,

1,7 таких, что Orl - О, П ai{/, преобразования 4 d'и с у)

Д о к а з а т ел ь с т в о. Второе условие следует из перво.rо в силу

следствия из леitr,iь. 5 и свойств а) , б) / -преобразований.

Если вьполнено условие 2), то ранги,{атри u оr(tО'),6r1,V)" ЕG;,:)
gаэ"" э а,., , откуда вuтекает постоянство ранга блок-натрицц 6. (С).

о n о/_9-д е л е.н и е 8. Две цепочкИ преобраgоаа""пА;а--6сl,,..t:,

" {| 
" О!'- С!!, С! " U_, назоэе!r эквивалентнчми в угловой области

VJU, +^tr i .:.i, *"J"roo Sц,*=а:'ёtl;'О "л"., нулевой порядок и эллип-

тичен в области У

_ 0тr.rетим, что ссли u"no"r".$!' "6|' эквивалентнь, в У , то l.iатрицш

i:' " i!',"еот в [ одинакозчg ранги.

Вернеr.tся к доказательству теорешl. Пусть оператор ДО попaод"н в ок-

оестности ll,
Покахен, что

тору.

лrобой точки 9еГ'(Х)

Нч предполагаем, что иногообрази" Г'(Х) свя8но.

Угловче о*ресr"о"r, l, обрэзуот покрчтие J(X) ВlберGн иа неrол

нини}iальное конечное noono*6"r"" lirrr,,, t/лl . _ . В .каlцой Uj on"p"roo 
'{ 

О

имеет цепочку /-пр"оОразо""r"о'ЬVi-Ь!!.. tУ , при.одяцуD его к опе-

о.rоо, l!.' нулеэого порядка, эллиптическ&. О, . При этон, соглаGJо

"n"o"r""b'l' 
из леr.нч 2, все цепочки инеDт одинакрвчй инвариа", ,Y'--ýle!l,

равнчй степени слабой эллиптичности оператора Л

Jtо.6ой_ n" on"o"rooo" С с lgl >7 
'"о*rо 

представить в виде i-Qir+L
-Jg(J2.ii..l*r, гае |!rl>0, K-l,z , " la|+||r|= |t| . поэтону если

цепf,rкr'Д1l' "r"о, различнуD муlну Р. , то,разбивая некоторче из операто-

-a i*!'на части и перенунеровýвая их, цч r.toxe' легко добиться того, чтобч

длина каl(дой цепочки равняласьр-Еfr?лРj ,р. -с,). Напринер, все цепочки

будут иr.rеть Алrну - ti , если поtлЪ'ЁýЕОиения все операторш i!| ,"*о"r,
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"rо I0!' |=/. l.tolK-o стремиться это разбrrение проводить так, чтобы поlrученные

.,"nou*l h:'= ё;': . , i,"' n лу'- 6:'. . , trr.' *=4,..,р, были эквивалентны

для лrобых i,j , при которых Ui П Цl. + / .

Будем считать, что эта операция уже проделана и все цепочки иllеDт оди-

наковуо длиFJ ) .. Тогда цепочка Сr r. . ., Ср глобальнчх С-преобраэова-

ний оператор" Au строится следупllий ооразJ".лол9ратор С. строптся из бло-

*о. tf' , как это указано в ле!ш.iе 3, С,= (*:,) . Д"п* , n" ""rо"ц Qr),
единичнuх 

"атр,пц .} порядка t n ,улев", "ifрп( образуем следушtие блок-

1.1атрицы порлд*а ll t :

irn' о .,. о .гс 0 ... 0

0 0f'. .. q0

0

rr. ... 0

0 0 .. I

.Гс0 0

0ra 0

л (ll'

0
00 С,

С, сrро"rсл из этих блок-матриц так же, как Q

и пусть

, (20)

и так

0..: ic

далее.

Легко видеть, что построеннuе операторч С,,..rСо уАовлетворяlот услови-
ям а)- в)определенияЦ и что оператоо Др-Сr...Сr/О ^.п^arся 

эллиптичес-
K,nM "а l .

Для тоrо чтобч доказать, что построенная цепочка преобразований уАов-
летворяет условиlо г), если цепочки "а: "h|' "*."валентны " О;,/ / non

fП=/,,,,,Р, воспользуенся следушlи}r утверндениен.

Натрица

ловия эквивалентны:

уL
I

из

+by!:..i:,l!-l'
А9,

a4l 2

Лемrt" 7.ЩСr,... iС,Г -преобразований оператора r{ 4-Cr,.,C, . СлеАуЕlцие два ус-

l ) ранги r.rатриц q ЬOr),О, (О, Ю! ),...,qQ_a!_,) no.ro",,, " r'u ),
/<к<р;

с-2l

$у
при которь.х Цу - цi П u, # d,

с, i!-,,цепочки локальнuх

эквивалентнu в лрбой подобласти

и,

'Ul для лобчх

Дока за тель с т во ле}t},rыпроводитсяиндукциейпо,(. Случай

k=4 рассмотрен в ленне 6. Ввиду гро1,1оздких вччислений, докаже.{ спрaзедли-

вость ленr.rн длл К=2. В случае К>2 доказательство аналогично.

Пчсть {р,. (r,Ё)} - разбиение единиць. на ý()() , вписанное э покрч-

'", fi1l ,'ii*O -" а; Тогда левчй регул^оr""rооЩ оператора

9, - 0, йнеет вид

д: - (п С|"' , ,.. , 9,1 С:"' ) .

Следовательно, матрицу ДrЮ| моr(но переписать так:
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4ai - С"

(,) \tlL

(il) 0L - (ýr,..,,t"),

u; * /.

с,
0)

(N) ш)L
t,

r,i,'

i,

п
^ 

hltL
9n С,

9, с, рн

где J, - ..
J

Если ран

on"p"rop, !r(d

0бо3начиr.r их

соотноUение..i

следоэательно, матрицu б, (Е; ) " а, (Sj )

, блочнче столбцч размеров (t/8t ,t).
|г натрицч 6,(С, ) постоянrса в Г'(Х) , то,э силу ленмч 6,
l cy,L ""n"or"" 

эллиптическиlt и нУлевого порядка . ZlrсUrr # d ,

".!о"" БОg.,, . Легко видеть, что стоlrбч, Jr. " 31 "/ 

".^"У"""

8,=ý,Bo...+i.tn?,|l/
имеот равнuе ранги в

совпадает с ранго1.1

а./,

а;
тогда r.rатрич" а, 61)

I/". n
у

Фп16| (Дrаi ) - шч о, ( ti )

пусть ранг 6r(ОrД| ), постояннчй " Г'(Х)
имеет постояннuП paHi э |,tr. , гае gr{0 , которчй

a.tатрицU

a:., 
а.у,"

д (lt' с y,I
6,

2 1

так как остальнче элGl.lQнтч ""rоrч, Jr. инеот порядки не вшlе нулеaого.

Блочнче строки лосле_дней }iатЕицч аннулируDт l..атрицу бо(irУ') . а;, звиду

того, что о,(6:" 0,'j'' ) ао (l,U'1-
=q (l!, t,ч,z . i,u,no) - 6, (i::,). - о.

Поэтоtlу, при}tени. аналоr лемr.rн б для оператоо" 4|. в облаып Ц1 , получин,

что опGрато е Cll 9уу2алеJ{тен ..l4; операrоо, "6! 0|'О. Сладоэательно,

оператор а:'6r|У"-аУаУr"t "r"r, нулезой порядок и эллиптичен.,п-
G l ,З

боИ подоблir"'UоL U, ] Иr"*, эк!и.алентность цGпоче- hУ"irw оо*r-

зана.

обратно, пусть цGпоч*"i!П "iУ' ..а:' " 
iУ' эк.и!алентнч в лэбой

подобласти Vc uo * / . тоrда on"b"ro* ' tY' "- а:'а,О' i|': таюrе

эк.иaэлGнтнч . 'Ц|.,. В силу анаrюга леr.ir,lч 6лранг натрицч а. (Е;) постоян-

нuп з Цj . сп"доLr*ьно, ранг матриць. 6,рr4 ) ," 
""ir"!",^ "/(х),

что и трсбоfалось дока9ать.
Покапен теперь, что если оперaтор |0 ng"aol"ri к ,,lокальl.кD эллиптичес-

Ko.iy оператору . окрсстности лэбой точки "зТ'(Х) на перэоi. luаге, т.е.
дл, лoбой точкп Q€Гl(Ю слцестrует наксиl.iально" Г -преобразование

oneparopa ,,{ 
0 з'некоторой окресJности Ц . точкч у , приводяцее его к

эллиптичсскоху. а оператору lr-Сl , rо символ глобального t -noe-

обра9оlания иriеет на Т'(х) постояннчй ранг (' Г|в) связно). В этон слу-

t2n

1

п



чае синвол бо(А) оператора ДО инеет постояннuй ранг в Г'(Х)
[ействительно, пусть окрестности [o;l , rlr,,,ril, образуот минииальное

конечное покрь.тие Г'(Х) , в каждой-ri *оrор.,, ДО ,л.., преобразоlание

f!', пр".ооящее его к эrulиптическоtqу l Цt оператору lY' . Так как

",t|')oo|)- 0 е t/i , то ранг бо{t) "" no""o"*Jor, / - 

'. 

r гАG

k;_alti|" есrь ранr q(ф') э 8, Ч другоl сторонч, из эллиптичности

'il' J р, след]/ет , что ранг ,т:трицч ао (t9' l )= ао (i ,У' ) оо {Д ) л ...
раэен d:1. .3десь череэ Сr" обо""""еrч те l-fr, строк },rатрицч СУ', по-

рядки которчх равнь. нуло. Так_цак ранг бо(trg') !"."" |-1. ..иду эллип-

тпчносtч в Z| оператора if) "rn "oro 
порядкаr то ранг ""loru. Оо (l)

не л.еньще t! t, из двух противополоl|(нь.х неравенств следует, что ранг

1:ro:u, б, (,|)' оа.., /-7, _i ai тоrда l-t;-|-5. . перGсGчGнии

Ut/ l / , т.е. Ki- Kj ; l/0 , откуда BuTeKaeT, что натрицэ oo(t)
ийеет постояннчй ранг в лrобой съязной коriпонентс r'(х) . Лсгко уfgдиться,
что ненулевь.е строки о|(0У') "q{0"') удо!л€творrот Е5] тогда соотно-

щениян (16), (t9) и, следовательно, си}tвол q(C) , глобально расulиряшlсй
-r.tlатрицu,и}iеет э Г'(Х) постоаннчй ранr.

Раэноrrерно неэллиптическис опсраторч ЕЯ такхе доltускrDт цспоr.ку

глобальнчх преобразоrаний, удо!летэорll0цих услоrио r) .

Для обцего слабоэlчrиптического оператора отот roltpoc остастс, откфaтr.н.

пусть оrlcраrор ,l 
0 

l.побаrra"о приaодин к эллиптичGскоrrу ,а Х опСраТа-

ov Дr-Ср,,.С|l нулезого порядка с поrФlьо цепочки, удоlлст.орrшlей
усло.ио Г). Покапэrr, что тогда опGратор r{о пр"aошн a окрGGтности rrэбой

тФtкr1€r'Ul к локально эллиптичGскслrrу l Ц *"о.rоо, i)
Если rcc опе9аторч С; к.адратtше (9-| ) , ,о это, оtlс.идно, так.

Поэтоlrу .{u будея поaдпо*/"rь, что la*,<rп2<,,,<mр.
В силу лсrrrrч 3 r "атрrцс { HoIl.ю .ш-"r, / сrЬ*, Koтopuc состaa-

ляDт локальнос прео,бра"о""""" { опGрятора ДО , о*р."tност" Zl точкчР ,

Опеоатоо С, предстаЕи}. . виде 4 - ( !:) , """rr, ссли наобходиriо, порrдки

его строк. Так как ранr матрич"g F)9 ! , 
""ny 

услоэи, Г)rпостоrннчй r
а , то нсiулсlь.G строки натрицu о| (С; ) линсйно .upаlraoтc, чэрэg строки

натрицц 6, Gr) и, следоfатGльно, согласно лэнrrс ý, опGр.тор 4,4'to
ппеет l Ц нулсrой порядок.

3 а м е ч а н и е. В лешrе' 5 предполагаетсr, что опGратор /' *rадрrт-
нчй. 0днако, как зидно из доказателDстaа леюц.rсуцсстaснно, что опсрaтор

f кlадратнчй, on"p"rop d' нохст бчть и пряноугольной матрицэй.

В силу Фор}tулч (l3) опсратор 4 предст9.ин . .иде

(2l )4-(?,) -Gui,rr) - (:, ;,)(!)*?,,
l2!



,,^"^:л:,!!*=^(:*"irl#*)-!"!:уженапервоl,t,",",,.".,]"
если А| эллиптичен, то оператор ,4, annnnr".,".. " U . Действительно, из

(22), учитывая, что оператор 6, имеет в l/ нулевой порядок, получи}r

где f,- on"o"rop порядка -оэ в Ц
При..rеняя on"p"rop /, получиll

оо(А,) = (!i,r,, i,X''Y''')
Так как первая l.lатрица в (23) пл"a, в Ц макси!rальнчй ранг, вторая t"tатрица

rre.b.polиeHH",ro dotбo|,) + О в |/,

Если/>f , TJ, разбиэая ,атопцупf,, на две ""rrn (Сr' ,Сr" ) , n^..,

СrС, - (q'*c!a, 
,сr" ) (!) * ?, -

- (Е",r)(:')*?r, (2q)

,о. Q= С!+ С! 6r- Jr" F"О , причеr.i оп_ератор 1! "rn "oro 
порядка

эллиптичен в fu! , так как ранг l.атриц" ао (Ci ) "а*сЙ"але" 
в Z Приr.rе-

няя к (24) оператор ,{ , nony"n"

Так как Fr- ОrС,t! и в силу условия г) ранг tатрицч о,(Q)

( 23)

0
(26)

0

постоянный

, тоrсогласно лемr.tе 5, оператор Вa пмеет нуле-

Приl.tеняя к (26) оператор /, получиll

Д2 : (Е",0) (25l

Так что пряноугольньй опепатор { является / -преобразованиеrrt оператора

l, лв окрестности // Испол"эiя леr.rtrу 2, вчАелий в He}r квадратный опера-

,Jo t" , осуцествляпций локальное /,преоОразование оператора, lr.%o!,
o""rri"rn tl,(T,c |l) точк" 9 . Слеаовательно, для операто* rr-('ir)
иr,rеет }lecтo аналог представления (21) . Подставляя его в Фор}rулу (2Ц),-полу-

(!) -,",

)0-,)(:

чи!t

lI,
СrС, - 

\В,

0

rrr-'

в окрестности I/ точки N
вой поряАок . Ц" (ilzc tl)

п"=G'
!аz-

0

,) (у :) 
* ?", (27l

эллиптичен, тоrввиду эллиптичности квадратного опера-

, oneparop Д" также эллипт"чен в Цч . Если же

Если оператор {,
тора, содерrкащего f _2
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Р>2 , то, повторяя предь.д)щие рассуIвения, получим фор},tулу (27) с 7
вместо 2 , из которой вытекает эллиптичность в Z- oneoaro}a А"

Итак, опера тор АО приводи1.1 в oKpec'Hoc rn ,od*n g к локально эллипти-

ческоitу оператору lr- 0, .. . 0rД',
Teoper.ra l доказана.

Различнше принерч слабоэллиптических систе}i ножно получить, рассl.|атривая,

скажеr.t, коiпозпци, эллиптических и paвHo}repнo неэллиптических систем Е5] .

В частности, о,ператор

6- ',:)t:
to'{r, n

(
I
а )#ir

0
I

с

I )
rаеа и С , - скалярнче oneparop" "а Х порядков 0, l,
2 п 3, соответственно, слабоэллипти

lrrlrr,и не является эллиптическим

пеЙеirrЛ ta tr, произволен np" lr.
paвHoriepнo неэллиптическиr.i .

lчен, если эллиптичен оператор lu/_-
по Дуглису-Ниренбергу. Если ранг O"Idr)

= 0 l , то оператор б "е яэпяется такхе

3аданнону оператору tioxнo предписчвать различн}.е порядки

Справедлива следушlая

Теорема 2.Еслп Д слабоэллиптичен в частности эллиптичен

как операrор поряд*а (Д, l,) то оператор слабоэллиптичен при -

и}iеет представление (t)

в некоторой окрест.ностч |f точки t , то оператор XLJTIJ-, инеет пред-

ставление

io - Jo_prt, t
э окрестносr" ll, (ilrСЦ)

О, 
. ..Jo"Ai Jl_y * i,
. (Возr.,rохнч и другие предGтаfленr, on"o"ro* /.)

0тнетиrr аце, что степень слабой эллиптичности оператора нс зависит от вьбора

порядков его строк и столбцов.

нетрудно убедиться, что оператор д*, сопряженнuй к слабоэллиптическо..iу

оператору ,{ , ,"**" является слабоэллиптически}i.

ý 2. Сэойства слабоэллиптических систен

В этом параграФе мч установин теоренu о нётеровости и гладкости решений

слабоэллиптических систе}t.

Пусть / - слабоэллиптический оператор по9лл*а (b,l)
цепочка глобальнчх преобразований, привод"чt"" on"p"rop r{

"Ор- Е...ЦJ-s-

на Х оператору Дr- OrJ_, | поолл*а (0,t) Тогда onepaTop f ограничен

в пространстэах 

Hr*t 1х) LHln (xl, (|)

к ЭЛlЛиПТичеСкОr{У

l23



к-{
rде через Нс

на Х ,мя
(Х) сlбозначено пространство обобщеннчх вектор-Функций [

lч

которь.х QrJ_, tе Н* (Х) с норr.rой

l ,!-n cxl- |ИрJ,rr 1 ,- 1r, ,
(2)

причен оператор

-
)

(3)

а)

б) в проjrрФlствзL (l ), иr.rеет левнй и правшй

в) оператор / нётеров в пространстэах (l ), его ядро и коядро состоят

из бесконечно уеньaх вектоо-Функций.

г) имеется

4у
)t,tlр

образован из операторов, приводяrr" Д к локально эллиптическо}rу в ок-

рестностях Цr, .. ,, Цr! , покрuвап!l"* Г'(Х) . Так как on"r"roon_t*V''
и}iеDт неполоlкительный порядок, то arJ_olГe Нk(il, "rnnfiZ_rtreH^(X) ,

0братное очевидно.

В силу Фор},iул (5) ý l пространств" Н!'" tD не зависит от произвола

в вьборе оперgтgрбgiО, , так как различнче операторь. определяот эквивалент-

нче Hopri'. Простра*сrlоН:" (Х) опоеаеляется классон эквивалентнчх цепочек

опера,торов (т.е. таких оЬ"rооо.5, " Ь; , "rоб'- Бёr*7 ?аr--б! + Г' , ,д" j n Е'- on"p"rop, не вч'е нулевого пор"д,i" ," Х ,' "-,порядки Г и Г'. равны - ю ) и ножет бчть одниtl и тен же мя различнчх
on"p"ropo' ,4 ;

0тметим, что если коttпоненты вектора i ра9нч неrilду собой, то

нК+Р,' (х) с Hi''tx) с Hr'o (х),
ПrreeT rrecTo

Т е о р е м а 3. Мя trl -r"rопчного п.д. on"p"rop" .,{ порядка

(4, /,l "" *o"n"*rro" "rоБр""п,
нн:

л
р

рег

lul rKrt 1r,
где lqqloаццtl С

Доказа
где А! , n"."l,
ся левýм регуляри

н:^ (х) )<с l Аul + lчlHt u)
не аависит от а ,(= (\,,..,Q)

т е л ь с т в о а) =+ б). Оператор zf

L
l, ,,l

|,< k+

'lorr"
,Jo" 'Д,

,
регуляризатор эллиптического на х опера , являет-

затороl.i слабоэллиптического on"p"roo" r{ Построение

правого регуляризатоо" AR через локальнь.е регуляризаторu j' , *оrооце су-

ществуDт соrласно леr.rие t ý 2 проводится так же, как в ле}iме 7 оаботы [5l
Переход б) -j в) является следствие.l с]ществования регуляризаторов

(см., нзlр1,1мер, ElJ ). Гладкость решений однородной и однородной сопряrrен-

l2q



ной систенu доказанч в Г5] (теорена Ц) в аналогичной ситуации. С5ществова-

ние априорной оценки г) при условии в) является известнчн Фактон Функциональ-

ного анализа (clr., напринер, Е7] ). Наконец, из оценки г) и определения нор-

," . H!-L ( Х ) внrекает эллиптичность опера',ое" бrJ_rА (сн. , наприr.rер,

Е.4] l, а, следовательно, э силу (3) и теоренн l слабая эллиптичность опера-

'ор" ,{

Теорена 3 доказана.

3 а r.r е ч а н и я. l. Пряноугольнчй оператор Д(4rlr) , по".ооиltнй к

эллиптическо!tу, имеет леэчй регуляризатор и, следовательно, конечнонерное

ядро и занкнутуlо область значений в соотэетствушlих пространствах.

2. При 17-| иногообрази" Т'(Х) несвязно. в этои случае условие

слабой эллиптичности HylxHo проверять в каlцой из связнь.х конпонент r'(Х)

"-"ТТ': }::Г'l""JЁ;i:Т_Т":ttз\,*о, 
С СИriЗОЛаНИ 6(^,0) -

[,, ý.OJ
Для слабоэллиптических систем п.д. ураэнений имеет несто аналог теоре-

мч 3 в соответствушlих пространствах (см. f51 , где инеDтся такхе друrис

занечания) .

Построена также теория слабоэллиптических систе}. одноa.rерньaх сингулtр-

нчх интегродиDФеренциальнчх уравнений на основе интеrрала типа Коlди (см.

El2J, где доказан аналог теорень. 3 в пространствах Гёльдера).

Полученнче результатч приненяотся при изучении Kpaelux задач мя эллип-

тических систен диФФеренциальнчх уравнений f0, l3-t7J .

Для слабоэллиптических систен АиФФеренциальнш( ура,нений в огOаниченнчх

областях возl.iоl(нч постаноэки нётерозчх краевнх задач Er8f .
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