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0 пOстрOЕllии куБАтурных Форшул с рЕгулярнчн пOгрАничншн

слOЕlt для рАц]l0нАль}lшх lttlOгOгрАнникOв

Н . И. Блинов , Л. В. Войтищек ( Новосибирск )

Теория кубатурнчх Фор}tул с регулярнr.н пограничнчн слоем для рациональ-

нчх нногогранников разработана G.л.соболевчн tlf . В настояtцей работе на

основе результатов С.Л. Соболева решаDтся вопросч, которче возникаот непос-

редственно при численно..t построении таких Фор}rул.

I. Введеи обозначения. Пусть РО- 
"a*п"дово 

пространство точек

о= (а,,..,,!)| Д - }iатрица раэrrера п|П , dd(Д)-lДl| О ;

l - **п"*тнчй вьп5lкlнй нногогранник с поло):(ительной 
""рой 

в f,а ;

/J(g' - число всех S -MepHux граней нногогранни*" Л, S-aI ...,О ;

|- (l,,...,lo), р, (Ft' ..'' Рп) -,о"*" RО с целочисленнь,r,и

координатанri Г- Г(hД) - решетка . РО, состояlцая "" 'о".* h,Д7 для все-
возноli.нuх 1 , гае l>0

tlноrоrранних uf|| назове}r рациональнь...l относительно реr"т*, / ,

если все его 0 -""р"ь,е вепдинu ленат в узла, решет*" Л
Буден считать, что в качестве узлов кубатурнчх форнул с регулярнчн по-

граничнчн слоен мя ""о.ограrr"*" f вчбранч ,о"*" /1Д 1 , коэФ(йциенты

Фор}iул представлень. в виде агhа С LУ1 , а толщина пограничного

слоя определяется числон L Ш - полоlкительное число, не зависяцеa о, l,) .

Если нногог9а"rrк Л рационален относительно рецrетки f (чtо з дальней-
шен предполагается ) , то кчбатурнuе ФорЁуш с регулярнч}r, пограничнuн слоен

,.iolilHo построить так, "rо f, ff) не будут з""rсеr. о, Ё и число раэлич}ъ.х

коэФФициенто" 6 [/1 будет зависеть только от числа всех граней нногогран-

ника и "ran" L
Кубатурнуо Форнулу мл Л " v"n"r" hДУ назовеri правильно пос-

троенной, если коэФФrциент, С [У) удовлетворяот усJювио: каково бч ни

бшоý-Ql,,,,,lL и какова бч ни бчла грань разнерности ý . все C[JJ
мя ,оrе" lb |У , удаленнчх от границ грани на расстояние, не меньщее

чФ, Lh , и располохеннuх на одной и той не ý-нерной гхперплоGкоGти,
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параллельной этой грани и удаленной от нее не далы!rе чеr4 на tъ , посто-

янн}a.

Праэильно построеннче iубатурнче Фор}rулч HolilHo использовать и мя не-

ограниченнuх нногогранников. В частности, неограниченнuriи иногогранникани

являртся телеснче углU, соответств}rЕlцие граняri "rоrоrраrrr*а ../ Предпо,

лоlIии, что все телеснче угrъ. нногограr""ка if перенунерованu такиr.r обра-

зон, что кашой паре ИrS) соотэетствует свой телеснчй угол с S-r.repнu,.r

остриен S-Qr,,.,п \ i=l,,.., F(9> . 0бозначин ,.о." l(O)
Функционал погрецrности правильно построенной кубатурной ФорЁулu длr нного-

гоаr"rха Л , а через lU"'(r) -Функционаrъ. поrрешностей правильно

построеннчх кубатурнчх Фор}.ул для телеснчх углов, соответствушlих всем гра-

нян нногогрэ"""*а Л (s-Or...rП i l - lr,. ., р (sl) Правильно

построеннче кубЁтурнче Форt|улu для телеснчх углов Holxнo согласовать нехду

собой, построиэ их так, чтобч коэrDФициентч в точках, ле)ilащих вблизи общей

грани двух телеснUх углоз, бчли одинаковUни.

Пусть [V'"'(r) (s-аt,,.,,пi i-/,...,р(si - здесь и

далее систена Функционалов погрещностеЙ правильно построенньlх и согласоэан-

нчх неri(ду собой кубатурнчх Форнул мя всех телеснчх углов 1.1ноrогранника.

Тогда инеет mесто равенство

,

иs) (1)

Из (l ) видно, для того чтобu Функц"о""п l(o) бчл Функционаrю..r с ре-

гулярtъ.н пограничнUн сrюе}r порядка /rz , достаточно, чтобu все Функционалч

'9"'1а) 
fuли Функционалани с регулярнчн пограничнчr.r слоен порядха ПZ ,

а для этоrо, в своо очередь, необходимо и достаточно, чтобч кахдlй Функци-

or"n |а"'1tr1,'1 бь.л Функционало,.l с t}орнальнчн пограничнь.н слое.,r порядкё пL ,

т.е. чтобьl его преобразование Фурье имело нуль порядка /Z в начале коорди-

,ат [t] . Поскольк5l предполагается, что Функционалч lFilrnl правильно

построенч и согласованч нех(ду собой, то их построение своАится к построе-

ниý Функционалов погречrностей кубатурнuх Форнул для углов с 0 -r.rерной эер-

шиной (т.е. 0-иернчн остриен) .

Теrlеснчй угол, число (п-|) ,херrчх граней которого равно П , буден

назчвать простейщин.
Приrrерани нноrогранников, эсе угru которчх простейllие,.ног)/т слуlllить

нногогранник на плоскости, куб и синплекс в пространстве lшбой разнерности.
П. В этоlr пункте расснотрин способ построения кубатурнчх Фор..rул с ре-

гулярl.ъ.н пограничнь.r.i слоеri мя рациональнчх нноrогранников, все телеснuе

Ь:ý (|)'ý l
Ш l-t

(а).
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углы которых простейшие.

Пусть {2 - проrr"йщий телесннй угол с веиrrr.rной в начале координат,
аП

заданнuй в к при помоtlи систеrlы Вtr -- 0 r гд€ [ - неособенная .liaт-

рицараэ}rера пхп | Г(А)-|дl Z l€Rпl - решеткаузлов
с h=| Так как, по предположенио, yron Q рационален относительно ре-
rшeTK" f (/) , то ножно линейныr.r преобразова""е, У-С2 перевести его в

пряlrоЙ коо9динатнчЙ угол lrr0:;;r, |п>- 0 так, что блихаЙшие к на-

чалу координат точки рещетки l lll l , лех(ацие на одно,.tернuх гранях угла

а , перейдут в единичные коордиtЁтнь.е векторы. llайдеи }lатрицу t , ,"-
пользуя "атр"цы Д , А Если ,ou*" ДУ'i' лех(ит на ,-й однонерной

грани угла f,) , 1о, оче8идно,

0

Вдl (&)

- К;

0

а

0тсода Х"'- B4I'o Ku , ,о. (ВАГ! - l-" столбец ,.lатриць. UЮ-'
Точка речlетки ДХtа будет ближайчlей к.веплине угла, если N, - лuнпхаль-
ное по нодупо число, при Ko'opo..r (ВД)r.' К, - целочисленнчй вектор. Так

как, по условиDl САУа' : g, , то b-'KuB r гд€

(к,...0\
ft- l . l

\а . 
'.'. 

nol
При линейном преобразовании координат кубатурная Форнула с регулярнurr

пограничнu..l слоем порядка /ZIl переходит в кубатурнуlо Форнулу с регулярны,.t
пограничны^l слоем того,(е порядка (с". [r]). l{еслохной выкладкой rioжHo по-
лучить зависиr.rость коэФФициентоэ кубатурной форr.rулы мя уrла t) , задан-
ного услови^лп Вtr--? , n yrn" {2, , полученноrо в результате преобра-

зования координат.

Пусть

[Ь)- Eold - лЪс,d(с-lх),

l,ql - Е z
СДуеQ,

(у)
a

7

а,
с,l(у-СДу).



так как 
"- t'' у , ,о t(o- l [С''у) -

-ь_ц, у, -2
Ще9

-,
СЩе9

- ЕQ,Чl ldдtCl o,t Q-СДу\.

с,(С-'у - Ц) -

0тсода сj-tdutС|,ч.
3анетин, что все ко}.понентu натрицu f,/ - о"чrо"альнче числа, поэто-

ну точки решетки Ц преобразуотся в точки с рациональнu}rи координатани.

В полуоткрчтчй куб 0<Цt < | , i-l, ,,,l lL , попадет несцолько та-

ких точек. Решетку 
" ,"/рiч"л n"orooo" 67 ножно теперь представить в виде

периодической систенч с единичной натрицей, т.е. в виде объединения несколь-

хих кубических рещеток с ,аa* /
Таким образоi., задоча построения кубатурной Фор}rупý для уrла, рацио-

нальноrо относительно решёtки, сведена к построенир кубатурной Форйулu мя
координатного угла по pelшeтKe, составленной иэ нескольких кубических реще-

ток. Решение последней задачи содернится в EZ] . В работе E,3f вччисленч ко-

эФ(Ициенть. кубатурнчх Форнул для куба по рещетке интегрирования, являшцеЙся

центрированной кубической решеткой. Такая peltreтKa разбивается на две куби-

ческих подреurетки, сдвинуть.х друг относительно друга на l/2 no всен осlн.
}lзвестно, что центриров8ннче кубические решетки прп 17=tr!,ý являDтся наи-

лучlдини мi интегрирования по Форнулан Соболева. Найденнче кубатурнче rDoD-

..lуrъ. реaлизованu в програ..rr.,lе для ЭOlt (сн. [4) .

Приведеи еlце принерч поств)ения к16атурнчх Фор}rул для рациональнчх

нногогранникоэ.

l . Кубатурная Фориула для куба в Z -r.lepцo1.1 пространстве с кубической

решеткой интегрирования.

Не приводя 9десь достаточно гроноздких вчкладок, сlDорнулируе..i резуль-
тат: вччисление многоr,rерного интеграrTа по кубу нохет быть сведено к z-Kpaт-
Ho}ry повтrноltу интегрированио по Kвaдpaтy;lHoti форнуле

а

\1соdо*LЬо{шt+... + cnf tа+l,d+
о
+ f @+h(п+п) + ... + | 6-rй+ |)) +

+ 0пl (l-l,п) + . .. + co/tll),
где коэФФициентч Ск удоэлетворяDт систене уравнений:
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lfl

кс0
с*к9- *rч,(m+l)-g,

9 - 0,1,. , ,, п-/, (2)

зя"с' .В*(Д) - полrdо..rы Бернулли степени r(

2. Кубатурная Форнула для правилш|ого треугольника на плоскости.

llаилушlей решеткой мя интегрирования на плоскости является рещетка,

разбиваrощая плоскость на правильнuе треугольники. Ее матрица периодов р{rвна

д (
l
0

t/z

Б/2
Если область интегрирования Q - по""пльнчй треуrольник, ссе ве9Orиli ко-

торого лежат в точках решетки с натрицей naoroao" iД ,то, по определениD,rю-

бой угол треугольника будет рациональнчлr относительно решетки. 0дин из 1lг-

лов задается неравенства.,rи

I nrr0,6",- 0rrоl-
0писанным выtше способо..| этот уrол иовlно развернуть в пряноrl. при этох ре-
чrетка интегрирования преобразуется в квадратнуо и вUчисление коэФ(Ици-

ентов кубатурной Фошrуrъ. делается так, как в принере / llетрудrо сосчитать,

что ,.lатрица преобраэования координат С инеет вид

l0 2,/Б\
С: t '._), ldфtl-е/Е.

\/ -lilh /

КоэФФичиентu 4, " ,о"*"* /1 no" 1-tt|,, |r) равнu

с,-,lТlz с;: {Ti2 Cl,. Clr,

где коэФФициентu С, " Сl удовлетворяот систене (2) .l, 12
3. l(убатурнr. bp"yn, для си.lплек "" |О;) 0 , i-lr.,.,lL i О, *, , ,+ Ca<Nr.

llетрудно убедиться в T(r..l, что все телес|+.е угш с 4-r"рr-л,, эерrrи-

на1,1и у сиl.iплекса являотся простейшини. Буден строить кубатурrне Фор.rуrч дm
телеснчх углов синплекса по кубическоri реiцетке, относительно KoTopori эсе

телеснче угш ра,lиональнu. 0шн иэ углов - координатнчй угол, способ Haxolx-

дения коэоФициентов мя которого укаэан вчше. Рассноr9rл yron t2 , зада-

ваенчй неравенствал, |Ci>0, i=lr,,.rП-| i Оt*.,,*Спal }

9

a



3десь

ла

0....00
00

дв-в.
l0

I

0

I

l
0

0

l

,

в
l..,,. 0

ll
Натрица В униllодулярна, так как она целочисленна и ее олределитель ра-

вен / . Наrрrц" В'' такхе унинодулярна. Поэтому Ki=/ , i-/r..,lL,
" С -.В Преобразование коордuнат У - .LЗО переведет yron t2 в

пряной. Вследствие того, что б унинодулярна, кубическая решетка перей-

дет снова в кубическуо. 3начит, коэФФициенты кубатурной Форнулы для угла

а въ.числяотся по способу, указанноl..у в пр".ере / .

. lil. Пусть "*огограr","* f содер)хит произвольнuе телесные углы. Для

того чтобu вччислить коэФФициентн кубатурной Форнуrъ. для какого-либо те-

лесного угла ,.ногогранника Л , предварительно этот угол Hyп(Ho разбить

на простейшие, эате...r построить кубатурнче Форнуль. для составляоlцих прос-

тейлих углов по способу, укаэацноr.iу Bыtlle. Так как при разбиении телесного

угла на простейшие появляотся новые грани, то вuгодно строить кубатурнне

Фор..rулu для составляOlцих простейших углов с такин расчето}r, чтобы при их

слохении не возникали пограничные слои из коэФФициентов около новых гра-

ней. В f t ]выскаэано предполо}.(ение, что такое построение ,.rox(Ho осущест-

вить, используя как внутренние, так и внешние пограничнUе слои из коэФФи-

циентов, которuе при сложении должнь. коr{пенсировать друг друга. В настоя-

цеr,r пункте эта идея реализована для телесных углов, представи..ruх в виде

cy,.rrlы двух простейших, Для 3 -}rерного пространства этого случая достаточ-
но, чтобы охватить лобой рациональннй }tногогранник,

Пусть телесньлй угол !2 с веплиной в начале координат представлен в

виде cy}tнu двух простейuих углов !), n Q" такиrq образоr.i, что при раз-

бпе^rп.t) возникла только одна новая грань. Лсно, что эта грань ..1о).(ет

быть только (л-l) -"ер"ой. Пусть Q,-|Э' BO=0l ,

{22-|о z Dс ,. оl По предполоненио' d,r:-Ll,r, , , ,,4о=

-- ?чб п , где ?v>0 Число L "аходrrтс" 
следуOlци,.t образоr.r. Так

)i(e, как и в пункте П, переведел vrn" Q, " Q, в пряritые координатнь.е

угN чt)O r.,.,, |о >0 и Zr?0 ,,.,rZo>-0 при по-

*o,rr, frреоОраэоЕаний у - Сrа " E-Cta соответственно, Угол Q, ,

напринер, HolIHo !адать и п9и по..{оltlи неравенств ДВ' >О , ,о"'Д -

С, для уг-

i-

,

диагональная r.(атрица с полоlt(ительны].tи элел,tентаttи, а матрица l

|с

r)| и решетка Г (Д ) стDоятся единственннм образои. Поэтоиу в об-



щем случае Ba-BCi'y - А,!, ?o-,1Q''z - lrz , ,о. l, " tlr-
диагональньaе натрицч с поrюt(ительнчми элеraентани. Предполоrин (это не на-

рлл€rет обrцности ), что ! " .D вьбранч таким образо.,, "rо /, " Д"-
единичнче натрицu, т.е. В-С, ." D - С, . По построениD, преобразованиl

У - ЦП " Z-C,O перевомт некоторuе Фиксированнuе векторь., ле-

'(ацие 
на одно.{ернчх граня{ yrnoa Ц " Q2 , в единичнче коормнатнче

векторч. Но уrлч t?, " Qz инеот обrцrc (п-i -леонур грань, значит, эсе
одно}iернче грани, за искr.чение}r двух, у них тох(е обtцие, т.е. натриц" Ц''
, L2 с точностьо до порядка нумерации стоrбцов иr4еDт вид

RЕ,, ' ' 'F,о

с;'Frо
-l

С,' - Р, do , -

l,

q.

С,о

Сrо

0м

Еr,

ч12

;,оа2

2

РоFо, "' (оо
9о

0бозначин uеоеэ fl " ri алгебраические дополнения к элеr4ентlп f;ge "*r".,.,"J""o. ,i*a" Pi / t2,u 1 - l,r , i; / lC;'|Jirl ,
Так как П- % , dri:- Lбп, , то

fu з - lc/l / l c;l|- - l?,tl /lD,t |,
Тем caHurr установлено следупцее свойство: для rrобой t)иксированной

,о"*" /о) е RO иrirеет йесто равенство

у? - (ш-'l / lо'l |) 
"'! ,

где

у'о' - С, а'о'- Вr'о' , ZP'- CrI@l- D 
''ol,

Переходин к построениý Функциона * lp {Ol , хоторчй буден искать в

.'д" lp @) - 14 В а) + lё, (-0 с) . В качестве узлов в

{о ial "о"r""" уз,u ре'етк; r(il: {Ц z 7 еRО l
Функционалч погрещностей для углов Еr-| !r> 0, ,, . , !о> 0)

" бr,- |Zr' 0, ..., Zo>- 0! с уэлами соответGтвенно . точках

ВДl _ "!Ц построиri такин х(е способон, что и в Е2], только для
yrn" f?, вблrз" гиперплоскос тч Zt- 0 возьнен внqшний пограничнчй

u

,.

tl



слой из коэФФ}rциентов и узлов.3десь нч воспользуенсh лiетоАикол работч [2]
и вчп}iшеН лишlь толькО те систенЫ уравнений, иэ которчх находятся коэФФициен-
тч пограничного слоя, располоtrенного вблизи плоскости z,-0 или, что то
не, пrюGкостИ !r- 0 . Эти систенч соответСт".""О Оп^'Й n а" и}rерт вид]

3"*,(*|+
р"'|йц s r|')- -

t)

,

tlrчу п|i'

>l>
z.0 LlгO

(zl+

ot+ l

n-Orl,.,,rП,

B*r, tl + 2Р'

0,

tl;tf -п|

3,Ь1, у"' W) t p,r 2|"' )* -

(3)

(ц)

'О' 
(q, - 0rl,, . . t l,-l)

БоI

i-l,,,.,Ol
aФ

|"' (|-0,1,...,
при преобра3овании Z-2о в куб

Kr-1z l 0 >

*'|' , *

гАе

цrие при преобразоаании |-

*';'

- 0,
<+/

4 - 0rl, пL

- все точки решrетки Г (il , попав-

. *ув Kt-Ly r 0 -!i. | ,

ilr-l, точки реlлет"" Г(il , попацDие

/, i-2,,,,rO)

|l * ý'"' ,

Zrr-/, 0 - Zi.
:' - натуральнче числа;

- тошина пограничного сrюя дm подрешетки

х еРОlъ
rъ ';' определяется анал(,гичн " 'Ъ'i' i

В n tt) - полиноl.. Бернулли степени d
llаша дальнейшая цель - покаэать, что за счет вьбора подхомlцего реше-

ния,систенч (4) нохно добиться того, чтобч коэФФициентч Функционала

[о tОl- lg,Вd + tu 0с) " узлах, расположеннчх вблизи грани

QП(6"С,* ,,.* lrol;- 0) , равнялись l. Ilля этого вчяснин, какова

структура r*"1 {Ф, t-Orlr,,,, N|-| . 0бозначин,_череэ ilr"t r""no

"."' ,*.* lO'e'K, r дrrя которчх вь.полняется равенствоУ,Ф-liА1| - 0 ,

|2
l

,



а чере3 f, - "r"no различных rиперплоскостей вида бДа), - Z:*' ,

на каIяой из которых леt(ит хотя бu одна ,о""а j,|Y eN, В силу того что

совокупност r |В Ц t | е R' l образует решетку, чrсла 2@ "rеот
вид:

t|o)- 0 , f,ц,", , Z,
q,l) (| - t)1,o,

(r)z

Bn*, (п + +/)

l Р€В-

Так как

-0, (5)

- 0, (6)

i,1o-| , ,о fuo- lf Ц l(аждое число f{n' in"o""" координата

,o**n {'"') no" K=Orl,,,.. rlr-t совпадает с каким-либо числоr,r

Zr' при К-0, l, ...rT,-l , т.е. точки {('),_о".б""аптся "а |
групп, приче}t в каждой группе содерх(атся те точки g{Zl , у которuх совпа-

даот первuе координатu. дналогичнuе рассухцения принени..tu и для узлов

Х"' (l,= 0,1, . . . , /,lr-t) , ,д" 1,1r- il!' , r, причем Nr"'-
так как числа ,Vr"' " N:n определяDтся одной и той же плоскостьD

\= tr-l n оАнини и теми х(е оАноriернчни вектора..tи, принадлехащини ей,

3амеiиrr еце, что рещетка Г (В-')- l|''l : | е РП l является

подречlеткой р.r"r*" Г /rД) . Отсода lB'' l - N, l Дl . Точно так же

lD"| -- NelA|.

Предыдуrцие рассуждения поэволяот привести системы (3) " (Ц) к виду

:
Г r'J'

lz
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Тr- l

L-0

(t' Ф

p''|ilrt,-if - т,

rr-tf-п!'

zl>
t-o |рг0

{,"'|p)h,- т)
Bn*, U - tl

4+l

61-0rlr,,,rп,

ý(+/

4- 0r|,,,.,п
lз

a
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Подберем u".n" rп|' (K-1,2; d-0,|r,,.,/r/r-t) такини, чтобu:

l) систеr.rч ( 5) и (6) бuли разреч!ийu; 2) точки внечrнего пограничного слоя

,r* F" вблизи Z, - 0 при соответствушlем линейноr.r преобразовании ко-

ординат вэаинно-однозначно переходили в точки внутреннего пограничного слоя

,rn" Щ, вблизи !r- 0 Далее преобразуен каltrдое уравнение систенч ( 5),
используя следуDцие Форнулu для полиноl.tов Бернулли В] ,

t-/,2,.. , iK-0,1r,,,;

Учитчвая, что

инеен

т

E.,r+ilj-0 , ч

al'пt

ý+/ ,

Ф

t-l
BK0-1'-'P,+ (i)

р,,,[/;l U,-ti- Gi

tр''г.il-,)(,,-+

ý Jr*, ( {+ т + t) 8"*| (f )
- ý+/

ý,Т- 0,/,.,, i {е(-*, "о);

В* 0 ) - В* {t) , Вr*_, (|- {) - -Вrл, (ý) 
,

к-|,2,,.., €e(o,1).

I
Tpll,]B-'t l l л,' t)p,=-t р, _ _

и

T,-t .Yl
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ъ-о |r-0
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\-эiя[j''\ ,, t ъ=о |JTT
(,,"'.y;- r)b, i fl

/ .3-+t (0)

: r, сс+ /

-gг
t Q)

'l,-0

-пLz (

> ( /-p"'vltn,-1) -
Р,= 0

-Bn, J - )
d+/

(z)

,-ПZ,

отсода следует, что если коэФФициент, Р""Гl), Z-/r.,.,Г, , f ,-0,r,,,.,*'|',
являотся решениеr{ систе."tы (5} , то коэФФициенты

ближе чеr.r на

Q, - rn'[# ,r,] ) , N= 0,1, " , ,T, pl: 0, - l, "
являотся рещение^i систеr.rы (6) пр" подходящих П| " 'Пf' А это значит,

что при TaKor,r выборе решения систе..tы ( 6) коэффициенты Функционала

{ot ):t6,

Qп (l,, с, +

(,0d+tH 0d " точках, располо)i(енных вблизи грани
эс,

, , .+ 8* Io: 0 ) " удаленных от остальных граней не

L , равны l t/ - толlцина пограничногослояФункционала

lp @D
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