
удк 517.9цб

слАБоэллиптичЕсl(иЕ систЕнu диФФЕрЕllцllдлыtuх урАвllЕний

и ]lx cBollcTBA

Р.С. Сакс (llовосибирск)

Рассr,rатривается класс неэллиптических систе},i диФФеренциальнuх уравне-

ний, которые t"tы назUваеr.r слабоэллиптически,.lи, так как они обладаот свойст-

ваr,iи эллиптических систел.t таки}tи, как гипоэллиптичность систен с бесконеч-

но диФФеренцируеr.rы,.rи коэФФициента.tи, аналитическая гипоэллиптичность систеr.t

с аналитическиritи коэФФициента..,lи и иr4еот в огDаниченнuх обмстях с гладкой

границей нетеровы краевuе задачи.

Слабоэллиптические систеr.tч диФФеренциальнuх уравнений содержатся в бо-

лее обцем классе слабоэллиптических систен псевдодиФФеренциальных уравнений

(.".Il], где иr.rеется наиболее простое определе",rе) Поэтому слабуо эллип-

тичность конкретной систеr.ry Mo,i(Ho проверять, проводя последовательнче С -

преобраэования систеr.tы. При этом }rы приходин в общен случае к эллиптической

систе}.iе псевдодифФеренциальных уравнений. 0днако для систен диФФеренциаль-

ных уравнений мохно приirенять другое диФФеренциальное Р -преобоазование

и прийти к диФФеренциальной эллиптической системе. Это вахно при изучении

краевых задач.

Работа состоит из lr-x параграФов. в ý | ,.rы приводилr осноэные опреде-

ления слабой эллиптичности диФФеренциального оператора и доказнвае},t их эк-
вивалентность (теоре"а l ) . Опреаеление приводиr.tости оператора к локально

эллиптическоr.rу задает основной алгоритr.,l для проверки принадлеllности систе-
t"iы к расс}rатривае,.rо}.rу классу.

в ý 2 устанавливается тесная связь ..rежду класса,.rи систе}r эллиптических

по !уrлису-Ниренбергу и слабоэллиптических. Показывается, что, расl|rиряя

класс систеr.t,эллиптических по Дуглису-Ниренберrуrслабоэллиптическини систе-
l.tаr.iи, ,.{ы получаеr,r класс обобщеllно эллиптических систе.{, которчй обладает

инвариантностьD относительно линейных невчрох(денных преобразований строк и

столбцов оператора (теоое"а 3 ) , " также алгебраической структурой, являясь

полугDуппой относительно коr.rпозиции операторов (теоре"а Ц) Поэтоlrу обоб-
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ценная эллиптичность систеr,tы, в отличие от эллиптичности по Дуглису-Нирен-

бергу, не зависит от того вида, в Koтopo}r записана систеr.rа, а также от вu-

бора порядков для строк и столбцов оператора систеitы (теорена 2 )

Операторч ,Д 
" 

по"rо"rнul.и коэФФициентал,lи из этого класса характеризу-

Dтся Te,.t, что их определители (т.е. скалярные операторь. dеtД) эллиптичнч.

В ý 3 доказывается гипоэллиптичность слабоэллиптического оператора с

бесконечно диФФеренцируе,.iы..rи коэФФициентаии и аналитическая гипоэллиптич-

ность слабоэллиптического оператора с аналитически,.,tи в расс..iатривае}rой об-

ласти коэФФициентаr,tи.

В ý Ц излагается нацl подход к изучениD краевых задач для слабоэллипти-

ческих систен и Фор}iулируотся оснобные теорены б ч 7,

ý l. 0пределения слабой эллиптичности

дrlФФеренциального оператора

0бозначения , G - занкнутая ограниченная область "" R| , П>2 ,

с границей Л класса с* Без ограничения обtцности будем считать,лчто

С является 3амыканиеr.l относительно коr,iпактной открытой подобласти (г

""оrообр"a,п" f без границч, в Koтopor.t 0О обладает гра"пцей Л Да-

лее,Гt rc) - е х (f П. 
0) ,3G)-С. ýО' | [l - угловая окрестность

то.хи (дrf) "" Г'(0) , наприr4ер, а =V'К , гА€ [ - о*р".,'.о.,"

точки I, К _- коническая окрестносr, ве*rора Гf 0 . Наконец, аrUЦ
означает , uro Цrg Цz,

Пусть Nu_ it- Дli/' , ,о. Д - .*ап"р"uй оператор Лапласа "" Л
Целочисленноl.iу вектору S-(Sr, ..,, Sl
нчй псевдодиФФеренциальнuй оператор

постави}i в соответствие ltатрич-

, у которого по диагонали стоят

/ соответственно, а остальные

)
h

операторь. fu'l.. ., ?r.'с порядков ý1 ,.. . , S

эленентч равны Hyrro. Назове" ofs диагональныr,i опеDаторо..r

Пу.r, l<L " l-|arj| ."r:j/,t) , }rатричный диФФеренциаль-

;:;jf;;:"":":::: :::::,.1l.,:;::":::":::' n, 
nu-o' о о,

Пусть j, и t - о." целочисленных вектора с ко}tпонентаr, {1 nt;,
i-l,,,,rl, i -t,,,,, | Следуя Н, c*ati(er,i, *rо onop"rop /'| """!,

векторнuй порядок (S; l) , если nir.Sl* tj Числа S1 " tj , "поряд-

ки" строк и столбцов оператора d - определяотся неоднозначно. Их ,.roжHo

нор..rировать условиеr,r S; * 0 | mа' ýj - 0

э2
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заданы, то точные порядки sd строк ,.rатрицu / определяотся однозначно.

liапример, ti- ч"пу , Si- 
hЩ Ч- ti).

3адав порядок оператор а А - , r,to).(Ho вчделить его главнуlо u""r" A'o"t'

( n его си,.iвол 6r,l (А) = А' 
'" 
,(о,У)) , отбросив в опеоатооах 47 чле-

ны, порядки которuх MeHbule S1*0r.

0тметин, что если Q , iруrоl, (M r L) - матричный диФФеренциальный

оператор порядка (9r-S) , то операrор QД и,.tеет, в частности, порядок

9,h и его сиriiвоп бg,ё |аД)- бу.-sG) , О r,t (Д ) . Напомним, что

оператор / пор"д*"'ts,l) ,""r"6"r." эллиптическп" в област, 6 , если

rапgоs,t(А) - t (наксималенl" Г'(G). Пусть /- *вадраrr"й

1| r[l - АиФФеренциальный оператор поDядка (ý; l) , неэллиптический в об-

*"r" f,
1. Оператор ,{ noo"o*" (J,/) """"""ется слабоэллиптическиr.r в области

0 ( в классе псевдодиФФеренциальных операторов П] ) , если для лrобой

точки (f, f ) "э Г' (Q ) суцествует угловая окрестность ЦСГ ' ( G) и векто-

оч lrr r,,,, L4 такие , что

Jr, АО, ) rr * г,(l,,AiI,А (1)

/ допуa*"ет локально диФФеренциальное

где Jr, - диагональные операторы, А; - матричные псевдодиФФеренциаль-

,.," оп"Ъrоры нулевого порядка, эллиптичес *n" " t/ 1, .е. d1l Oo(Ai) + 0
в а, k-|r,,,rп) , а Г- onepaTop порядка - оо . ?l

Щелое число fr-lSl+ tll+lzrl+. ..+ ll,п l , где, c*a).(e,.t, lsl-
- ýr*... + Sa , назь.вается степеньD слабоэллиптического оператора. 0но не

зависит 9т выбора представлен"" (lJ и определяется однозначно на каlкдой

связной коr.rпоненте многообразил Г G)
Так же, *а* " П] , приведе.{ два других определения слабой эллиптичнос-

'n on"p"rop" Д , удобные при проверке принадле)кrоarr, ,{ к классу слабо_
эллиптических операторов .

2. }lч cKalKe1.l, что оператор

Р - ппеобоазование в окрестности точки (Oorlo) 
"" Г'(G) , если сущест-

вует угловап окрестносr"[/,СГ'G) ,ou*n (rо',|r) и кваяоатный rtатрич-

нчй диФФеренциальнчй *.р"rор 4 . ,пaд*п", " f коэФФициентаr.rи поряд-

Ц 1,... d.otog-s(Q) (t,() + 0
аля (д,g )еU) l

б) порядок on"o"roo" 4r{ . 0 паве" (q ,t) + Q,t ) , приче}t

коr4понентu вектора 
|,- S, 

"еотрицательны " |g-Srl> 0
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oбозначиtt ..|"о"a 4' часть r.iатрицы 4r.o"r""n"Hнylo из тех ее строк d

для которых конпоненты Sп a li Тогда условие б) означает, что сиl,tволи-

ческая ,.lатрица 0l tцб1 i""o"roo" Q' поо^яка (gi11 аннулирует сиl.,tвол

оператора Л ,

Qi t ,o Д!'t' (r,ý) - 0, (r,ý) е г'l G ) . 12,

llеобходимое условие суцествованип локального 4-преобразования оператора

'{ .о.rо"' в том, что существует окрестность l/0 ,ou*" 1carfr) , гд€

, rs,Jl*r t; (r,с) . Lo. f,, (д,ý) , Uo . (З)

Если ранг }.rатрицы lo{C,gl постоянный . ао , ,о ,"rrnu, Qf,
удовлетворяоlцуD условио (2), а следовательно, и on"p"rop 4, удовлетво-

ряощий условиян а) и б) , всегда Ho)i(Ho построить. Действительно, пусть

|V| - "е"улевой 
минор }rатрицы До ранга Z " Цо . Тоrда, решая }rатричное

уравнение УА^ : 0 и задавая свободнуо часть неизвестной (Ct-Zl't) ,

"аrрпц, У '" 
"no" 

M,I t_,, нU получиr.t полиноl.iиалl-rое по ý рещение,

которое эатен нор},tируеrr, искпочая в ка)i(дой строке УИt) обцие полиноr.rи-

альнuе по r делители, отличнче от нуля a Uе \при этоr.r'ioxeт оказаться,

что какея-либо строка в У не 3ависит 
", ý )

0тметим, что если YАо{лl) - 0 в Ц -V ^'4 аЦо , то в силу

аналитичносrп Уr{о (г, r) по пере^iен"о:, r_" при Фиксированноlq .2 равен-

ство нулD сохранится для всех (r,ý l е V Х R",
Если УА0+ 0 - вне этого ,.lножества, *о у""о*,п"Y_ .слева 

на срезь.-

ваоцуlо буr*.,"J f@le|- (0) , равнуD единице . V СVо и нуло вне

vo

Тем саrаь.н лru построия ""rо"цу Q'o , удовлетворяощуD условиrо ( 2 )

Дострои1,1 ее до невыропАенной s Ц ""rрпцп 4, , полагая, напри!tер,

Qi-ФrvtolI ,\ , гд€ r, - 
"апrпЧная 

натрица порядка l , если ненуле-

вой минор |У ""rрпц" /4 n пр"(4{) 6|l, расположен в ее лево}1 Bepxнe.ii углу.
Пусть (|.t -g)- поояао*-оп"р"rоD" 4, . Тогда 4 - проп""ольнчй опера-

тор порядка (уr-S) с главной частьlо 00 . Легко убедиться, что получен-

ная ..iатрица удовлетворяет условияr.r а) и б)

Нетрудно видеть, что оператор ао и.iiеет аналитические ( либо постоян-

нче ) коэФФициенты, если коэФФициенты оператора ,4 
"""rr"r,.чны 

(либо посто-

янны ) .

l(aK покаэыварт прииеры (см. (t) ý 2 , а ,а*rе f3] ) , чсловие (3) в

случае переменного ра"га ,.rатрпцы iо в лобой окрестности 
'ou*,n(Crrýo)"e
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гарантирует суцествоI
п, 

вания t"iатри u- а; (Сr€), уАовлетворяюцей условиrо ( 2)

Построение 6/, в этоr.r случае ,{ожно начинать с открытого под^rно)i(ества ок-

рестности ,o"in (с"(r), .о" !rатрица До [/ r€) и"еет ,.rакси}.iальный постоянный

ранг.

l,ii.rceT место следуl)tцая

Лемrqа l . ДиФФеренциальный оператор допускает локальное диФФерен

и только тогда, когда он допускает ло-

А

циальное Р -преобоазование тогда

кальное псевдодиФФеренциальное преобразование С
Напомниr.t, что преобразов"rrе f, и.iеет вид (с". [l] ) C-Ir' С" ,

(5)

и оператор

допускает t -преобразование в окрестнос-

где rg - лиагональный оператор, соответствуоций вектору е с ко}rпонента-

llи 0 или l, lel> 0, f,O - п.."додиФФеренциальный оператор нулевого поряд-

ка, эллиптический в окрестности Uо ,ou*"(Cor{o}n пр,."е"яется оно к опе-

ратору Д" : r_, А I -t нулевого порядка, эллиптическоl..iу одновр"""""о . /
.Qействитель"о, nr.r, / oon".*"eт диФФеренциальное 4 -преобразова-

ние в окрестности !о точк, (ag,{o)r, T'(G) . Тогда 0-/90О /_, , ,о.
4О- пa."оооиФФеренциальный оператор нулевого поряд.а, эллиптический в

окрестностИ u cuo ,o"*n (Соr{) . и" равенства 0д - А, , ,о. l, - on.-

ратор поряд*" (srrl) , применяя диагональные операторы f,-r, Слева n /_,
справа, получае}r

Дi :tr_r,aA[_t -Iх_r,OОАО+Г, (4)

где нулевыr,r индексоl"t обозначены операторы нулевого порядка , 7 - опера-
тор порядка -оО в U l(омпоненты вектора N-S, неотоицательны, поэтону
он представим в виде су..rмы векторов 0, с коrtпонентами О или l: /- Sr -
= 0| {,., 1У 0rп о llL)- /, а 

"n"o'o""r"nrro,

[r-чOО - С*, "
/ ооп".*"етпреобраэования с, : й,0: Сr- f,er,,..,q - /rr,

0братно, nr.r, on"r"roo 
'{

С,*Г,

ти

где

ао . ,о"*, (ter€o) . Тоrда "з

'{, 
- on.o"rop поряд*а (0r/)

равенства САО: А| n,..^ С/_rД = А,

и не-

гладкое нетривиальное речlение, ибо

Следовательно, так как |0|> 0
которые строки on"p"rop" Г иr,rеют первый порядок, то

F,t)
61,,-r, (CL,) , Д (t,€) - 0, (с,) е Цо .0

Так что систеr.tа УДо : g имеет в uo
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в силу эллиптичнос ," СО ранг. Ёrаiаиц 
", 

O{l,_11 ( 7, С"7_ ,) . l/o равен

lel > 0 Но это реl.Jение ,.io)i{eт не быть ,,олиноr.lоr"t по € 0днако в этоr,r

случае такиti х(е nyтer,r, как при доказательстве теоремы l прилохения А в кни-

ге [Ц] , ,,to)fiHo найти нетривиальное . J еЦо решение YР,ý), ка}*дая ко},tпо-

lнo,.r с постоянныa.iи коэФФициента}.rи

Сrl)", следовательно, является

Далее, аналогично предыдуlцеlrу, строится диФФеренциальнuй операrор а
Лемма докаэана.

Дальнейшие определения аналогичны определения" 3-5 из [l]
3. Оператор ,Д ,азa,""еrся приводиr.rыl,i к локально эллиптическоt"iу опе-

ko,{o) € г'(G)

нента fu которого преАставляет собой поли

относительн о 
"'n.r."rZ"- 

а|, иатрицы A;"'I

"rого*ле"о" от (

ратору в окрестности точки , если суцеств)rот окрестность

0 -преобразований оператора

Др порядка tS,tl

l* n Q^ Целое

t/c r' (G)
А, A,-Q,A,
элл"птrчен в [|

Пусть

и цепочка последовательных

,Дr- аrДр-t , такие, что оператор

(s., l) 
р 

n (9rr-S*_)- поряд*" операторов

ч"сло 4)-|$ l+ tl l -*Я (t7"-S- t ) . l,/ является инварианто,,r опе-

ратора, приводиr.rого к локально эллиптическоirу. 0но не эависит от вuбора це-

почки операrороa 0о= Qo,,, Q, , приводяцей / * no*"nb'o эллиптичес-

Ko},ry операт"о" ArJ Оо'tr

Ц. Оператор Д доп".*"ет глобальное диФФеренциальное преобразование

а . G , если суцествует @rtl - r.rатричный диФФеренциальный опера-

,оо б порядка (T,-S) , не обязательно квадратный (^, h с гладкийи в

G коэФФициент""п, ,оо"п"творяоций условияr.r а) и б) " Г'(ф ,т.€.

а)оператор d-ýr-_rl -эллиптиченв G ,

б) порядо* on.o"roi"' 0 А оаве" (ý, t),* ti,tl , приче|t компо-

ненты вектоо" i-ý, ""оrр,пч"тельны q
Составиl.t ..rатрицу d' ," тех строк, для которых Kor.tno'e'Tn ýrr a й

При П>0 дополнительно предполох(иll , что

в) r,tаксимуrч ранга o.yl,_s, (d)Oonrr" 
"yn^ 

. Г'(С)

5. 0ператор / ""a.,"""тся глобально приводиl"tыFr к диФФеренциальнолrу

эллиптическо", a б оператору, есл, о" допускает цепочку глобальных а -

преобразоваrrаr Тr= QАr,..rТr- dоТр_, * до эллиптич".*о.о " 4
(вообче говоря, пря..tоугольного')опера,rора Ар порядка $prl) \т.е. ран-

ГИ 
',tаТРИЦ,Ок**r(Д )r,.,16вопl)(Аr-),:'^J,tаксиl"tальны, а ранг ,"iатрицы

О6,,ь |Др) максим,iлен в / |G))
' И"еет r.{ecтo следуDцее утвер)i(дение, аналогичное Teopeire l "з [Z]
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А

Teoper.ra l . Для квадратного r.rатричного диФФеренциального оператора

пор"д*а (9, f)
l) оператор А

Ao:8o...Q,A порядка 1So,t )
п

и задана то.*а (Q, Q ) е Г' (G ) Тогда он.имеет р t/oc Г'(С) предсrавпе-

ние (l) , и в силу леr.rr.iы 2 "з [r] оператор А-=L"Д I_1 является приводи-

l"tым к локально эллиптическо.,rу , (/'a[/oon.o"r!o, [;: 0оДО нулевого

порядка с по,,rоцьо цепочки 9r-Q 4 локальных ' 4-iр"оОразований.
Причем степень слабой эллиптичносrп on"purop" /4 равна /-|5t+tt0-0i,
где 

Р
u)i - 2 v*l ,О

есть степень слабоэллиптического .. |,l' операrорб Дп .

В силу леммы l , on"p"rop / допускает диФФеренциальное 4 -преобра.

зование в окрестносr, Ц,G[/' n оператор Д,-qr{ ""ее, порядок

(\,tr) #tg,,tl Ему соответствует по Формуле (rr) операrор /rО нулево,

го порядка, который эллиптичен одновре}iенно с оператороr{ А, 
"Есл" 

1!О

не является эллиптическ"л в U, , т.е. если lVr-Srl a rrli , то, в силу

леммы Ц ,з [l] , он допускает локально. С -преобразование. Тогда снова,

в силу леr.rr.rы 1 , оператор А, допускает 4 -пр"обр"aование в окрестности
(!2 а (\ и rliы приход,.," * on"o"'оо, Аr- 0rА: порядка (s,tl #t gr,ll. 

^Если оператоо д, не эллиптичен в U2 l то pacc}ro'p", on"p"rop ,{j
нулевого порядка и т.д. После конечного чиспа uагов мы придс..r к оператору

следуоцие утверждения эквивалентны

слабоэллиптичен в области С ( в классе псевдодиФ-

и Taкol"iy, что

j=| rl l
нулевого порядка и}rеет в ап представление

(6)

Ференциальных опе

2) оператор | пр".од"..t в окрестности лобой ,ou*" "э Г '(G) * no*.n"-

но эллип тичес Kor..ly диФФеренциаль Hor.ty опера тору ;

3) оператор / глобально приводиr,r к эллиптическо}rу в области 0
диФФеренциаль Hor..ry опера тору

При этоr.r инварианты / иф совпадаот в каlкдой из связных ко}rпонент

r'(G)
Доказательство. Пусть оператор д слабоэллиптичен в области

пь

Тогда оператор

d

А'
п

[9,-r,0', АО + гА'"- I;r"ai
аналогичное представленr,о (Ц) , А; , и, следовательно, является слабоэл-

липтическиl.t a Ца ао оператоооr.r нулевой степени. Такой оператор является

97

l.лногообразия



эллиптическилвU в силу занечания к лейr.tе 4 в [t] Следовательно, опе-

ратор Ап поряАка (sn,l) - эллиптичен в lrl , а оператоо А- приво-

диr.r к локально эллиптическолrу диФФеренциальноl,tу on"p"ropy /
Обратно, если оператор Д прr"од"; " .;;".;"Z"rn' Цо"О""данной точки

(ао,€о)еГ' (G) к локально эллиптическону диФФеренциальноtiiу оператору

До- Qo.,, 0,/4 пор"д*" (Sorl)rro on"o"r"o li /нулевого порядка

имеет представлэние (6) Для каждого из операторов Q, справедливо раз-

ложение (5) Поэтои, on"o"roo Io является no,n"oo,"""l к эллиптическону в

U, n Uо on"o"roo, /оО нулевого порядка цепочкой f -преобразований.

Тогда, в силу П, n"""" 2]l , оператор / п"""r вЦа,l/rпредставление (l),
и так как (Эо,{о)- произвольная трчка из r'(С) , он является слабоэл-

n,nnrr"""*n" " 6
Доказательство 2) + 3) проводится так хе, как в Teoper.re t "з Пl

Предполагается, что tlногообразиa Г'( С) связно, область С зarir*HJ/ra

(а- G) и оператор Д приводиr.r в окрестносr" Ug любой точки

о€Г'(G) к локально эллиптическону оператору. Окрестност" |,fn образуот

io*orrn" Г'(ф Вuберем из него конечное подпокрытие {/rr.!.,L/, , "rо
. возltох(но ввиду конпа*rrо"r," ý ( 6)

в *"*oi- U, on"o",oo J--'n""., цепочку о!: - а| . ау
диФФеренциальнuх ( -преобразований, no""oo"*ro?"ao * о/пФо"оенциально..rу

эллиптическ *v . Ц1 оператору ,{о|' noo"o*" tS!,, t)
При этоl.r все цепочки ,"е,о, од"fiаковый инварЙант

ф,|, -- 2 ,r!'-rl'' l,

равный di- lSt +ltl - tr , гд€ t - степень слабой эллиптичности операто-

ра А . Пусть /L о ПlЛД |L; l П< '): . Все цепочки, у которuх

Пt .rL , удлини^t,Jдо*"""J fu-foi единичных мат9"ц r, поряд*а с
' Тоrо" цепочка d,r, , , . , dn_ .'n*"nr"n,. 4 -пр"МрJ.ований строится

следуDlilиti образоrq. Оператор Q, a"r" вертикальная блок-натрица, составлен-
ная из ^.ro"u QrV) Z

(Il 
)

d,

llз матриц ( ,rB и нулевых образуеrq следуDщие матриць. noo^o*" l,/t
Ф
2
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0 0...rc
-)Тогда 4r- ""D,"*"п"""

из этих матриц, и т.д.
Легко убедиться, что операторы

6) определения 4 и операто, То -
чен в области С При этоr.r

F t lrl (л/) \
9,-\9,,",,N, l

ir- Q'!',ýI',,",s

ý,: (rf',ý|l...,s

(N'0 , Nt) - блок-l.rатрица, составленная

0 0..,а

0

0

'lM

удовлетворяот условиям а),
порядка (Ta,t ) эллипти-

sY: ,s|", s
cttl

q;" 0 ...0
0 Ie...0

0 ,..0
Ql

Q, ",0

00 .It

0rerc

0

',.,а,х'

0 Ie

ý - (,il

d,
ёо

е,
2l..''

u)
..rý, )

(.tl)

|,
Ul)
|'

(tt

,'s ?
,(2,
I r' ,9

а)
fr...,

)

0
s s

(2)

2r",,
(ll )

.. , s!'! s )
(ll )

J s 2l, |,

и т.д.
Перейдеи, наконец, к доказательству ]) :> Z) Пусть on"o"roo Л до-

пускает цепочку глобальных fl -пр"оОразований до эллиптического операторi

То- dо ,., а, / пор"о*"-(Го,f ) Тогаа, используя аналоги разложений

iЪl , i6),легко показать, что оператоо ДО приводии к эллиптическоr.tу в

с оператору с noмoiilbh] цепочки глобальнвх f,-преобразований. В силу

f;.,,.ор""а l] , о" является приводиr.rыr.r в окрестности лобой то**" (.f,f)

"" Т'(0) к локально эллиптическоl.{у оператору. Применяя леr,rr,rу l, получаен,

uro on"p"rop /4 приводиtrt к локально эллиптическо}rу диФФеренциальноriiу опе-

ратору. Что и требовалось.

3амечания; l. ltы предполагае},r, что коэФФициент., on"o"roo" i зада-
ны такЁ(е вне области 0 , где он вообrце не слабоэллиптичен. Из определе-

ния l легко убедиться, *rо onap"rop /4 сохраняет свойство слабой эллиптич-

ности в некоторой окрестности области G

2. В определении глобального 4 -преобразования no" П ,l .rtu }|есколь-

ко ослабили условие в) соответствуощего опред.пеr"" " fl] Если это сде-

лать для f, -преобразований, то лен..tе J HyrrHo придать более слабуо Фор}.rу

( сн.""*е лсмr,tу ]6) , Форrqулировка теореr{ч l не изr.rенится, но ее доказа-
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тельство услонняется.

3. При доказательстве утверждения 3\-> 2) теоремы l в Г1] }.tы нало-

hlили дополнительное условие г) на цепочку глобальных Д-преобраэований.

Тщательное изучение этого доказательства показало, что его лrонно усилить и

доказать теорему l в qормулировке, анонсированной в работе L2]
В дополнении к этоr.tу параграФу мы приведеrt доказательýтво этой теоре-

,.tы и те..l са},rым обоснуе.{ все предлох(ения, которыl"tи ,.tы пользовались.

Дополнение. 0 псевдодиФФеренциальных операторах

0пределение глобального f,-преобразования в [r] пе, m >С ,.iolltHo .)с-

лабить, заменив условие в) -ранг,.rатричы 6|(С) больше нуля в Г'(Х) -

условие}r во) : макси"у" " Г'(Х) раrга "аrрrцп оr(Г) поло*"теле,. f2]t

06означим такие f, -преобразования через С Тогда справедпив следуо-

чlий аналог лемr,tы 3 " Гl] :

Леl,rr,rа 3а. 0ператор J
преобраэование тогда и только

нулевой порядок, а },iатрица i

выделить квадратный оператор

б0

0" ого порядка, эллиптический в угловойнулев

с о
окрестности точки | назовеr.r его -п реобра зованием

с-
-пре-

цествование такой точки 9 _
Если ранг r.tатрицы О| {С ) равеннуло вточке Р ,rо F иtп,еетв/

(ф - 
""*."l.tальный ранг. Поэтоr.tу в С можно

0братно, пусть оператор

окрестности U| некоторой т,

n" U2 ,rU 
r,l

ý допускает локальное

очки /t иэ Г'
, покрнваlощими l.tногообразие

(х) Дополниlr uI
г'(х)

окрестностя-

выбереr.r разбиение еди-,.

эллиптические в

ницы s1f 9i =' , вписанное в покрытие |ui\ , и зададиl"t произвольно квадратные

операторы
ао
Lj вого порядка аля j=2r,,,rN ("апр"-нуле

в ) Тогда one ра
ло

"eo,L; - ra
!lч. ,оРп

Р,С,

L уrс:

fл
по
U 

r,l

удовлетворяет уСловия}r а) , 6) и Во), что и требовалось.

Формулировка теоремы t из [t] , если использоват" Г -пр"образование
B}iecтo С , не изменяется. При это,.r упроцается доказательство утверждения

l00

нулевого порядка допусNrет глобальное_
тогда. когда он допускает локальное t



2) =+ 3) , и оно переносится на доказательство соответствуDцего утвержде-

ния для диФФеренциальных операторов, что l.{ы и сделали. Докаэательство ут-

верждения 3) + 2) этой теореl"tы несколько усложняется, так как требуется

рассr.rотрение различных случаев.

0тметим, что Формулировки теоре},rы l в f|] и BLZJ отличаlотся Ter.t, что

в E|J r.lы дополнительно предполагаем, что цепочка 1Рл глобальных l-noa-|'
образований удовлетворяет условио г) 0днако доказательство, приведенное

в Elf, 14ожно усилить и вывести утверждение 2) из 3) без этого условия.
llы приведеr,r это рассу)ltдение, тел{ са,.rы,{ полностьо доказав теорейу l, анонси-

ров.],{нуо в EZ] . Итак, докаже}r следуощее

пu
I

ь )-
г+

с,

с| V :.,)l:) r,,,
где операторы i " ?, и...tеют в [/еЦо порядок - .о , "1,-с,'0: иr,tе-

ет^в точке No нулевоЙ порядоК, т.е. а,(R)lg-0 , ,а* каК при построении

с, r.rы выбирае..r Ёtаксимальное число линейно-независи...tых строк в l"iатрице

",(Г,)lq, 
(см.леr,rr.rу 5 в [r] ).' ' 

e.nlri р.* о, (q) постоянен в некоторой окрестности l/'all точкп fu,
,о пор"до* .6, о"""" "rno . U: .

2) Если ранг ttатриц" q (q ) " ,о,r*" 9о otf, нуло, то,согласно лен-

"" 3", " 4 }roЁ(Ho вь.делить квадратныЙ оператор (z, нулевого порядка, Эл-
ппптичсский в Цо Следовател""о, лп" /, 

'.tожно 
написать аналогич"ое (7)

представление с оператооо" di """.rо 0, 
' 

и с r,rатрице о В,о - Сr' ii'

(7)

|0l

Предложение. А' нулевого порядка гло-



B},recтo -В, , причеl

,,ri:,|о, : ; -
JiTaK, в обоих случаях оператср представ

левого порядка в точке 
Ро и с оператораl"tи

нулевого (teit-0) пор^д*,ов в Ц

ro
Л| и.4еет в точке /0 нулевой порядок, так как

иr.l

с|

ну-\

а"-
в виде ( 7) с матрицеа В,

первого (le,lr0) 
"лп

Приrееняя оператор Д " обеиr,r частяt"i равенства (7) , получаеrr

о

I
АЕА

о

i,
|'; :л,)r) +-ц (8)

(9)

Если операт о, АО приводиr.r к эллиптическоr,rу y)i{e на перво!r шаге, т.е.
trOесли л| эллиптичен на Х , ,о on"o"roo ЛrО эллиптичен " l/ratl . Д.а,

ствительно, сравнивая сиr.tволы ofiepaTopoв равенства L8) в Ц и учитывая

Фор'улы си."tвола коr,rпозиции операторов, иr4ееit 6| (В) ОоtД,)- 0

It
6"U:) - п;

бOЩ) + iVra,(B,)v"

0чевидно, r,rатричный диФФеренциальный оператор в (9) обоатиl.t, поэтоtitу

(-l) [ GоШ,)+ iVro, (B)vr'1o,(i,) + ar(Ai)

uo(i,)

Последйяя },rатрица так же, как и ао (А) , иiiеет ,.tакси..tальный ранг в неко-

торой окрестности точки No . llы убедиrqся в этоl.r, показав, что соответст-

вуюlлая ей систеr..rа линейных алгебраических уравнений относительно неиэвест-

ного вектор" У@r() с "члевой правой частьФ имеет только тривиальное ре-

щение в точке No Речlая эту систеl"rу и учитывая, что

чrоо (i,).У- y"(uoti,lx) + ao(A,)vry - uо6,)чrу,
л

vra,(B,).oo(A,)-o " 9о

и что tlaTp,,f u" бо(А,) обратr"а слева легко |rолучаеп У (2о,(о)- О

Следовательно, r.rатрица ОO(Д|) не вырождена в некоторой окрестности

Щ точки 9о , что и требовалось.

0т}rети}.|, что в слччае 7=| на связно},r многообрази" Г'@) не суцест-
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ъ
вует точек 9о , удовлетворяоiltих условиD 2 ) !ействительно, в окрестности

такой точки степень о слабоэллиптического оператора д равна нуло

ак как

ld:-lei1-0), тогда как в окрестности.точки /, , удовлетворяюцей усло-

вио l) , она отрицательна (0r- -lerl a0), что невоз}rожно. Суцествование

точек /, обеспечивается условие}l BJ операrтора q , поэто,lу точ.ек No нет,

Пусть р>2 Разбцвая l.iатрицу С, Пi' на две "".r" (С2, Ci) , "э 1| )

получае.ri 
4

t"d - (с!* ci' в,,с: )(!) * 
'' -

:(сз,r)(!) + т,, 
(1О)

,д. N- Qln С!'В, т

: !Эr" 
С 1,1атрицей

4=Iua; , 'о ""'9пч" С. представиl.iа в ви,

нулевогЪ порядка, эллиптической в точке /о ,

a

бО
U2

а, rc:)l r"- 
о |,,ач оо G; )|9.- t,

лействительно, вччисляя си}.iволы оператора (С;, i; )- (ё:+ i:6,, ё: l
первого и нулевого порядков, получаем 

", 
rc;, i; btOotiil О, tB,), 0),

а о bi, t : ) - b,t i;'1 + оо (ё ! ) оо В,) + i, vrao li', ) vro, (в ), бо, ё ; il .

Далее, Or(Ci,ё:)-0 . 9о, так как Оl(Бr)- 0 в этой точке. натрица, стоя-
|цая в квадрэтных скобках, является операторои вида (9) , при,.rененнчrl K..taт-

o"u. loo(t!),ood:)) - ооlё'r,i!)*r(а:)П;' , и, очевидно, имеет об-

ратный. Поэтому она так )i(e, как " О"(Fi ) , илаеет в |о r.iакси..rальный ранг.
Следовательно, ранг,.iатрицы оо(с;) р..." t в точке /о , что и требо-
валось 

л
Так как порядок oneparopa Qrf,, равен нуло в окрест*ост" //, точки/о

,о on"parop 4 является С -преобразование^r *"о"rоо"лr{, " 14 . В си-
лу ле}rны 3а-э f,, Holxнo выделить квадратннй оператоо f,, п"о"ого или ну-

леsого порядков, осуцествляоций локальное f -преобоазование в окреетности

tt, U tt, точки !о _и лI|я оператора Сr- rГ:(2) ,"nn""r" аналог представле-
ния (7 ) с нат9uцей $, нулевоrо порядка " ,ё1!"Ь gо Подставляя его в Фор-

rrулу (tO) , имееlr
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п/ГrГ,-

А

|'; 

О,,,,)( 

: ;)( 
uo)-,"

(11)

( 12)

Приr.rеняя в (r l) оператор Д , ПОЛУчае}.r представление

п; I
Ie

,в2 ;,,)(: )*,; 
,2

аналогичное представленир (8) on"p"rop" /, . Еслир:! и опера

липтичен, то так не, как прч Р= / , доказывается, что оператор

,ор

д,
Д, эл-

эллип-

тичен в некоторой окрестности точки |о . Если же Р>2, то, повторяя пре-

дыдуцие рассу).(дения, получаеtt аналогичное (12) представлече оператора /, ,

из которого вытекает эллиптичность квадратного оператооa Д, в некоторой

окрестности Uр rо"*",ýо
]lTaK, оператор fl пDиводи}r в окрестности лобой точхп Qo к локально

эллиптическому оператоо, Ir-i, АО , ,д. ip=t7 t, '
В заклочение отriети}i некоторче свойства операторов D;$ Q Приведен,

ное доказательство Фактически указывает qпособ выделения'пз чепоr*п ],
глобальных f,-преобразований u"no"*n -ho локальнuх /-пр.обр"a6gзний,
приводящей оператор ,4 * no*"nb'o эллиптическо..rу onao"roo, Д, нулевого

порядка. Так как ц"по**" 2л является слабоэллипт и"ескоl, в l,/b , то она

инеет в а^ n"""9"""rlтр

".-Яli, lj-t l
ее степень слабой эллиптичности. llетрудно видеть, что of=-{ , гдепО -

степень слабой эллиптичносrп on"o"roo" 
''| 

. Поэтоr.rу лрбой цепоч*a Do ,

выделенной n"D^ , соответствует на связной ко,.rпоненте r,rногообрази^'Г'(Х)r
одинаковuй инвариант с(

Вообце произвольной цепочке Dr-Cr,,,4 эллиптическп, "" ,Х операто-

ров С: порядков (е,-,О) riro}x_Ho поставить в соответствие Функцио oс , если

nono**' U\o) - 'прс< (ir) по Bcelr слабоэллиптическиr.r в окрестности

точки No ч"по"*"^ О, , ""д"п"r"r" "э _0, Назовеr.r ее индикатрисой це-
почки tlo Тогда предыдуцее утверждение ,.roжHo сФормулировать так: если це-

nou*" l, приводит некоторчй on"p"rop l к эллиптиче"*о"у "а Х операто-

pyl то ее индикатриса постоянна на ка,ttдой связной ко..rпоненте многообразия

| otl



т'(х\
l(poMe того, on.p"rop -D, эквивалентен оператору _Vр вида

j" (r !}'' \ (1])

который составляетс"'". .."r"r\З:У;| 
', 

попrч""л,'х следуD*и}r образо^..

Из покрытия многообразип.Т'(Х) о*рJ.rrосrя^, а, выбирается конечное

подпокрытие. _i/У,.,.rt/У' , а из опера.тора 2о'.по.плются квадь.лтные опе-

раторы D!' ', 
слабоэлл,"пrические . Ц!' На,lоrец, 1,1.| - разбиение еди-

ницы на f'(х) , вписанное в rtокрыти€/ |Ц!| ''/ J

Эквивалентность операторов Ер " Dр означает, что

Dr-6Dr+г, _7р-Тir* Г, (14)

,д. 6 " Т - операторы не выше нулевого пор"д*" ," ,Х , а пор"д*" /
" r равны -оо.

Первое из соотношений (lЦ) очевидно, так как согласно qорrrулаr.r (7) ,

1t t) и их аналогу 'поu 
р>2:

,,- пi ( ( 15)

где П^ -_невuрожденная r,iатрица, осуцествляlоцая перестановку arро* a D^,
оп"о"rоД -D!' составляот t сtрок в 2р , а порядок оператора Pji!' 'r"
Х р""", j оО Элеrqенты r,iатрицы Е - лпво нули, либо опе

""е,о,цпе 
,а fi нулевой порядок. 

либо нулИ, либО операторы lP'

Второе соотношение б 1tЦ) также следует из Фор}iулы (l5) , так как

-|

I) ir * ?о,

г,iI
пр-Ёr,u,-Ё r,(п

р

|l

-я
i=' ) 

,, о!'
Ie

yj в!' ?;
+

приче..i лВ:'- операторu не вшле нулевого порядка . U!, где квадратные опе-

,"rоо, f,!{ эллиптичны. В этоq легко убедиться, если в равенстве 1lý) при-

менить oi"o"roo Л !', учесть, что порядки операторо" Д, " r4_ о"""' '"-
ло. Тогда О, (Br)ao(lr): О и, в силу невнроDкденн ости бо (Д; ) , матри-

ua6r(Br):0 .Цр,чтоитребовалось. 
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ý 2. Связь l..teDi.дy классаl.{и систеr,i,эллиптических

по Дуглису-Ниренбергу, и слабоэллиптических

l(ласс слабоэллиптических систеr,i является естественны}r расlлирение|.t

класса систен, эллиптических по Дуглису-llиренбергу [5J , и связан с ни.t

следушllиl,i образо,l.

Jlзвестно, что эллиптичность систеl.rы по !углису-}lиренбергу свяэана с

вuборо}r пор"д*а (ý,/) систеиu, которчй, в своо очередь, связан с исходной

гладкостьо правчх частей систеr..rц и набором пространств, в которых ицется

решение систеrltu.

Систеr.rа нохет бuть эллиптичной для порядко" (,f,l) и не бчть таковой

для других пооялков (рr9| Такrопераiор

t : (D: ,:\
Л| - \-D: -0| J

эллиптичен, 
""n, 

(&/) - (Ц,tI J,2) , и не эллиптичен яля(р;9)-(а0;3,3)
илп(р,9)-(0r-l;3, il . Отr.rетиr.r, что iru не различаеr.r поряАки (S,t) "
(S+K, t-^) , если . К - вектор с одинаковчr"tи ко.{понента!.tи.

]lHeeT r.recTo следуDlлая

Теорема 2а. Оператор l4 , эллиптический порядка (ýl) 
" ," "n-

липтический при вчборе порядка (РrQ) , является слабоэллиптическиr.i для

этого порядка. о""р"r.р / - слабоэллиптический порядка ý,t)
слабоэллиптическиri (возr.rохно, эллиптическин ) операторои rюбого друrого по-

еядка (P,t )

Доказательство этой теоремu так же, как мя псевдодиФФеренциальнчх

операторов ЕlJ , легко получить из определения l и принципа локальности
синвола коirпозиции псевдодиФФеренциальншх операторов.

Так, если оператор Д порядка

ставиr,t в виде Д-IrА' It l гд€
нулевого порядка, эллиптический в

представление

tr- Ir(Ir_rA'Irp)Io*r,
где Г - on"parop порядка -оо Е 0 и, следовательно, является слабо-
эллиптическии.

Поэтоr.rУ если объедИнить классЧ систем, эллиптичесКих по fulглису-Нирен-
бергуrи слабоэллиптических в один класс обобщенно эллиптических систе.!t,

l06

(S, l) 
"rrr,"nrr.,"" " f, , то он пред-

fo- п"""оооиФФеренциальнчй оператор

G Тогда оператор / n""", ,"**"

является



то Teoper'ry 2а r.rox(Ho сФорr,tулировать так.
Теорема 2. 0бобценная эллиптичность оператора д не зависит от ис-

ходного выбора его векторного порядка

Целесообразность такого расlлиренил класса эллиптических систен под -

тверждается также следующиr.r. llзвесr"о f5] , что возltожность внбора вектор-
ного порядка систеr,tы, для которого она эллиптична, зависит от специального

ВИДа, В KOTOPOI"I 3аПИСаНа СИСТеr.rа, И r.toЖeT НаРУlЦаТЬСЯ ПРИ ЭКВИВаЛеНТНЫХ

( т.е. линейных невырожденных) преобразованиях строк или столбцов операто-

ра. Так, оператор

,:
-в, оi-л! lir

(s,l )

э

0,)
0,

не эллиптичен ни при каком выборе порядков (ýr/) , тогда как после вычита-

ния первой строки иэ второй эквивалентный er.ry on"o"roo ,{, эллиптичен, как

,.tы видели ппп ( ý. l ) - W,- l; .?, е ) .

Поэтоrlу А.!углис и Л.Ниренберг [5] при определении эллиптичности пишут,

что "систеr,tу, собственно говоря, следует называть эллиптической, если толь-

ко после соответствуlоцlих невырожденнuх преобDазований уравнений и зависиных

переl.tенных она сводится к систеr{е эллиптической в указанно,.i вulле снuсле".

Это определение, очевидно, не является алгоритr,iи!. oltt.

0пределение слабой эллиптичности оператора сводится, как l.{ы в..rделиr к

решениD систе!.tы (2) линейных алгебраических уравнений, зависяlцих от пара^lет-

ра (э,Е) в окрестности заданной 'о"*, 1Оа, (7).

0чевидно, что если систеrttа эллиптична по !углису-l{иренбергу и не эллип-

тична в заданноr,r виде, то она является слабоэллlrптичной.

Слабая эллиптичность не эависит от вида системы и не л|еняется при ли-

нейных невырох{денных преобразованиях строк и столбцов оператора Д Эrо

легко вытекает из определения l.
Поэтоl.лу и."tеет }.recTo

Теорема ]. l(ласс обобщенно эллиптических систе}r инвариантен относи-

тельно эквивалентных преобразований опера тора систеr.tы

llз представления ( 1 ) легко выводится также следуоцая более обцая

Teoper,ta 4. Коr.ппозпц"я Лб обобценно эллиптическ"* on"p"rooo" ,'|

является нно эллиптическиa{ опе

0ператор , Формально сопряженнuй к обобценно эллиптическоrrу опе-

ратору Д , ""п""тся 
обобчlенно эллиптическии,

flругими слова}rи, класс обобценно эллиптических операторов инвариантен

относительно операций ко!iпозиции и Фор}.rального сопряr(ения.

0тr.rетим, что это свойство, присуцее классу однородных эллиптических

l07
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систеr.i, теряется для систем,эллиптических по Дуглису-ниренбергу.

ЕстественнО возникаеТ следуDций вопроС. Пусть оператор / слабоэл-

липтичен для заданно16 п9р"д*а (Srl) , но не является эллиптическиr.r. Нонно

ли найти невырожденные в G преобразова""^ /V;a'1 " Nel и векторы Р " ?
такие, что эквивалентный / on"p"rop В=МДr/ иr,iеет порядок П|) и эл-

л"птr,rе, в f,. ?

Так как "атр"цы М " N являются, очевидно, левыr.t и правыr.r глобаль-

ны,.tи Д -преобразования}.iи оператора Л , ,о первая часть задачи сводится к

отысканиD среди решен"й Q; систеriы (2) таких, которые бы не зависели отý
Что касается второй части вопроса, то она реurается поло}i(ительно в так на-

зывае,,rо,.r невырох(денно,{ случае [6] , *огда полино}r dntA@r€l является не-

вырожденныti , , . е, n"ee, no ( r.rаксиr,iально воз}.rо)i(нуlо ( при вычисл е""" |ф !)
степень. В это}r случае Л.Р. Волеви,. f6] по*аэал, что всегда 1lожно выбрать

векторы ý и l ,"*, чтобы определитель главной "".r, /}'t P,.S) операто-

ра д .о"п"д"л с главной частьlо определителя всей i.tатрицы д@rl) Terr

саtiым он в Г7f дал другое определение эллиптичносr, on"p"rop" ,{ , не за-
висимое от выбора его пор"д*а (ý,t) : пусrь

tt -rпаа N ш) где 1,(п)- {ri,+ ,,, + qcie , по Bcer,t перестановка}r
п.l
.ic д

on@,ell1c,g!+o, VrсFl€Т'(С). (1)

0днако невырожденность систеr,iы также зав]rсит от того вида, в Koтopo}i

она записанаrи ,.1еняется при эквивалентных преобразованиях уравнений или не-

известных функций. В этоr.r легко убедиться на приведенных приr.rерах двух эк-
вивалентных диФФеренциальных операrооо" /, " В, , первый из которых не вы-

рох(денr а второй - вырожден. Следовательно, и это определение предполагает

нахо}кдение такого эквивалентноrо / on"p".rop" .Д , для которого полиной

dttВ(Сr€) не выро)i(ден. Это не всегда так, в чем r,to)fiHo убедиться на

при,.rере оператора wt + Х"r, , слабоэллиптического при N* 0 , у кото-

п: ; тогда оператор эллиптичен в G , если
I
i, )

Teopel.ra 5 пусть / (tld , слабоэллиптический оператор с постоянныriи

в област" f, коэФФициен тами, Тогда скаля рный оператор d.d А(O/оr) являет -

рого определитель полного сиr.tвола равен

Для квадратных !lатричных операторов

имеет место следуоцая

ся элл,пптическиr" оператороrq порядка / = /
липтичности on"p"rop" /

r.(lrla+ ru2).

Д a по"rоянныии коэlDФициента..tи

где /- степень слабой эл-

l08

Действитель"о, on"p"rop /4 порядка (,J,// ""п""rся 
тогда приводиr.tы..r в



угловоЙ окрестностИ Ко любогО вектора {оеRО. 0 ,

вует цепочк" аr,,,,, Q о квадратных диФФеренциальных

оператор Аr-ео, Q,/_' пор"д*" ,Sort) эллиптичен в

зывали, операторы (, r.rогут быть выбраны с постоя

" сO€G
опера

!:"л;
Сравнивая мехrду собой си!tволы обеих частей последнего ра

u"" det i ""рез !fi | , и}tее,,i

lДrсr)l- Ц4р(рl ...l4rrll ,lt(г)ll , (еКо,

, т.е. суцест-

торов такая, что

Причем, как ,,rы ука-
коэФФициента}rи .

венствэ и обозна-

(4)

Так как операторы Ар u а.
к!

равенство для главных сиr4волов операторов

(2)

, то из равенства 12) вытекает следуюцее

иr,rек,т поряд "" (Sr,t) 
" 

(N ,-S7t ) .ооr""r.,

"""rо 
(ýо*ý)

бrsrl+,*, lАr(r)l :

-бце|-lsр_,l lZrlll ",u,o,|-lsl|l4({l1,o* il/rrli , (З)

0тсода имеем, "rо 6. 1,4 (l)l+' . Ко ц K-l/) , гАе lr) - n"Bapna*

оператора, приводиr,rого к эллиптическо}rу, равный, по теореме lrстепени /
слабой эллиптичносr" on"o"roo" /4 В силу произвольности точки (Со,{),
on"o"roo detl 

"nnrnrru", " 8 , что и требовалось доказать.
По-видиr.rо}iу, иr,iеет },recTo утверждение, обратное Teoper,ie ý, значительно

более слохное доказательство которого автор предполагает изложить в следу-

оцей работе, посвященной операторам с постоянныr.rи коэФФициентаr,rи.

Что касается операторов с пере},rенными коэФФициентаr.ttl, то нетрудно

убедиться, что в вырох(денно..r случае главный си}rвол on"r"roo" d/Д зави-

сит от способа вычисления определителя !lатрицы / Поarо"у ,.iногочлен

dдi /trrEl , вообце говоря, не характеризует оператора ,4 дr," ,"*rл
операторов утвер)fiдение, обратное Teope}re 5, уне не выполняется, как показы-

вает следуоций простой при}iер:

sAPl,14jl , t/ l

а(dА

-l

I

6@)д

оператора с гладки,.rи в круге lola2 коэФФициента"" а(С), l(O) такиr.lи, что

О.6=-0 , "о а{0 np,. lcl< ,t , " l *0 np" l1lol< 2 Этот опера-

тор второго порядка на окружности l3| - / не допускает 4 -преобразования

и, следовательно, не является слабоэллиптическиri в круге lol<e , хотя

А, -

| 09



при (J;/ ) : (0,0i2,2) 9а,г с,п"волической ,,rатрицы

l atoll€|L

\0

0
(5)

А (r,ý)
10 бt*l|€|"

не превосхОдит единицЫ , " d,Ql A"lnr() - / Наконец, рассr.rотри..r сле-

дуощий приr,rер из работы Е22]:

дэ = (Z',"i,',o^'!u'- '' :':;,-:,-') 6)

оператора с аналитически,.r коэФФициентоr4 а(С)>а0> 0 np" lcrl = ,?;

^_:r: 
+.D: , q - аlапr, j-|,2 ,0ператор, (6) интересен тен,

d,zlAи,r)- о(о,)l€|4, '''

однако систена Aru-0 имеет неаналитические решения при пере,.4еннолr

а(оr) , тогда *"* npn постоянно..t а(gr)-4О все ее решения аналитичны. Это

r,roжHo объяснить следуоtцим образоl.t. При постоянном @ on"p"roo /, являет-

ся слабоэллиптическиr.t и Фор}.tа (7) хаоактеризует его. При nepe,,reнHor,i а(Сr)
в силу вырохrденности }itногочлена (7) Оор"" U lý|a дне характеризует

3
так как не является главной частьlо оператора dЛt АrР,О) , если его вы,

( s,f)
оператора

ному ) в

чеl"i ко},tпоненты вектора

tr*

числять как а^^о_, - а__а^, . Его главной частьо является оператор

-а'(О)Д2.D1' 7'!*"^ 
"!o"il" 

аля !Д[ j, получается при определении урав-
нения, Koтopor.iy удовлетворяет первая компонента решения систеriiы Дru : 0
0тметиr,r, что если вычислить в фиксированной точке go-Pr{) полный сиивол

каждого элемента l.iатрицч А, ( напри,.rер, 6(ае|'rЛi)llr-- а(ф€i -
-ao!tE,liya'(йD" зате,.. вычислить определитель полученной }iатрицы, то его

главная часть имеет .no - ia'(i,ltf r'fi
ý ]. Гипоэллиптичность слабоэллиптического оператора

Доканем гипоэллиптичность слабоэллиптического оператора 14 noo"o*"

EvcTb По- Qо...0, - цепочка глобальных 0 -преобразований

/ , пЬ""одЬц"" 
".о 

к эллиптическоl,tу (вообце говоря, пря..rоуголь-

0 диФФер€нциальноr,rу on"p"ropy /р= DpA порядка (Sp,t), при-

ýр неположительнь'.

ll0

Если вектор 0 , то иэ операторов Лапласа и градиента легко



составить матричный эллиптический диФФеренциальный оператор lP порядка

(a-S"l такой, что оператоо ЕrА, и}rеет порядо" (0,1) и.эллиптиче" . G
Другиl,tи словаr.iи, ,.rожно подравнять порядки строк систеr.tы ДU-f , приrrенив

к ее cтpokar.t указанные вшле эллиптические операторы.
o,t)

Пусть В';'"'- главная часть операrоо" JrA, , а В}-.Ооrл"пьно со-
пряженный e}ry оператор. Тогда легко убедиться, чтс оператор Ьts;!рДр
является квадратныr.i и эллиптическиrii в С операторо,.l порлд*а (!rt)

Пусть U - обобценная вектор-Функция " АЦеС*(е0 ) , ,д" Gо- оr-
крытая часть облас," G , Gо - G Так как коэФФициенты операторов це-
почкч !о " 8j б".*оr"ч"о диФФеренциру.rп. 0о , вектор lUct*(Go),
Следовательно, в силУ гипоэллиптичности L - квадратного эллипти,,

вектор ll € С* ( Go)ческоrо оператора LB] ,

доказать.

, что и требовалось

влечет за собой эллиптичность операторов

Действительно, обозначая определитель

Пусть теперь коэФФициенты слабоэллиптического -"р"rор" /4 аналитичнu

в области бо Тогда, как ,.iы указuвали, операторы Q; цепочки D" ,"**,
могут бчть выбраны с аналитичеr*пrп " Go коэФФициентj",п. Сп"до"ательно,

коэФФициент" onepaTopa 2! аналитичны " Go , и если 4 - обобчtенная

вектор-Функция такая, что вектор -qункцuя /rц """nnrn""" 
a Gо , то в си-

лу аналитической гипоэллиптичности квадратного эллиптического on"p"rop" /
Г9,t0] U является аналитическоП в 0о функцией.

}lTaK, в это}.r случае оператор Д обладает свойсrвоr.t аналитической

гипоэллиптичности .

Отметиlа, что если коэФФициенты слабоэллиптического on"p"rop" ,4 пос-

тояннu в области G , то цепочку on.p"ropoB 4 такх(е r,io)i(Ho выбрать с по-

стоянныr.iи коэФФициентаttи. Тогда эллиптичносr, *d"оо"rrого оператора

6rDrl )* ( ýр np А)

d,etA ,dлt|tý,D"f sp")
""rрпц' Д (() ""р".'lI l', lr""""

l$rлrАf цлrl l - l/- $rorf SpDpA| -

- l/- l l$pnp f srlr1,1/ ш -

-llдll'ln(Sprpf I,rлrt.

Следовательно, главнuе части полино..{ов, стояцих в этих равенствах, так-

)i(e совпадаот,.rежду собой. Учитывая отличие от нуля no" (eRot0 первого пз

НиХ, ПРиХОДим К ИСКОriiОнУ УТВеРЖДеНИО, ПеРВаЯ ЧаСТЬ КОТОРОГО На}rИ ДОКаЗаНа

по-друго.iу в ý 2.

lll



0тметиr.r, наконец, что слабоэллиптическиа в G оператор l , оч""rд-

но, допускает Ta*)i(e локальные и глобальны" 41пр"образования справа, ко-

торые отличаются от левых 4-преобразований тем, что преобразуrотся не

строки, а столбцы оператора А . Такой оператор является приводиl.tы!r

справа к оператору l"'- Д0! .,.0'" порядка (S, to) л.tакси..ального ранга

L т.е. ранг r.атрицu orr,s"r^'lAn')'= l " Г' G)i, поl"tоцьlо цепочки 

';r-- 0r. , Q, операторов Ц; макси,.tального ранга. Тогда если через J, Во,
значить соответствуоций ýо оператор порядка ,'torO) r4аксиr.tального ран-

га и через Cj"] rn"."i часть операrоо" AD'r'S'o , то легко видеть,

что квадратный оператоо Ко-АD}S; С; и!iеет порядок (ý,-J) и эллиптичен.

Следовательно, для лобого регулярного речения lГ эллиптической сис-

,"rn Кrt - { |вектор-Фун 
кчпя ц-j/ SiOi u удовлетворяет слабоэллипти-

ческоЙ счстеме ЛЦ-f

ý Ц. Краевые задачи для слабоэллиптических систе},r

В этоr.r параграФе ,.iы излоl|(иr.i наш подход к изучениD краевых задач дlля

слабоэллиптических систем. Случай операторов, приводиr.rых к эллиптическиr,t

уже на первоr.r чlаге,6ыл детально разобран в tJ], общий случай будет рас-
clioтpeH в следуDlцих работах автора.

llбщ r,rетод изучения краевых задач для слабоэллиптического диФФеренци-

ального оператора / aоarо', в переходе от систе..iы

А Ь,0100) u@ : |@) , .rеС , (1)

к эллиптической ( вообще говоря, пря.lоугольной ) систеr.rе

A2b,Olar) utrl : Прf ro) , IеС, Q)

Q, - цепочка глобальных 4-преобразований оператораno- Q r't
0днано если ядро oneparopa.z7_ нетривиально, то систеr.rы tl) и (2)r

неэквивалентны. В этоr.r случае мы добиваеr,rся эквивалентности, накладывая

дополнительные краевuе условия СU|r-О на вектор-Функцик) r-Дч- {
Важнуrо роль при отыскании граничного оператора С играет эллиптичность

on"p"ropo" 4,l
JlrqeeT raecTo следуоltlая

Лемма 2. Для лrобого эллиптическоrо a G оператора а порядка

|9,s)
*а (z,9) )

где

(

даuа Qц- Q

l,io)fiHo ть т.е. оператор
такуо, что ядро оператора (- трив}lаль,но , т.е. краевая за-

Rглцв
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Г=0
!ействительно, обозначи}r через ПL+ (Опltнейное пространство рещений

на полупряиой l>0 краевой задачи

а:"" (у,;г + l d l41) ч(il - о, l ,0, (з)

cG)-0, t*+oo,
,л" (У,С)еТ_'(r ) , т.е, !е Г; f - проиэвольный, не равный нуло ка-

сательный к Г вектор 
" 

rо"*"- У ; rl- едиричliый вектор внутренней

,.op""n,.* Л вточке r/
Пространств" ?ll*(a) является расслоениеl.r ""а Г'(Г) (с". trZ] ).

Если задача |.3) имеет только тривиальное решение, то дополнительные крае-

вь.е условия не нужны. Лдро операторa 0 в этоr,r случае конечноl.tерно, и дос-
таточно задать 1Г=Q в конечно...l числе точек J€4

Если же разнерность пространств" ?l,+(Q) полож}lтельна , то строим

вначале локально, затеr.r глобально \воз..iоrкно, увеличивая число строк) опе-

оатоо fta п9рядка (?,ý) , который накрuвает а
условии

K'i" (у , iг + ld fdt) ,r(о) - о

ty
3]

. т| nt
,Т) из |t _l

, условия !(r)lчи накрываот опе-

oaroo Q , но достаточно вuбрать только часть из этих .},словий.

Тогда ядро on"parop" К конечноltерн" П Ц] Наконец, добавив, есhи

необходиr.rо, еце одно краевое условие, получиr..r искоr.tый опсратор.

llTaK, в силу лел{,'rы 2 для кахдоrо on"p"roo" {- ,!"nuu^u, !о r.to)|(Ho по-
l

, т.е, задача (3) при

имеет только тривиальное решение для лобых

0тr.rетиr.r, что, в силу Фор}rулu Грина fl

(4)

с rроить оператор

причеit оператор

к.l

с илrеет вид

0j

Rj, ,

r.rпциЙ тривиальнОе ядро.

:::::jr.r"r.ra 
(l) эквивалентна систе}tе (2) с дополнитепьны}iи краевы-

САu|, : cf lг , '''

llз



р|

R, Q, (6)

не зави-

RrQ р-, . 0,

Обозначии u"p." 7llr! пространство решений задачи (3) , (4) дл" опера-

,opo"Q= Ар: DrА, ^ Р-СА, т.€.

trTI+

jrд

Uд),

с

JlHeeT r.recTo следуоlцая

Леr.rr.rа 3 , Пространство слабоэллиптического on.o"roo" l

пL;

сит от произвола в выборе операторов цепочки DP условий сги краевых
l

Если DазнеDность d (t,T) эrоrо пространства положительна для всех

iy,d еГ'(г) , то систеr.rу ( l ) дополнин краевь.ми условия}rи

В(r,аlОdu@|г-t@'), х'еГ, (7)

,о. В - iПrt) - матричный диФФеренциальный операrор поо^д*"6rl) с ко-

эОФициента}rи класса С- (С) ,, П )_ d, 
ъ,|!!rцrrd 

ty,tl,
llu скажеr..r, что граничный оператор.} дополняет слабоэллиптический

on.o"rop I , ".nn fi накрывает оператор ({rДr) , ,.". если краевая

з"д"." (Зl , (Ц) с оператора}.и П=(1|Ъr) " O-Urn инеет только триви-

альное решение.

Лемиа 3 обосновывает это определение.

Пусть { -u"no" число, .,!;(tr,,,.,tr) - вектор с целочисленнь.r,iи Kol..-

понента*tи. Обозначиrr ,"оa" Hr't tё) пряное произведение пространств Со-

болева

Hort (с) = W!n''''(c) , ...- w:nrr) (с).

Пусть даны ""*rоо ,9, и цепочка D"- Qr,,, Q, эллиптическ"" " С диФ-

Ференциальных операторо. цi порядков 
lTir-rt_r) 

таких, что конпонентн

векторов |.-li. не.отоицательны " lgi- S) ,0.
Введем пространств"Н;"(С) обобщенных вектор-Функц"й !Г таких, что

llq



Drc е 

' 
К- sr (0) с нормой

'ur 
r;urr, = lDr,tl н,-"р (с) ,

Jто пространство определяется классоrit эквивалентных пар (SorZ) ""*rо-
ро" Jя ц цепочекrр Пары (S.Dr) " Gi,D)эквивалентнп, L"пrZr'=

-tDr+ 7 "Dr-6'D'r+Г' , rд.0 " Е'-п"."додиФФеренциальные

операторы порядков (Si;S) 
" Pr,- ri) соответстве,1но, а порядки опе-

оаrооов f n f' р"".., -о. G Пространст.о Н!-" не зависит от вы-

бора конкретной пары (SrrDr) , так как Hopr.lb., определяе}rые различныrlи па-

Раr.tИ, ЭКВИВаЛеНТНЫ.

Рассtlотриr.r теперь слабоэллиптический в области

а) 0ператор l щ(S,
операторД допопr""rЛ ;

где К2 ко- \р. dчС;),
цимеет несто

Теорема 6. Следурщие утверждения эквивалентны:

с оператор д
Пусть Z - ц"по"ка, приводя*"" / к эллиптич".*о", " d оператору

Ар noo"{" $r,t), " Н;-' -пространство, определяемое парой bp,Dp).
l{етрудно показать, чт(, это пространство не зависит от выбора nao"(SrrDa),
т.е. от выбора ч"по"*" D, , приводящей / * 

"пп,"птическоl..iу 
операто-

ру.
В конечной области С задаче (l) , (7) для слабоэллиптического опе-

ратора А 
"ооr""rствует 

ограниченный оператор й - \Ьr) , аеисrвчоч"л
в пространствах

0l : н 
**' 

(0) * H[n tc) r Н*-Ь|'(г) ,
(8)

tl слабоэллиптичен в С, и граничнuй

б) оператор (8) имеет левый регуляризатор;
в) оператор (В) имеет конечноr.rерное ядро и заl.rкнутуlо область значений,;

г) вцполняется априорная оценка

lttiir.+J14,-- с 
фЛu 

n H;,tet+ lВutr Hr-6-'Ъ(rlr).'r|ui| r,,r,) ,
(9l

приче}t постоянная С не зависит от (l

0тметим, что при построении левого регуляризатора задачи суlцественноt

l15



иЕпользуотсl результаты работu Ellrf .

Что касается коядра оператора ,4 , ,о оно заведоi,iо не конечноr.rерно,
,п

еспu m)dо . В этом случае векторч t " t долll(нu бuть подчиненu неко-

торtrн [ вообоtе говоря, интегродиФФеренциальнur.r) условияr.r согласования. Для

определения таких условий r.roxHo приr.rенять различнuе нетодt Ё3, t3-t8]. На-

принер, мо,.(но расснотреть сопрях(еннуD Е8] од"ороднуD задачу

t
А t-0 в

Так как on"*roo ,{*

нерно, если операт"оВi
слабоэллиптичен, то.коядро оператора (8) конечно-

дополняет oneparop Л . 0тсrода следует

Д- допоп""ет слабоэллиптический
;;

дополняет Д , то задача (!) ,

t
tгвс _ 0 ( 10), г

Teoper.ra 7. Если граничнчй оператор

оператор /| , сопр"*еrr"й onepaTop $
(7) нетерова в пространствах 8)

!ругой метод иэучения коядра оператора (8) состоит в построении право-

го регуляриэатора 3адачи (l) , (7) Как нu показали в конце ý 3rr.roжHo по-

строить квадратнчй эллиптический оператор (о порядка 1'ýr-S)такой, что лlо-

бону регулярнону Dешенип Д систеr.ru Krc-f' соответствует реuенuе Ц -
-Л; ý;С; [ систенч (l) Подст""п"" 

"rо 
значение // в краевое условие,

нu приходии к задаче

Kn-f с, r -t, (11)

разрешимость которой обеспечивает разрешиr.tость задачи (l) , (7) Эта зада-
ча вообще не удовлетворяет условио Лопатинского, но, как показuваот при.riерь.,

ножет удовлетворять более обциr.,r условия}.l , полученнь.r.r в D7, ч.ll]. Поэтоиу,
если задача \ll) удовлетвэDяет одно}lу из этих условий, коядро оператора (8)
конечноиерно.

0тнетиr.r еще, что в П7] обцая краевая задача редуцируется к paвHol..epнo

неэллиптической системе псевдодиФФеренциальнuх уравнений "а Л , нетеро-
вость которой обеспечивает нетеровость задачи. Условия слабой эллиптичности
систены псевдоАиФФсренциальнчх уравнениir в fl] необходины и достаточны для
ее нетеровости, а следовательно и для нетеровости краевой задачи в соответ-
ствуоlцих пространствах.

различнuе нетеровu краевые задачи для конкретных слабоэллиптических
систен расснотренu в работах автора Г3,11,19-21,23] Teoper.ru б и 7 позво-
л:l!)т уксзать l|етеровu краевые Задачи для систе,{ уравнений натенатической
Физики таких, как систелrU 

'tаксвелла, 
кристаллооптlлки [2q], акустики и дру-

гиеrв стационарнон случае. Предполагается, что опись.ваеr,rые процессы зависят
от вренени *"* eiot

алi s) ci t
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