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чАстичнАя рЕгулярнOсть рЕшЕний :rАдАчи дирихлЕ

ДЛЯ КВЛЗИЛИНЕJlННХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРЛВНЕНИЙ

С . А. Аракчеев (Новосибирск)

рассматривается вопрос о регулярности обобrценных реrчений эадачи Дирих-

ле для квазилинейных эллиптических уравнениti произвольного порядка и дивер-

гентного вида. 0сновной реэультат (теорена 1) представляет собой характе-

ристику ,.lножества особых точек лrбого такого решения в тер},tинах хаусдорФо-

вой r.rеры этого,,iножества. !оказано (Teoper.ra 2) простое достаточное условие

регулярности решения в окрестности точки.

Результаты о регулпрности внутри области для уравнений рассr.rатриваеr.rо-

го типа были впервьlе полученu Ч.Морри fl] и впослелсlвии ут()ччейьl Э.Джусти

Е2,3_]. Теорема l доказывается по схе}4е, предлоненноП вt27, с изменеllи-
яriiи, связанныr.tи с учетом граничных условий Лирихле. Главная идея этого ме-

тола (ло*азательство от противного основной леммы ) , принадлежаrцая Ф.Альм-

грену, использовалась ранее в Ll ] .

Результаты данной работы бuли частично опубликованы в статье 
""rooa[t l

ýl. 06означения и основные результатн

Рассl.tатgrивается обобценное решени " UeWi6, (G) (c,.r. определения
1,2) задачи

lo(lýrn

0-. l/ I<K <rz,,

z,K<lPl<llL А*оt",-Dlч)ЛОо +d1o,DLfl- О, (l l)
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#|,-ttj(o),
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j -0, /,
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I7,c2,,,,,oo)l - открытое

- }rерная поверхность, явля()чlая-

, где {J-|"-(
; ý - th-l'l



ся частьD границь. fllJ Мласr" lJ Предполагаен, что 3е СП , точнее,
считае..t выполнен}ъDt. следуоцее

Условие на $ лля лпбой точк" aOеý найдутся такая область

Y4о , ЭО,е ''f ,о _ , и тзкой диФФеоl.rорФи э" 
f,ro 

L СП , отображапt1 иа Y*на

"й К-|уе*Rо:lу;l- / , i=l2,.,,,rLJ, 
"rо

.у., (сО)= 0, ! r. 
(V"" п !2)-\у, К, l,"0l, I z, 

(Vr,п,r)= 
|уе к, y,=ol.

В уравнении (1.1) m>/ - целое число, d, Fr l _ мультииндексч,

<=_(nr.r<r,..,, *о) , гАео|>/ - целые числа; lcl=dr+orr+...*(o,
D"-0о'/ аr|, 0r;, . . 0_r7 в граничном условии'(, .2) /r/ _";;;

внутренняя по отношенио * {J норr.iаль * noBepr"ocT,n ý
КоэtDФициентп Авр , е уравнения (|.l) n Функцииd7 r входяrцие в

условие (1.2) , подчинйм следуЕчlи}r условия}r:

а) коэффици"rr., /*о b,(),0<lс(t</а, K:lpl_*Pb _-.и3-
мер]i,,iые Функции, определеннне при Есех rе G, Z-|?rl , R'" \n| -

число таких йультииндексов J' , что /ýl[l<K ) и fдовлетворяD|llие при ло-

бых !6ý , r, R' ,'F= [ Г* , tol= ,п }, ""o""e'c'Bar.r

,o,fi,=r/*P @,D {n €r'^,?n.("* , L,с.,пs,t ,0 , (1,з)

О< k|-/rt
К< lpl=п

Кроме того, npn';"r l-|В|:rъ Функllии Д*,, @,r) ,,еп;rпр.,6ны по Bcer.r пере,

}reHнul..t;

Ь) коэФDичи.rrп {,
*

деленные при всех С€е,
равенству

k(l{ra
где 6(С) - ,"np"po"*"" ," 4 Функция , Е.: uпst > 0 ;

с)qункц,"" d,(С)., j-Or|,.,.rm-/ , опреАеленные при f=
надлежат классаl.,i 

og'X (S)
Примечание. 3десь и далее использук)тся обычные обозначения:

Ct, Сlrr, t- -,пространства гпадких Функций; Се'4 , t!;I,, - простран-

ства Гёльдера; Lo - noocTpaнcтBa суt{,.rируеirых qункций; \flr- пDостоанства

Соболева (t"., 
"ar{pn,.ep, ftЦ] ) .

Дадиr.r следуDOlее специальное

0пределение l . Считаен, что (€ W!"л^ iCl , если для лобой точ-
c'vlJl'' ' ' ,| 

(чr, пQ)ки сОе0 наliдется такая ее о*о".r"о.r" Йj, , что ЦеW'

(:t,?),
п'е,Q

pl
d* l<l ( ,7L l - из.{ери..iые Функции, опре-

и удовлетворяощие при всех z , Z не-

(1.5)

ý , при-
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Лля Форr.rулировки основных результатов требуртся также следуоцие

Определение 2. Считаеr.r, что qункция 4(€) есть обобценное решение

задачи (1.1) , (1.2) , если:

1. ц eW!,6, G); 9_ _.
2. для лобой Функцr" ф еС- ({?) вuполняется равенство

La," t a.," А *ч{о,Olо ) оРц + { B,dul! з*Ф d,=о
(суцестtоdi;;; ";iё;р;;а обеспе"пвается неравенствани (l.q), (1.5)) ;

3. условия (l .2 ) выполняlотся в сllнсле L2 1см [5J ) .

0пределение 3 . Есл, Х С RО и 0<l< П, то величина

н, (х, :,Иой,f t; @;лmХ;)' , х. i 
^, 

, dшпХ; = е }

назuвается Z -}iерной хаусдорФовой lrерой 
"rо*о"'"'r"" 

Х

z) еслп ао,€ G - Г,
что, !!е cтl't/z 1е пY

(1 .6)

Teoper.ta't. Пусть К>rп-п/Э и Функция Ц(,'g) является обобщеннчи

реlшением эадачи (1.1) , (1.2), причеи вчполненч условия а), Ь), с)
Тогда суцествует такое за..tкнутое orroc"r"nrro f, мно,(ество Г С G , что

i Но_r<л_*у1 (Г):0 V4, 0, Но_еtr_*r(ГпS)- о,

то суulествует такая окрестность V fщ/о,
).

Следуrоtцая Teope}ia дает достаточное условие локальной регулярности
обобщенного реuения. Полоlкиr.r

Ks (с")- [се RП, lai -2i1.1, i-/,2,, . .,пl.
Teoperчa 2. Пусть в условиях теорены t оое Q и имеет ,.iecтo

\ кlбrrz

при некоторой 4,0
QпКs@')

лпбо gО еý L
h,п d-"*8(m-к)

d++O а

бункцияttи / псГ - 0, иr.rешцихобобценные реuения, производные кото-
разрчвны. Автором [7] пр,пведены подобные при}iерч, показuва-

[l* d
t-+0

-п+2 (п-к)-|

"t

\ Z l?"u(o)|'do-0,
iKsl")'-"

(1.7)

(1.8)

рцх порядка

шlие, что в условиях Teope}.н l воз}rожно Но_rr,**r_, (Г) > О . Тан хе
показано, что в случае к<m-п/2 глад*осii'обобценных речений всоду в
обпасти Q при естественнUх предполоF(ениях относительно Фчнкций /*u ,
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Ftn , а1 следует из Teoper.r вложения Соболева и априорных оценок, вы-

веденнuх в ГS] . Случай регулярности вблиэи границы п9и К-rп - п/2
подробно рассr,lотрел И. Нечас f9, t О1 .

3аметим, что дальнейшее повышение гладкости рещения "aооу 
," б при

К<rп - Пf2 лиОо на f\f в условиях теореr.tы t определяется, как пока-

эано в f8] , сооrветствуlощей гладкостьо Функций Дa 
о 

, Fn , 'j 
и поверх-

ности J
Р,ля ц-rп-| , п2 3 и случая внутренней регулярност" (S :Q) в

E2,3J до*азано, что при лабоll|>0 имеет r.rec'o Наq+tr(Г ) - 0 те-

орему l при естественных изr.tенениях в Фор!..|улировке можно доказать и для

случая систеr,r уравнений вида (l.t) , как это сделано Э.l|жусти f21
Теоремы 1,2 будут доказаны в ý 6. В ý 2-5 приводятся вспомогательные

реэультаты. Достаточное условие регулярности (Teoper,ra 2) позволило полу-

чить и некоторые другие результаты о регулярности обобrценных рещений, ко+

тОрые приведены в ý 7.

В дальнейrчеr.r все константы, зависяtцие от п,lп, К, fo , 6 , 0|,
gz, l? ,, s , буАеr,l обозначать буквой С , " зависи},rость от дру-

гих параr{етров указывать явно, наприr.rер, С(уО, /) .'rо"" использовать

так}ке следуrощие обозначения: Х - 
"""n*"r"{ 

,.,rо*""r"" Х ; если nrP ,

irультииндексы, ý € RО, rо

о( tp-(c, t F,,dztРz,.,.,dоt Ро), п!-ч!пr! ,..оо! ,

ев _ /.nt P{z Е{п(:5, \2-...Sп ;

считаеr.i Р>< ,еслиlрlrl*| и Pi.-<i, i-/,3,.,,,П.

ý 2. Критерий регулярности

В этом и двух следуоlцих параграФах будеr.r рассl.латривать задачу вида

(1.1) , (t.Z) в /l -мерных параллелепипедах

drO , Lr0 определи,..i

КбQ0) = |уrR" I lyi-y! l. d, i:/,2,,.., п\,

К} Ч'l - |уrК 6({), !,, li - lj,
д-

3i ty'' - LyrФ | 
у ,- у:- hJy,-!'i, |.d , i=е,э,.,,, пj.

0чевидно, К! q)-Ks^ty'l non /t, ,,0 " 3! q"l : / npn h ,l
3аФиксируеr.rУrК*.NzOrh>0 .Еслинеоговорено

К! tу-) лп" м6,, 
уОеRО,
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иное,всDду в ý 2-q будем считать, что Фунlци1 tг(у)еW! tK! ql
является обобщенныrq рещением в области K'i Ql уравнения

.,I t-r)'''r" L}r*. 13-rtу,DlЧ)-DР,г-Q ty,0l,rt!-o ,

4< l/l<K<fu,
и ( в смысле /a ) ,ао.п"r"оряет условияr.,t

0'n| 
-l1 :-

при этоlt ^".!!j"):!:/],;;-,, ": ; ..
из ý 1 nr" G:Kltyl u S! tУl u,

Условие (2.2) (очевидно, нетривиа

f,.,.rп-/ (2.2,

Ч удовлетворяlот условиям а) ,Ь.)

0,

,

(2.1)

, то, по определе-

р
(2.з)

(2.4l

luu- h*в , Q:ф*,
л""dе лrrь'пр" h<N) позволяет счи-

тать., что ч eWi ( Ко t1l)-K|ql. о
, если положить tГ(У l- 0 np" 

У е Кr(У)-

ластях ."о. Kt (!n) : если f t yl , L, (К n (у" \ 
,\

ниlо,

Леr,r}rа l ("еравеrство Пуанкаре, см [2]).цlус>/
{tyl.wf tKoty"t

В дальнейше}i важнуlо роль будут играть среr:,iие значения функций в об-

.LlJy",a: (zdi',,\ . f tyldy,

иныцr4 слова ,,, |fJ y",l - ,"-,*!'!"'"ло, что

.\, . ir Ч) -|{j y,,t) ф : о ,

Kl(y''
СФорtлулирУем некоторые свойства средних значений. Первые два свойства

известны, приведе,{ их без доказательств.

и

)rr' 
f ty)-V)t,,r|'d,y. С,р,а' ý\,,.,|!{|

_ Лемма 2 (минимальное свойство средних значений) Ес,,и

f tyleLr(Ks ty'l) ,з

dиi',n, I,;:',',i|-;,fi} r' ! -':i,,|' 
n: 

-

,ТО

trll y:rn *|VJу:д |, [/ -Г{J у,tl у
с

dy

o,Ct

Torry

Доказательство. Для лпбой константы бча.т [4] 
!о,0 

- С , поэ-
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о,tl - lLfiy: а|- [иl ily', i
- [/t- |Гf] yit!y,,tt < Vly

что и требовалось доказать.

0пределение Ц. ПаОV t
Кбtу'l с Krt!)

oeRo, frТ , назовем допустиtlой, если

trf l r,,tl[r l,
[r-

G

!о, tl
,,t\ yo,ct'

Леr.rна Ц. Для лобых ', d 
"r*""rвует 

единственнь.й r!iного-ти}.iых у
член степени 

"72 
- 7 от пе9еr^енных yr r/z, . .., / о( фозначаеtqый Р r\ d (Р ) 9-

кой, что

l a/to-
к{у')

Дока за тель с тво . 3апишеи

р у,,l -o.J.*, ct( У -

и пока)кеr.t индукцией пoj-t1l вниз от

tZ.5) чпсла d, определены однозначно.

)dy - 0,

l1lr- m-|. (2,6)

и все коэФФициентч Со аляf <lРlсП-|
внчислены. Равенство (2.5) можно переписать в виде

еr:l)ф-О VX, 0.1ll<п-/. (2,5)

j-п-/ лоj-П , чтоусловиеr,r

Пои j-l|l - п-l это условие да_

у'/

еТ 
I (o|u - 1! с,

Kl(y')
ОТКУДа 

,, - i lл|оJ у: t V.l ,

Пусть теперr- 0 < l/ l-i . m- l

\
\$')

|.Л'о-tIrt -А
lрl<п-|

#c,,ty-y')P'N\dy: 
о,

откуда

,г il\Иi,l,:о - Д,, *,|y-ylo-t1 y1l\,
lрl<п-t

Лен}iа доказана.

(2.7l

0пределим

L-_ l py:l tp , если S";Ч,п K,.!ty'=l -d,,Py,l|l: {oo,..n,3: qlnffi*t,
нногочлены fу:о tyl будеr.r назuвать тейлоровскиr,iи ,.iногочленами для Функции

l0
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lГ(у) вобластях Кs(у') 0тметим BatKHoe их свойство.

то

l ,Z.|ol tч- Рr,t)|'ф -
$E'l tl|.i'"';i,.'\ Т tDР(ч-1.l)|'lу, (2,8)

коуэ 
|Pui*| , ,,

доказательство. еrл" S|tllП Кr{У') - l , ,о 0.,d(У)-
- Р,,, l(Ч) и неравенство (2.8) совпадает с неравенствами 1-2.3) , в ко-

,оЬJ'Р-"е, f -t-Pyin (заметим, "rolfJr,s-0 всилу(2.5D

,"* $lrrl n @ 1 l *9y,*u л"DЬ согласно (z.z) мраща-

lотся в нуль на "r,o*"lrJ" S! t7l П К@ и спр!ведлива оценка вблизи гра-

ницы

\ > | Dt,гl'dцKцy'l't|'i '
*r/'\ .Е lадп|'dy,

кltуlРrjЧ 
rDв этом СЛVЧае J 
у| l

регулярности Функции

совпадапцая с (Z.8), поскольку

Лля Фор.rулировки кDитерия

УО """а", 
следуощие величины: для лобчх допустиr,rчх !О, d

U, x Ел'пlTi l 0.1ll.K !',t ,

=!.
У в окрестности точки

(2.9)

(2. 10)

- 12,
|у? t _ l/l-K

lolul
к<|llсп,t у',l ,

т 7-U) , тQl
'!",l ='yid- |у',l,

xsyi h - d"'-^-' 
,'п,Z-,[Dt 

tn - Prзt)|'7 
у', t ,

L] 

^(у, 
l ) - l"*^',r?*П.лl ul') 

у,, l,
Teoper.ra 3 ( критерий регулярности ) . Функция / (t) прп""яп.*п,

(-', у, в некоторой окрестности точки у", Кt/a
t

({l
t

в To,.r и толь-

(2. 1 1)

ко в тои случае, если найдется такая последовательность
'о, i-',2, э,..

+ оО справедливы

4,*о,
ll

о



Прямое утверх(ление теоре.{ы очевидно. !ействительно, если при HeKoтopo}it

R>о будет lг€С'-|,'/а (К*(у")) , rо

[ololy:t 
l**ч |лlr(у1l Vx , 0.|Nl<п-/ , (2.15)

а при | у| - п-| иr{еет место

|Пlw- Lr: .lh 
уi:-'LЛ'О 

- Vtu7 y,,,ily:, ry 0. (2.16)

Из r.2.15) и t2.16) следует выполнение (2.12'' - L2.1Ч) для лобой последова-

тельности f. * g,
J

06ратное утверждение будет доказано в ý 6.

Теорема Ц (достаточное условие регулярности) Если

{П, r-f U^ tyo,1l - о

при HeKoTopor< {2f

уо,

J^tyid|) 
-0,

-ttl
'lidj

т

<Н:Uп|l ,

Q,

No, + -0

либо

ности, сФор.lrулированный в teopeMe 3,

Из неравенства Кочи следует, что

(2.12l

(2.1 з)

(2.14)

( 2.18)

в некоторой окрест-

и*! 
'!,', 1

у' , S! ty,

п-1,1/э

|!Лtо | r,r, 
* С fЛt ul1''i,,r,. (2.19)

Леrqма 5 прп j=П- / о"",
" X*(y',fj) < CU Q",p,);

отс|ода и из условиli (2.t7) , (2.18) следует выполнение (2.12)для последова-

'"""i]'-j',"::: 
;*"#" 'i!i!rr, ', 

"]""",::, {:::"'!'|", "".'Е"r,- о,

l2



позволяет, проитерировав неравенство (2.8) , получить, что при 0 ýl/lc
< m-/ , i-4l,Z,,, справемиво неравенство

[ot or'f {,rr. 'р;'^-"" й trl'п|1 yili ,

Учитывая ече (2.t9) и (Z.tOl , получии:

E?lul 
уч ri = ф"П К!-су', yrl)|',

0<lll"п, i-0,1,2,.,., Q,2оl-

откуда l/_

Гу:l,iuс(U_(у"lD,"
и вь.полнени" у"по"rй 12.13) , (2.tq) no" loeS!tyl ,0.-Pi
следует из (Z.18)

Лля завершения доказательства теоремьa неоfходино еще установить, что

"i|.|;::(r'.i]r, lj -Pj из (2,17) следует вь,полнение условий

По леммаtt ] и l соответственно прч f,a /iz , t-Pi и по" р-/
длявсех l, C*lXl<п-t, i-4|,2,,,,, инее}t

*[ilu! 
r,,ri* 

,О pj

r\ lil
*"ъо,

ЕЛtolr,rо,"[ol о! 
r:р,* 

(2рч -Г.Dlо7l:рildу.

Птерируя последнее неравенство, при rDбчх

[ - /,2,,,, получаеr.r

lpFlrl+,
l ylr; .

l, 0.1Уl<п-l, j,0,1,2, ... ,

у
12.21l

(2.22l

плLл = [л/оl +
yiPpc ti Pi

t-t
* 2оо,2 э

'J tro
ЕлFЛ

-9z
lлFlrr},

0пираясь на неравенство (2.2t) , докахеri индукцией noS - Ul вниз от

9 - й до ý=0 неравенства

й й ЕЛlПlу,,р1+l <

< cu, jrpi|_7 + СOф (IuDL,
К<S<пLа i-Or|,2,.,., f,-1,2l,,, l

о
Рчс

где

lз



-a
IJ t1l - _s,rp d 

- 
LJ* ( 

уО, 
l) ,

0< 0ср,

' 
пД 

|Dl а\ 
у", prrt -' С (t,i, 1 ), Q.2з)

0<S<K, j-0,|,2,..., 4-/,2n,,.

Леirствительно, при S-lП неравенство 12.22' следует из (2.20). Пусть

оно доказано для }tекоторого ý, К <S < rZ . Тогда из (2.2l)следует,
что

,r,?r-, iIЛ"! 
N,,pirr 

< С (с,1) +

* 2Ор,'i ;'|с t,г,1l + C(r) р;;;|/' 1tl ,1l|'\ ,

'l trо

учитывая, что

l-t _ K-s-l/z
\ K-s+,4

) -Pi
rъ y(r^-bflz)-У к-s+4Ъ

Р j*q.

t-t

9,о

lPil-

\zr
1-1

?-0
о.JJ 2pZ

" ,-о
а

-Pj
(-s+/+ r/z

Bpjif ,если ý 2К+2,

lеСли ý- N4 f ,

(2.24)

у
|,v

otf/z

(1

, S>K+2,

совпадаDtlее с х2.22\ зtsпt,lсённыr.t для ý - / . Одновременно получиl.t неравен-

ство (2.23) аля ý=К Наконец, пусть ЦZ.ZЗ) доказано при Heкoтopor.l

ý, 0<S<K Тогда из неравенства (2.2l) имеем

|-t

lrl--s-i|- JY,ri+L 'l:0
что завершJает индукциrrr Неравенства (2.22) , (2.23) доказанч. Из них следу-

ет, что поrf=O,t,2,,.. , l-/,2r.,. справедливы

получае}.r неравенстЬо

,Ё_,[ru! уiца< 
С (с j)- Сюр;;sаЬilz Р у,)"'

')'],,o,n 
< Сlг, j,4),

lц



_a2l n,-к\ |io

'r'irrn,<C{ail(ei-l*ф)+C(rl(Uy) 
, t2,2':\

Из неравенства (2 .2Ц) , если в нем заФиксиоовать 7'=Q и устремить l**,
следует (2.13) non f,- Р,/ Jl

Наконец, лля дdказательства вuполнения ( 2. l ц ) 3ададиt{ся про!:зво.пьdы..r

Ь> О . Найдется такое,число /g , что втоDое.слагае..rое в правой части

(2.25) не превосходит ёi2 3аФиксировав это f, 1 учитывая, что

Pio*! - 0 np" f,** , найдем ,"*о. lu , ,Й .,on {, lu первое сла-

гjёr.rое в правой части \Z,25) не превос^од"т 0f2 Тогда при всех /'rio+
+ [о в_уд", Trjir, . u

|еорена ч доказана.

ý 3. предварительные ле.{r4ы

3десь будут доказаны некоторые HepaBeнcTBd, необходиttые ;,1я доказа-
тельства теорел.r 1-3. Для лrбых допусrrлп" цО. d определи}r/,

el2| s
'l1t - 

^.lЁ
0
,у t

7,it т (l)

' y:t

,_,Пd ul
;Q)* ''o,u ,

(з.1)

( з.2)

(з.3)ф^ ч,,d) - / 
2И-К)-П 

A^U'^-'"i,;}rror\+_ty,лlrl\'dy ,

где длл лпбого 4,0<l<l</7&,

Ф!tу,-D'п' 7.i*, -,И*о(у,D/d-Dоп 
r * (у,!!t),

0.|ll<п-l , 0< Ipl<K
(сн. уравнение (2.|))

Леима 6. Лля лDбнх допчстимых U

венства:

l справедливu следуццие нера-

у,|i|r,,flr' 
u' or" l Ч'| < С Тyi l,

.. -У,о. ,"2*, llt Рузп qi * !Оr,,0 ,

у е Кl{у') qlспFt

( J.4l

(3.5)

l5



1,st|qЭ f,i-|Лl 
е ti Чl - l ру,, t tу'i , Сl Гуi l ,

stip Z |Dlпу:а(l) - Dlrr",6ty'l|" СТ 
fз'а 

.

!еК#\ W|-К

Рузt Ч) 7.fi.r_, ', 
ty-y)i,

[оказательство. Как и при доказательстве лемиu Ц, запише}t

(3.6)

(3.7)

(з.8)

( з.9)

(3.10 )

Использул равенства (2,7) , (2.8) , можно показать индукциеП поj-|у|
ВНиЭ Оа l -m-/ до i=0 следуrrщие неравенства

d

lc,t< Cl --"'Гii.t, ltl . С7r!з'l , кl',l<lп-/,

lг, l< С(Ту|,Ь + dK-l'l Гr|i't), 0. lrlGK.

Dlpy,n$)=|!r, * 
,Э,

Dtpy, а ty) - l ! Cl .l.l'П'l
#cp(y-y')P't,

Из них легко получить оllенки (3.q) - (3.7) , используя равенства

Лемма 7. Лля лпбых допустиr.iнх t иr.iеет ,.recToI

а 8 Лля лпбыf допустииuх

S-/.2,.. . справедливы неравенстаа

Фr tyi il < с 16 
2И-4 

1, * tiy'i' о )" ) 
* d' 1 * (у,, llj.

о
,

(з.11 )

llоказательство. Из (3.3) , условия Ь) ý | и определения (2.9) полу-

,rn, Pri|
- Pyt

Ле14r,i

ч и}.t

фr (|о,ц u С t"'" [, *ri,., _1lld'J li t -

. с d"* 
*' 

|, r S-''-*-" 1, (у'' О' rо.i.*,trлlРr: l |1 
у: l\,

|6

[Л|оl yo,E,l 
.[лlп\r", *

!

l

l
I

l
;

I

i

I



* C;ol, гп?+hкýriПo"*пr,(1"ri,rjtr)"' , чl-П-/, (з.12)
i=t с

ПD|чl y,,c,d 
< Folul yo,1 + 

'oё 
r',r}rn,nolrl y.,rit l(з.lз)

0-1l|< rп-|,

t|оказательство. В неравенство(2.t) подстави" /-,

'*Ul 
<П-|, то неравенство (2 .з) поч р-/ дает

[u|n -ГЛlчJ rза! yi " 't,i,* }Леd yiat
" (3.t3) ппи 5=/ доказано. Если l/l - tп-/ , тоrв силу (2.5) ,

LDlч1 ,,, r - Dlp,,, s, : Фft1t '. по,п""""" неравенство коttlи

| '"[Dt ;!;;| оr\r,t * сd"/'[л| (tr, prrs)l'Jy: а ,

а затем лемму 2 пр" g-fl f uo,s , получаен неравенство t3.r2) мя 3-/
Ппи ý={q...HepaBeHcTBa'(3.12) , (3.13) получиr..i, итерируя те х(е нера-

венства для ý-/
Наконец, докажеr.i две ле}rr{ы, касаоциеся оценок для линейнuх задач вида

r.2.1) , (2.2) . Условия, при которuх устанавливаlотся эти оценки, отличаlот-

ся от условий леr.rм 1,2 работы f2] налrпчпе}.i граничнuх условий (2.2)
Введеrq следуоцие сокращеннuе обозначения:

к,.: Kr 0), kк t, K rL к! @, к': к!, t! - S! р), Е 
О - Е', .

(Kh) является реr"""., . КL

'|,,
. Если

уравнения

oPrt-,l'"'/ |чr,.^t*о

в кото.ро,.1 
/G( 1Z) е L, (Kh )

х еКО, {= [{*, l".t - rп}

lРlеП

Пусть, Kpor,te того, в сr.rысле ВЫПОЛНЯDТСЯ УСЛОВИЯ:z
tlг

-0 j-0,1,,.,,п-/,

( 3.14)

ты l"P удовлетворяот при лобчх

HepaBeHcTBar.r:

(3.15)

(з.16)

(з. 1 7)

@.f ,г + {- (ilj - 0,

а

,r}*rl * р 
( Z ) €4 { r' ^,}, 

{ х-сDпst >0,2

<,

,Erl l*rtzfl .0t - сопst.

0z ý{
j

Тогда для лDбого ре (О, l) справедливо

l7



!Гr
ZJ

lý(lCп

где, по

\ttr( л,.с
Yr"norrrc (3.3) ,n,t,r., 

, \lл'rf lz+р\ ,
(з.18)

постоянные,

f=
[оказательство

пусть {(z)c i-CKl, 1(z)= t
-4 2' 

11r(z) е \i/: V ft ) }iожно подс

написанное для уравнения (3.14) Дальнейший ход доказательства не отличает-

ся от доказательства леммы | пз работы f2]

Лемr.rа 10. Пусть в условиях леr,rмы 9 коэФФициенты

{uo
член @о,, G) (Z) в оВласт" /( обрацае тся в нуль. Тогда

- 0 пр, |ocl < rZ и, кроr4е того, известно, что тейлоровский много-

длл Функции

при zeK, , Тоrа. Функциlо l(z) -
тавить в интегральное тождество (1.6),

/*о

t

тся такая константа

справедливо неравенство

(з.20)

где величины t* определены в (2.9) (с заменой / на ZrtГ на tГ), вел""пrа

у определена в (3. l9)

Ilr,p:T, ;tП-К) |J * to, D + р-П 9\ ,

l|оказательство. Пр_едставиr.r Функциlо ttr(Z) *а" cyr.{My двух функций

ч n ltГz , где llrl'Й: (ко ) - решение . {h ур""rения (з .1ц) и,

следова тель но ,

> \ |Dur,l'd,z<Cg. (з,21)

тогда Функц ,^ ;"::#^.*r, Ц! (Ц') , ,оо"п.творяет " КLуравнениlо с

пос тоянныr.lи коэФФициента.,rи

^h 
l"(ЬlРtsП

D - условиlо

6*rOР,r)2 F t)|"'-Dt ( -0
ана

0/ а.|

Тlr'-0, i-0,1"",п-/,
Из оценок вблизи aoL""u., для уравнени]'! с постоянныltiи коэФФициента}tи ("".[BJ)
следует, что аr. С- Ш:/) и справедлива оценка

zeK|ul<t<П |ьt<ьmч
Применяя-неравенство 1z.8) , а затеи (3.zt1 иВ.22), а также учитывая ус-
no.". $,rВ):0 , получаем:

l8



\ Z'*rlD"{r- Po,p|'d,, " Сr'\, Я |r-al'd, .

. /,r'r?_\rlru', |' + lтu,,rrl') d, -
К,

= Cp'(y r pn

L 141.111-1

lаl-П

, получиli (3.2О)

l4l-пl-t),
l2'orl')d, -

* Cp"Ly*p" (l 2',,, l'+ | D'a, f )l d, .l
к

(* Cp'Ly*p" li@.t)+pl} . Ср' ФО t* tвл + F ),

2й-к- t)-ll
Донноlrив на 7

ý Ц. 0сновная леr.rиа

Лемна lt. Пусть qункция кt
задачи (2.t) , (2.2) в области

некоторuх /"eKlrrtYl,
наltдутся такие константч ёло'

0е
0
@, dоl

(о, t /21

то

и последовательности

tИ) е
K|'ql
, doe

|{: t!i ЯВЛЯеТСЯ РеlЦеНИеr.i
h

. Для пlбчх чисел НrО ,ir(i,й
, что, как только для

вчполненu неравенства

(4.1)

(4.2l

(4. з)

(4.4)

,i], n < н,

'f],n 
- 0о,

t,ч', i)* oi ,

Ф"tу',t) - о; ,

Х_ $",gl) < 11"ztttt-Kl |Х. rу., d) + т-О Ф_ t:,{. dl\ (4 .5)

1*о".r""r" Л определена в леиr.rе l0)
llоказательство проведеr.r от противного. Пусть найдутся такие числа

Нrс , те(о, t/z)

y'eK|rql lu{o (4"z/з)ёrI 0,

- rl)

'!itu
-G'l y',ll

н

, что

(4.6)

(4.7)+ 0 ,если |) *ю ,

l9



r.o, t !* (у ]4.l, * ,уО, tr,tl- ej , (4.s)

но

X-tyitlr'l, Аg2'*к'lх*rУ, dч\+с,"еqJ,iJ)\' (4,9)

для каlкдого значения 9 уравнение (2,t) выполняется в области

riir' .yu' перенесем уравнение на области0е О 
r0': кЦ, tr-+

(""no"rn", К'- к!(о), ý ':S! (ol) 'u 
путен преобразования коорди-

нат

При эточ множества

t- tu

tYU) перейдут в r,r*oжec'Ba

Пv > l ,

$- tl

t
,",: 

{

,!:о

i,
J 

о',

если

если ,

На 
""ol*ecTBe 

( определена последовательность qункциЙ

aIt {z) : о;| l;* |t Qu+ 0u il - ?tr, ln ( у'+ tu zl\ .

Тогда для лобоrо .,rультиинАекса ! , 0 - 1/ l* Z , будет

л; ,г И\d,z)-сlt,*"'ч! ,tu kl+_af Ч| t ty\d,z,l=v!al,
в частности,

'; 
, U'+ lur)=Bu lч''' П, ,u (z), lpl- п.

Если определить, Kpolte тогоi

{о Crl= lr'-'*' lЭ*tу\lчr, 7!Bi, lorl-= п , lpl- П ,

Po*crl- r;' l;,-^_Ьl ф: tу\ tr r, 7!Gl) , l.,l< п,

то Функция tlГr В) удовлетворяет в област , К'О| уравненио

*,?,nr'''r*tЁ, 6!оил!ао + r!tzl!- о ,

(4.10)

(4. 11)

(4.12)

(4.1з)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Соотноllения (Ц.8) и

а так).(е ( в сл.ысле /n ) граничноr.rу условиr)

0 
j,лl'
,'| -0,, j-0, l,...rп-i,

которое ""ro!":"|"^::"i конечно, nnr" no," 

'ri'i 

* О'

20



(Ц.9) переходят соответственно в

и
mас Ро Ф, qr \- 1

ro Fl , Аt'И'^'[z, tll +с-ОуОl.- Ас"**' ,

(4.17)

(4 . 18)

(4.19)

(а.2о)

(4.24)

где, по определениD,

р,: 
!n, ..7.," rpj

I, 
Qo) 

:f2(П*'-К'Бrrr_, 1ot ta,

В последней Формуле а u,7 k)
ции al в области Д, (напомниr.r:

Г 0 ,если KlnS"'+O,
Lu,rtz) - J

l_ ?u,rtZ) , еслч Т, п 8U'- 7 ,

а r.rногочлен" 9l,rP) степени 777-/ определяDтся равенстваl"tи
''\ 

Л'(rч - ?Ф)dz:о Vl , 0. l/ l < п-/
(с". лемr.rу Ц)) . 

(f,"r*o 
видеть, что всегда

Q\l2 dz,

-Qr,/')o,p Vpe(o,i).

0l,pQ)-E; d;r|?y1rr,(yr+dul-9y|lu V* lud\ , в.22)

в частности,

au,, {z) = 0, tа.2зl

Устремим J к бесконечности. Переходя при необходиr.lоGти к подгlоследова-

тельностяtt, устанавливаеr.t :

r) ,l-rо.ф'-
2) Возr.rожнu два случая:

а) суцествует бесконечно }rного номеров 9 , для *оrорrl< J
0rбросив все остальные значения 9 , считаеr.t, что все уравнения (t.l5) выпол-

няотся в области К- Kh' , ho- 2
б) аля всех ! , начиная с некоторого, Uro", E'U'+ / , т.е. все

*":З ''*, .,";,;;;,i,"""_'i ;:, !:"],!:;t!rЛ l ý,, 
u.' 0!!ф= 0 ,

суть тейлоровские }tногочленн для Функ-

(4.21l

/
(Jl

Разницу в доказательстве случаев а) и б ) будеrr указь.вать по мере необ-

ходиl.tости.

3) Покажеr.r, что

'|?r: tu (у'+ lur) * pV'- сопrt

2|



равнонерно на К при лrбоil /, '<l/l<K.Действительно, в случае 2,б) все ?ol,nu = 0 , а в случае 2, а) нера-

венства (3.61 , (3.7) вместе с (Ц.6) , 1lr.7) дапr,

fttп ,urllDl 
P!u, r, (yl -ЛrРуr, ru (у')|- o(l , l) _ ф ,

lo"."*.ir" ,._COrr,tuQ')-Y!r, 
^ . 

стабилиэируотся *р0 в силу их ог-

раниченности, котdрая-вuтекает из t3.9) , (4.6) , (q.7)
q) из (',.17) , (Ц.zо) и (Ц.23) следует, что (в случаях 2, а) и Z, О))

l'Лчlw,-lш) *С' (4...5)

значит,существует r"-:'" rr;;;.^ а е Wi] t К ), "rо !|rr)'u-D| а
слабо о L, Ш) при лOбоr.r l, 0= lSt< rп -/

5) из (q.25) слеАует, ,rо еrDluГj * с почти.всоду в К прп лобон -

1,0.1|l<m-|.
6) из 1r.ll) в силу 3) ,J) вытекаеТ, .iтo пои rпбом /, 0"|ll** ,

Bvae, pl Q) *,Ql no.r,,, всоду в ,(
7) ilоопредепr" 

'r"*,,,, t;?;;'no" Ze КhО - К 
(') 

следуоцин об-

разоr{:

{овr.=tuF- Л.r(у',ru'), lo 1-1рl=tп, /j, ut=0, kl.rппlрl-п.

ТогАа, учитывая непрерывность и ограниченностЬ ФУнкцпо ВарU, ?)
"r" |, К|/, , 

ffi"r. т""""7, f f , n" (Ц.13) , t) , 6) пблучин, что- 'lo 
.,ъ 6.оС,) *6.^'! апsl

почти всrrду Е К'-О прп'lorl -|Р|-'Й ,

pa.Ho,.rep'o . кLп," ,!{4:!,' ,/,! ^.Поскольку коэФФициент, Л"ь ( 
У, Z ). удовлетворяли условио а) из п. l ,

,о on^ 6!,F(Z) ( 
"n"oo""r"nrro,*f, ol^" 6*о ) 

"пр"""дппвы 
неравенства (3. t 5) ,

1з.l6) .'
8) Доопреде n 

^ 9!(z):0 при ZEKlo- K'u' . из \q.l7) , (,,.19)
тогда следует, что l'9ltzllr,Bho)< С , т.€. 9J О *9*tZ) сла-
бо в Lr(Kh") Vn , 0( Ь(Ё; .'

9) ПриненяЯ ле}ir.iу 9 к бункциям lГg ( поскольку они являlотся решения,.,rи

задач (4.15), (q.16) , а функции 6!o'{Z>,как указано в D удовлетворяот

" 
(("J"по"ияrr (3.15) , 13.16) , пойr", для лпбого ре (0,1)

,r?п.\rlл'r,оt
из этого нерабенс

слабо 
" 
Lr(K2)

'd, * Cp,lfi.,_,\rr'* (illzdz* /u} ;

тва в силу (r,.rZ) и (Ц.25) слелует,,'оDlЦr*_/Р,l
Vр,|рl-п Vpeh,l),

22



lO) Проиэводные порядка п-l Функций tlIJ ограничень, в Lr(K) tс",
(rr.25)) , а произвОднuе порядка /ТL , как указано в 9) , ограничень, в

L2($) Vpe И,t) ; как извеСтно (си., например, [5]), отсрда следует,

что

Dl,rru *2l , . /r(К) Vy lxl, п-t Vpep,t),
ll, 6)1только для случая 2, 6) ).
Функция 4f в смчсле L, vао"пarворяет условио

0jtлгl
ffi| rr, - 0, i-0,1," ,, |П-| , (4,26)

Действительно, Функции4Гчобпашаптся в нуль в областях. Из 9), l0) и

того (фкта , uro/",,l* ho, "i"or", , чтоО(Z)- Q почти всоду в KrKho ,

что и требовалось.

12) В силу 7) - 9) MolKHo перейти к пределу в интегральноt/t равенстве
( l .6 ) , написанно,.l для уравнения (4.1ý) ( при этоr.r ф , rюВая Функция из

ё- (Kho ) ;,для достаточно больtлих t' будет ,,1, е ё* ]K'u'))
Тогда в области КП'""поп""ется уравнение

ё {-l)'"'Л" (R^{*oo'r1]"f,rc-r/"' D\- о . B.27l

13) (Предельный переход в (4.18).)

Для Функции uГ(ilо областях Кр, Tap<t , определенч тейлоровские

,iiногочлены

Qr{zt- {' 
,еСЛир,lо;

|, N, t'l ,если р, h о ,
где .iiногочле."" ?,еВ) степенu t77-f определены равенства},rи

\^Л| tr-Nr)dz - о V7, 0< l'1l< rп-/ (4.28)

(cr.r.лer.rr.rv 4)r. По аналогии с tЦ.19) , (l{.2O) определиrt величинu g ,i(p)
через Функц"" f*(Z)rU(z), Q, {zl из 11.28) и леммu 2 вытекарт

неравенства

rnql. iОr"'-^-"-О'h,\ tr},, ( dr, l-/,2,з,..., 14.2g)

r tp .2-ар2(п-к-l,,п \ tлl, l'dz.тZl
lll-п-t

(4 . з0)

кр

При Р-| неравенства ('r.29) переходлт в равенства в силу 14.23) . Учитч-

вая еце, что вследствие Ч) внполняется
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\
к

получаен из (rr.3о)

г\ I Dl,rrrl dr,dz
2lt!D

2

!-оо К

I(t) < ,Ц"*rо (t), (4.31)

Аналогичнчм образои из (Ц.lt) и 8) следует, что

(4.32)

Покажем еще, что

ý 5. Вuпрямление rраницы

В этон и следушцем параграФах будут доказаны теоремш 1,2.

l|ель данного параграФа - переход от задачи \l.t) , (1.2) в област" G

9"Е9'.

oW.Irrcl<rG). (4.зз)

Необходино paccl.|oтpeтb две возl.оlltности :

а) Если !.hо \r.". Qt- ?t) , то при достаточно больщих У будет

О - hl ,0l," - 9ц" Из |0) , (4.2t) и (Ц.28) следует, что при л0-

бо../. ltl - п-| , иr.iеет нестоJ v 
Г,Пt,rJ ц€ - Пlg u,r-Tl?, -Vl11 о,

и (Ц.33) обраrцается в равенство.

б) Если Е >fio , to Q"= 0 , следовательно,

rG)- 2-Пt2@'l'О-П Z \ tлlrl'd, -
ltblП-t у,

, rl+oa Vl.П-l kt

\использовано l0)) . Учитывая eure (Ч.3О) , получаеr.i ('r.33) .

Используя \lr.3t) , 1Ц.]2) и (Ч.33) , а также неравенство

Йо"+Й бч.2Й цач+!,),9*оо'9-ф'9-*
справедливоё пои gч>0' , -6,r> 0 , получаеr.t из (Ц.l8) :

rtг) > !чг"''-' |i ul +г'О р\.
Кроме того, из неравенств (Ц.l8) и (4.ЗЗ) имеем

r (с) -- Д с "'-') , 0.
Последние два неравенства противоречат лемме l0, принененной к Функции

a(z)- QrPl , поскольку она является речениен задачи (q.27) , (q.26)

Противоречие доказчвает ленму 1 l.

2ц



к эаАаче виАа (2.1) , (2.2) в обласr" К: Qlu S! ql и тел. ca}ruн све-

дение доказательства теореи 1, 2 к доказательству обратноrо утверждения те-

gper.ru 3.

Если i<g) , то при некоторои !2Р бчаеt Ко@) F Q . B.rn
случае достаточно переобозначить q-!, Э-Т, Ko,tZl-_Ki tУl., l гА€

Ъ-!", u!?:tгQ), lt"o (с,?'ч) - -'|),ср (y,?rc), L,@,?rц) -
-ф (у,Dlч) -, 

чтобi перейти * 
""д"ч" 12.1) , (2.2)

Пусть тепер" .Ее ý Согласно условиD ""ýlс". ý t) , найдется такая

область V-Va , EcV , и такой диФФео..iорФиэ..r(класса С'19-gп:
V=tr} -KJ|y! , что !(Е)- 0 , !(Vп^l2)тК', 9 (Vпjl).-s'
полоltим Г-0, N-=l, /t- 0 , тогда К"- К| ty-l , So- 3i tgl
НайдетсJФункция uо@)€ С' (0 пV) , удовлетворяlоцая "" ЛП У гра-

ничны}t условия.l (1.2) , тогда Функц"я Ц-Цо удовлетворяет такиr,t же IgJюви-
ям при Jl - 0, и, значит, если поло){ить tГо(у) - цо(!-|(уl) е Са (КО) ,

ТО ФУНКЦИЯ

tг Q)-uQ-'tyt - ц(у)еw: (к") (5,1)

удовлетворя", "" 1ýО нулевы}r (раничныr,r условияr.r (2.D . }|охно TaKhe убедить-
ся, что при за.{ене I*| -ttC), !(С) *tI(!) уравнение (1.1) пере-

хсдит в уравнение (2.1) в области К" , Апл которого выполнень. условия а),
О) ý l (возмоtr<но, с новы,irи Х, 0| , 9arО),

ý 6. Доказательство Teoper.t l - 3

Пусть выполненu условия теореr.rы l . Определин rtнor(ecтBo Г С G как сово-
купность тех точек aoeQ , для которых не вuполняется условие 1l./) ни

при Kaкol.t 4 > С , тех то.,е* r'e J , для которь.х не вь.полняется усrювие
r.1.8) . Согласно теорене l "з flП ,

Нп_2tm_кl+q(7)-0 Vi,о, На_2(rт_*r(ГПJ)-r.
Пусть .7 € 4\ Г . Для докаэательства теорей l ,2 достат.lчно установить,

что в некоторой окрестности точки ;f gункция Ц (2) принадлеilит пространству
пп-trlfэ
|J.

Как отнечено в предuдущеи параграФе, перейден от задачи (1.1) , (1.2)
в окрестности точки f к задаче вида (2.1) , (2.2) в обласr" К! Ql 3а-
нетин, что и3 выполнения условий (1.7) ,л" (1.8) при tro-E следует вь.пол-

нение соответственно условий (2.17) или (2.18) пои УО:
np" |eQ булет ц(э)l-_ U(!) в окрестности точки j -

у
{

. !ействительно,
а

, а при Jг€)
(2.18) следует из (1.8) в силу определения (5.1) и того Фахта, что

aoty), ?-'(рес^(R").- 
АнjлогйчНь...{ рассуl.(дениеи устанавливаеr.t, что Функции U(O " tГ(у)
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Тзким образо1.1, доказательство Teoper.r 1 и 2 сведено к доказательству
теоремы Ц, которое, в своо очередь, в п.2 сведено к доказательству обратно-

го утверждения теоре!tы 3. Проведеrq это рассуждение.

0но основано на ле}t,.rах 7, 8, t l . Удобно считать, что в правых частях

неравенств (3.1l) - (3.13) стоит одна и та же к'онста"rа tо.3аФиксируем с

этого момента

а - fiLlL
I

й
(6. 1)

ПРИНаДЛеНаТ ПРОСТРаНСТВаr"t

временно.

где

иэ (6.2) , (2.1t)
ледовательности

i - /,2,", ,

+)
[величина Л - ," же, что в неравенсrве (Ц.5))

Пусть для некоторой tочки 
УО 

е K!r"tYl суцествует такая последо-

вательность ф , j-t2,3,'', , чтЪ 
"'попнены 

соотноlления (2.tl) -

(2.|q) В.,Ьстности, найдется такое 
"псло Н>0 , что

-0l Н

'у:0 
*Б 

'

, {о/2ll=(,- с,#,)(
а N_ - число .,rультииндексов oс , для

l u,'обп".r" К! tП , ,.io){Ho из ле}i}iы

do е (OrZ/| 
u -! 

E"nn необходиr,rо, y}re

,"*#.
Аналогично, уtrеньшив при необходиr.tости

l+ )

(6.2)

Qt
tп-l

|-а м| (6.3)

которых Q<ldl<rП-/ . Зrая Н,

l l получить ч"сла Ео 2 0 1

ньаич, Ео так, чтобы

(6.4 )

, считаеa.t, что

п0, 2
(6.5)C,'t; (t*ei*

dо

ll
0
2

)
е

л z <е 0

2

, (2,|2) , (2.1Ц) следует, что наirдется ,"*о" /
dj , что

l.do,
(l) но,t=й

из пос-

(6.6)

(6.7)

(6.8)
'I
J*

2е о

Q", 
d1 ,

zlbr'
_ (2, 0о

Кроме того, .:,* 
у"^{ S! ql , то п9требуем, чтобы l.yi + l Тог-

да_ величина 1_ t i,l1 
'r"ioepr,"ra 

no У в точ*е !О *"*'no,

!" €Кi, (!) ,'r"* . по" YoeSl, tyf То lKe относится и к величи-
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, (о _в)*" Г;,:; , 
'i,; 

Поэтоr.rу найдется такое чисrю rое(О,t/Л
что для всех точек !rкrо(у\ пФр n""o, "J.ro

,;,'Ь-. |,

!*ty,6< -*
j , что для таких

ёс,**t- бi о3
т,

Покажем индукцией по

1*q,сjt) * с
у справеАливо

j:Or/,2,...

ý

|-t'/z

(6.10 )

(6.11)

(6. 12)

(6. 1 з)

пои j= Q (6.13) совпаАает с (6.t2) Пусть неравенство (6.'3) установле-
но при i-0,1,2,. . .,S-/ Используя леrrяу 8, неравенства (6.1o1 . (6.1l)
и предполонение индукции, получае..t последовательно:

npn l/ l- lп-t

ПЛl,rП dк-,t*l
ёо

у,q"л 
< + со ;4, d*'r'# Я g,/,

io|, \ 
n

- 

l.
t-l'/, l '

tl

d
x-/1'+l е.

(t+C,ll
п9ч к<lуl:rп-Z

i"/2
[лlоl y,", t * 't' 

о,
+ tо lпl

)!)

ILo

(-

(-

i
t

*U"ý
1,0

#)(*,,#)

,' I (,-r,
,

(,r С"

и вообще при К <l|l< m- /

[zt] !,l,f* d'-'I' # r,* r,*X| - Э)'-"'''. (6. 1,|)

домноl<ая (6.1'r) на 17sДlUl-К и су,..}rируя по/, (< l|l< П-t , получа-

er,r, вследствие (6. 3 ) ,

Г'j,'о"t * Ео (6, i5)

Лалее, учитывая (6.10) , (6.Ц) , (3.t3) " неравенство (6.t5l , справедли-

вое, по предполо,*ению индукции, не только дп, j=ý , "о и для неньOrих

значениri 7 l получаем последовательно:

прп C<l]/l- к-|

z7



н
t' !ь

н
'а

s-/

[лIпl
у,т

+ Соlпоо)^оj =s

при 0-|У|-к-

[пl ol 
!,"" l -

l+ Соп

|-с

*Coto#(,-#)
(l r С"о\'
\ l-T/

)t

2

н
л
н
t

I.-<
|-г

и вообце при 0 -l/| =К

LЛtчl {,",t.#(,r *)^-Ul . (6,16)

Просуr.rмировав неравенства (6.1b) по/, 0<Wl <к , " (6.14) при

[l - К, а также учитывая (6.3), получаем:
(6. 17)

Неравенство 1b.rZ) .kr:,:!rll'ronr*o мя j-S , но и мя всех r,ie'b-

чlих значений 7 Из (6.1Ц) , (3.t) n (6.3) слеаvетr что

rrilr, -dО'*'Оо, i-0,1,2,",,8-/, (6,18)

а из леr{r.iы 7 - что пои f-Orlr2,.,. rS-/ и!tеет место

Ф* (y,ol l ) - ц|tri а )"''*' (, r е'о dzk'-ro) +

+ 1ciil'ciPuT-K1-1J L\-л2J

= 
Co l'c2j(^'*' (, + oi+ #) = "П+ziOа-К) 

0i

l*(!,T't 1 * ! r"^*'' l1* (y,"u' il +т-" Ф* (у,с*' tfi *

zиt-K)-l [ Гzсп-кl-Лts-п Et

lг- - /+t }

(с". (6.S)) Последнее неравенство Br,recтe.c (6.rs) , 1b.lz) и предполох(е-

нием индукции по3воляlот при,"iенить леr.rr.rу l l в форме

а;
fi2

-,! о

2в

2rc4)(п-к)
ъ<



_ _|ztп-кл- fS Е:<g F,
чеr..t и заверuается доказательство неравенст9а

следуФчlуо леr{r.rу, получиl{ требуеr,rый результат

Аоказана С. Кампанато [l Z]

еК
{tуЛенма l 2. Пусть le Lr(Krcy l) и суцествуот такие точка

( ь. l з) Из него, используя

В изr,rененной форне эта леr.rма

у") , oKpecTroiTb u точки и число > О , gTsl для лrобыху'
у, '/, 

(!
vo ре Q, Ро)

Еr-
, найдется такое ч]ri i |о

у,р
,-jЦ

(6.1!)

зависит от ц, р ) Тогда._су,цествует такая окрестность

получиr.r

Г,,r|l r,,
Ср

( константа f, не

ч точки у" , "r" l Ql с'С О.k 
\V,).

Неравенство t6.|3) в соответствии с (2.)) означает, что неравенство

(6.19) 
"nnon"""r." дп" / - Dl[ , lrl- z-l , -

I rКrочlпф) , p|,tjd' ,_' i:,,.',ц_. .' , ir,r- u'ru,r.
РаСПРОСТРаНим еГо.на 

::" уеКrо(у')-Кr,. (I) (в случае

y'.S! (!)),, 
""" ре (o,d ) ; " 

i' ' -d '

" пr&' !. К'"оtуэ.. К!r, t! l , у*- блинайuая к ! ,о,,*" ý! tP ;

ТОГДа!J!l1til=0, j-0, l,zr... , и Функция tr обращается в нуль в
,области' KTjt ч) - Kr;s ty*) поэтоr.rу

ПЛ1, - l)., i t )t1 
у.г 

i t 
< V l v - rr*, 

r, о )l1 
уз il t < Сr j f.

Наконец, пу.ть даны лобые / aКr^(у') , р с (0,iJ Найдется та-
кое f >0 ,чrоГi''d!р-"Ьiа .Тогда

Ei 
',о 

- Ру,ti tt|'] у,р 
< t-.[Лl ur-Рr,ri )l1 y,"i t *

<Е-а.сrll*сt-о''Р.

Такиr.r образо..i, при}.iенив ле},r}.rу lz (с Vо_ Кrо ty'))
_Dlo . Cq'h 1V,) Vу , lyl -*-i

(зяесь [ - некоторая окрестность то"к, 
УО)

Teoper.ra 3,а с ней теоре,lы 1,2 доказаны полностьо

ý /. flругие теореун о регулярности

Достаточное условие (t.Zl , (t.8) гладкости речJения задачи it.l)
,t,2) в окрестности To"*n аоеG позволяет доказать некоторые другие

теоремЫ о частичноЙ регулярности таких речrений, а тахr(е об их гладкости
вблизи границы.
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Teoper.ra
пП'|,|h

то ЦС lJhc '

РеСтность v ,

5. Если в условиях теорены l инеет ,.recтo (- rп - П/,

\ : lD'цl'dп-0,
Q"OKtr(t) lal,a
тся для лlооои точхи СО е S

найдется такал ее ок-

[ействительно, в это}.t случае (' 8) переходит в условие

ы
t-+0

которое выполняе

Как следствие теореirы 5 получим результат о гладкости вблизи rраницu

всех решений задачи (|.l) , (1.2) на плоскост:1 (если П-2 , то при K-rn-|

будет Ц'С;;r'''/" |ýD . В отличие от работ и.нечаса fЭ,lо3 и автора

f7] эrот результат получен без предполоD(ения равенства или близости коэФ-

Фициентов Д.р" Дн прrп l<]l-|pt-п, но при дополнительноtl условии их не-

прерывности (чслов,"е а) из ý l).
сФор}lулируем еще некоторuе результатч об уrlеньщении наксийальной раэ-

r,tерности 
""о*есrва Г в зависиности от повulления априорной гладкости peloe-

ния. Результатu такого рода приводятся в работах И.В. Скрчпн,п*а [3 " aoJ.

Teoperчa 6. Пусть в усrк)виях теоре..rы t имеет л{с*то (/ € W!,6o G),
,де р>2 , к> lfu - п/р Тогда

Нп-р(l-*)+q(Г) - 0 Vrr 0' На-рl,п-к)(rпs)-0 , (7-1)

Для доr !зательства достаточно приr{енить неравенство ГёЪЁдера к интег-
ралу в (1.7) .(t.8): при лабон |20 и,{ее}i

РпКуGОlýЬП

4 f,6-п+2tп-о-r p,f#(_\. ,_. ,/, lD*u|rd")+ -' 'ЯпКs(r9 t<r,

9пК7lхО)В|'m

" (7.t) следует из теоремu 2 настояцей работu и теоремы r "з Е0
Если K-rп-afP , то (l .8) перейдет в условие

^ 
0,,ъ \ U l-D'ч lPdo - 0,

}*ag dпкаtх) 1jl-пl -
которое выполняется дл" йбoй точки ДО6. ý Полученный результат сФор-
иулируеИ в виде. отдельногО утверждения, обобцаrщего теорему ý.

чеwhсG),Теорема 7. Если в Теоре,.iы l выпол..яется
где р>2, к-rп -n/P , УЦС

]0

(J).



Teoper,ta б допускает следупщее обобцение

Теорема 8. Если в условиях теореrаы l имеет место Z,€
лl

ly/P,loc G),
гАе tr0, р--2, к>п+l-п/р ,То

Н 
о -Щоrr-*r*r(Г)- 

0 Vi,0, н о-#-rrr-rr(ГпS)= 
0,

Для доказательства достаточно за}.етить, что в этой случае, в силу те,

ope}r вложения Соболева ("". [5J ),

uаw:о . (с),
ар,{0с

а затеr,r при^.енить ( 7.1 )", ;r" енив ,Р "а ПРf СП -tPl ,

Аналогом Teoperirы 7 в этоr,r случае является следуDцая

теорема 9. Если в условиях теоремы l справедливо l€

Lщ4>0,p>2, кпfu*l- п/р , ,,ЩТ* {{Н"''
3аr.rетим, что если в условиях теореr4 5,7,а соответственно будут

к<Iтъ- пl2, к< |IL - п/р, К <'ъ+l, - П/Р , то утверждение о ре-

G вытекает из Teope}iгулярности произвольного решения всlоду на }tнo}KecTBe

вло)кения
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