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зАддчА кOши для 0днOг0 l(лдссА гипЕрБOличЕсl(их

вырOжм|щихсл урАвнЕl|1lй

В . А . Брrоха нов 1Новосибирск )

Цель данной работы - получить достаточные условия корDектности задачи

Коttlи для вырождаюlлихся на границе уравF;ений, обобчаочих хорошо известное

уравнение
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В слое Rr-ГО,ГJ rRП

аt,
(1)

J(aK известно П -6] , класс корректности задачи Кочlи для уравнений 1 l )
ач

определяется коэФФициентоlq 4 при произволной v7
l|еслонный анализ показывает, что в случае уравнений второго поDядка,

приводи},rых к виду (l ) , класс корректности определяется поведением корней

характеристического уравнения в окрестности линии вырондения и поведением

коэФФициентов при производных первого порядка.

В данной работе будет показано, что и для некоторых гиперболических

вырождаюlцихся уравнений высокого порядка }rox(Ho указать классы KoppeкTHocTtI

задачи Коши в зависимости от поведения корней характеристического уравнения
и коэФФициентов при ,.rладluих про"звод"ых f3]

рассr.rотри}.i уравнение

ц u +>
i-0

d;
D'Oy |,<zl

rп-L

РtDr,D)ч - Diu +> l,$l

thп
|rll+7 -rn, Й=*, !о'ou,j n
lrl>0

в котором ) = )r,... , Yn, ./=l'r, ,r/" Целочисленные ."tультииндексы,

Onl постоянные , Функция Jft) е С'( CO,TJ ) удовлетворяет условию
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пчсть \ - C,(|)<(hlrl,-, ,L.- 7л(1l<ttl lgl - корни характеристического

:f
Ы *ttl.t :аоr0, р>|t+0

, с нормой

Р^ ti - t * ,,},", onj *'ull, uri. ъ, - о.
lrll > 0

Будеlr считать, что для них вuполняотся условия:

RеХ"i:0, i-/,,,,,m, r (з)

)""*?"1 , K*j, t>0.
из условий (3) следует, что уравнение (2) строго гиперболическое при tr0 .

Для уравнения (2) рассl.,|отри}.t задачу Коди с начальныrttи даннur.rи

лi ulо lt_o-Q;@), i:0",,,m-/, (4)

Мы будем использовать следуощие пространства:

WjtП't- пространство С.Л. Соболева с норr.rой

dэ;
да

l<(

- пространство гладких на отрезке L4Г] or"*.1,n; 
"о

значенияttи " Wj rR")

уравнения

Iсlj: \

Г'(гр,г]w, K"l)

2,)

ц
l0

s.
llc l,,^ : 

fi rt:rl4 u| r-j i

4(Ь,гJ) - пространство непрерывных на отрезке fo, ГJ оrr*чий с норr.rой

tлlл - пла |t-'rrl;
0<tсГ

пUr, ,^, - ПРОСтранство непрерывных на отрезке В,Г] ""*rор_Функций
tI-(lIor,,,,[c) с нормой с

j=0
nj| *i

3l|
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Теореиа l . Пусть вьaполняDтся условия:

(5)

Тогда для произвольного ц"no.o /V > 0 найдутся числа P(l,/,

{, С"(fо,п,g(N,аr,,,d1 )

9j .'r,t! R')
из пространства

iuyili,|,_

С^(rо,п, w d-n tп^l).

Легко видеть, что начальнче даннuе (4) rroжHo свести к однородным. По-

этоl.|у в дальнейшеrr мu будеr.r предполагать, что Pi = О

Вuполнив преобразование Фурье

tt (t, у) - Prjt \ ,''*g' u (t.c)da,
-RlL

сведен задачу (2) , (t) к задаче Коши для обuкновенного диФФеренциального

уравнения, зависящего от параr.tетра ll

р 0t ),l - D { ч, *" 
ryZ_,o 

ооо"\ {i, |)u 
l ! о - 

Н, р,]rУ р,' yf 1Ъ-Г -

[j- o|*i'2|ri-i''I u, i-0,...,*-2 i г"_,--Di-',r .

l\r1> 0

3адача Кочlи для уравнения (6 ) при каждо}.i ft имеет единственное рещение.

наша цель - оценить повеАение рецrения в эависиltости от z
2. Сведен 3адачу Коши для уравнения \6) к систене интегральнчх уравне-

ний. Для этого введен новые Функцииr

такие, что для лобчх функций

существует единственное решение 4(/,3)задач" (zt , (Ч)

(7)

тогда функц"п [, удовлетворяlот системе интегральных уравненийl

t
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J,o ((f) \r,rтr- 
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dT i-0,...,m-2; (8)

["-,
п-t

Fdг (9)

пFе . rк+is-t
Kj,, - :

р; (се)

где

к- S-l

коэФФициенты

S,i-Or,.,,п-2,ai(
п

'е,I
lr'l>0

= tr.,,rtfu , являются корняl.tи уравнения

Пi tъl: л" *''] 
^ 

опi tцf .ЦГ|" , ?j : о ,

!rногочлены Pf W, частные от деления характеристического r.rногочлена

9
р

к;, Bl.
бо, t;g)

lp'l.п-s-l lуlфs-lе"-s-J],

гАе

Ра с!е
в/

Pi t crl

удовлетворяет условия!.r
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"цWtрl 
с;! )l+l-П l=*, j- 0,.,.,rп-2.

Лдра интегральных олераторов в ураВнеНии (9) Кr_r., , В'-'

ные и ограниченные функции на 'r'oжec'B. |ОrГ).|О,ГJ ^ 
RО,

3. Для доказательства существования решения с: ,темы (8)
требуется одна простая ле}it..tа о разрешиности уравнен,:я

дtr-Вr-/z,

- непрерыв-

(9) Harq по-

(10)

Лемна | . Пусть имеется последовательность непрерывно вложенных друг
в а банаховых нств wj и два лин(,йrпlr on"p"rop" / ,В,_Щ-
деленнuх в Пус ть вuполненч условия:

&о) ЛW;-
ченьa во всех пространствах

ч
ч

А,'

(l,4-'l.C."o), /=q7,.-
Wi*, ,

и нормы оператора paBHo}tep но ограни-

и выполняо тся оценки*r)

lB'clyt
dз)

on"p"rop 8 оrоора-аеr_W в

. Mji-Pli '
!ля достаточно больчlого О найдется пространство W С w0

rydry
W. Ч, 8}VсW,такое, что

ГГ'iQ-. l
езr"r*_W'

|Вdо. dпllIl,L аля tI€1't,

lлlо . , ,,..4 П Иi,i*, )l' l0 .

Доказательство. 0пределим оператор L- А-'В .В силу ocn) ,

УраВнение tl0) эквивалентно уравнениlо

yI-L)t - A-'h. 1t1)

liэ условий аr), *a) , о/э) сл9дует, что единственнь...r решение,ч уравнения
(ll) , а значит, и уравнения r,l0) будет

п-l

[-2 L^А''Ъ * t/ -L)-'LnA'' lu,
Kqo

/L - достаточно большое целое число. Дальнейшее очевидно

Тогда уравнение \lO) инеет единственное решение в прост-

, удовлетворяшlее неравенству

гАе
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ll,[ля докаэательства суцествования решения систеr.iы t8) , 1!) воспользу-
емся леммой l. ПредстаВим систе}rу как некоторое уравнение вида (lQ) в к9н-
KpeтHor.t ФункционалЬном пространстве С конкретны}.И On"O"rOO""" ,4 " В
3а

о

s

t

Лемма 2. 0ператор

этоir выполнены оценки

I

tf.
m -i-|

l Bttl

оператор ВТ определим по Формулаr.t

rrrZ

Dra.l, dc +2
ý=0

(

s+j

tsll ,Ki,i -t)]гв [rdг +

Ч возь^rеМ пространстВо вектор-ФУ"*ч"о C*!',.,,Ki-r,( tо,ГJ t
а о\m-s-2) + m-э, ý= о,,..,?п-2.

0ператор дт определим следую|циr.l образом:
t

\
0

, где
к

Uч)

t

\ ^r,0

+

п-2

S=0

Dr* Ь) 5 
dг,

J
ь

\
0

, lп-j-/
l.--'l 4lt)

t

#\ {,,
0

I

м 4п.ldг *

t-
/ [ z-а,ц

;6\ кi''ffiцdr.
0

( 12)

8 отобрах<ает npo.rp"r.r"o W,ъ . Wt*l При

(1J)

0тметим, что правая часть систеrч,-l ( 8) Ъ(Frr,.,,Fr_,) принадле).(ит прост-

РаНСТВУ С^:,. .,кi_rt[Э, ГJ ) , 
__l

Легко доказать, что оператор ,4 ",n"", 
обратный ,4 в лобоп,r простран-

стве L коr,,.,к,_2 , показатели которого не r.tеньше показателей начального

пространств " tKr r. КrО 'l llopr.ra обратного оператор.l не превыц,ае, u"rn. $,
Построим пЪследовательность прострааств WL по следуощему правилу.

при |,:14(1-D +N поло)fiим \/r-trl ,.,.-,K}_z , 'а" кr": кr9+к ,

если j<пL- t-t: Ki:rj+K+ / ,- ".n, 
'Й:t-t 

* j. *-2.

lBгlNIt < c|2|'-'|Tn|, |,,l>t .

ДоказательствО. ПустЬ вектор-Функцr" Л€ С *оr,,..,К;-. tLO,iJ )

|,-К(п-thl, r.".' 
"С rf*K при i.m- l-t,

" 
Гrl*к+l, п- {- t = i=*-2.
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t

t"1 \
0

t

lJ l
0

t

lJ l
0

t

1".1 l
0

z

Dr*,(rr,j- ,) 
5 

а,

К;,rr" <. г" dt| * г r7,П-j-lrtP+tx'n-,i- 
О*К!, 

[rl r!

Uil, lrz <Cly

l|еслоlаный аналз'э неравенств ilц ) с использованиеи сооrноltений ( l6) приводитк оценкам:

p*|r*j
< Cl2lt | крl

ui

t

lJl-; u#,ro,

tK!Ki,rD"n,trdTl*ct "lлrl 
*r. ,, s.j;

Kj,rzun trdсl 
" , V|yi /P+l,(s-j'lri to , ýr/ ,

_. с l 2fРt9+, 
\lп-i-z)+, 

l n rl l7l> l.

( 14l

к! 'ý

и из (l4) выте_

( 15)

Пусть l - g
каот оценки:

пу.r" l > 0

-zclогяа К, - Кr*, :f*/, S=Or., . rп|-2

ко',...,*о|_r' j 'r-2,

It 3T)^-r l *:_r*, . с l r|'-' ' 
О1 

ro",, ..,ri_,

п-
т

l lyl>l .

,.lи

В зтоlr случае иr.tее,..r следуццие соотнощения ,.rежду показателн-

z- (s*, -!+l, s< п-t-zi
*1-br-Kf,-r-,-pl

t(s

( 1о)

к!-к р+ s>m-t-t.t
t

s+/
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,71-|

*,5T)it*, < c|2i z
0r..., -t , i.lп-l-э,кп-2 ' lт к

l{BT),_r_r| *trr_r*, . Сl| l'-'lГl кf,;э..,к!_r;

ltВТ'lrr*; - сlуl''' rчlл!,...,кl_z , ir*-l- |, lvl>l.

( 17)

ленl.tы t. 0тсода следует однозначная разрешииость систеr.iч ( 8) в пространст-

"" Ц - C*i,., ,,Ki_, . При этоr.r для лобого целого N найдется

целое число K rt такое., что Hop..ta решения удовлетворяет неравенству

l *:,...,Ki-r< cl2lr' 1|l K,,.,.,K}-z ,l2l> l, (18)

llз неравенств (15), (t7) следует неравенство (l3) . Если t7 доста-

""nr*o, " Г достаточнО riало, то норr{а операrорa В в пространстветочно

'{
,а(иlJ и последовательности npocrpa"crB }У,

сколь угодно l.iала. Такиlа образон, для операторовсо, гJ )

вшполненu все условия

Число (" зависит ?r N ,.от абсоlштнчх величин коэФФпциенто" PLi и от

чисел d,,, Фигурирупltих в условиях (5 ) .

из depaBercTBa (t8) и представлений (7) следует оценка решения з.;да-

чи Коtли для ура9нения ( 6 ) :

il
тZ

[1зr\ 
(,-, 

1, f 
'ф, 

|,*i t л ! u ) о2 *, 
жj tu,g, f 

'-- " 1F t1,2,1' dу .""

На основании неравенства (t9) Hori(Ho эаклочить, что Функция U (tra)
являочlаяся odlaTHur.r п9ефоазованием Фурье по пере}iенн"л 

f1,.,., f с решениЯ

задачи Коши для уравнения (6), будет рец!ениеи задачи (2), (t) и для нее

вчполняется оценка

lUlr,,V+, € С lf [ o,Ktt+п ,

0тсода следует утверli(дение теоренч l.

ll0
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