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0 СМЕlЦАННЫХ КРАЕВЫХ ЗАДЧАХ ЛЛЯ УРАВНЕНИП ТИПА

СOБOЛЕВА С ПЕРЕНЕННЫМИ КOЭФФИЦИЕНТАНИ

Г.В..Qе,.rиденко (Новосибирск )

Рассматриваlотся смешJанные задачи для одного класса уравнений с пере-

}tенныl..iи коэФФициентаr.iи, не разречJенных относительно стацлей производной:

Llt,co;nro,2",2"o)u-/ , Ior0, tor0, ЕеЕ17-1 l

Bj (Drr,,Dr,2rо)u\"r_о - 9i, i-|,",, |, to > 0,
(l)

ц= О lри I <о.
о

Исследуемыlr класс уравнений содержит, в частности, уравнение, pacc,.roт-

ренное С.Л.Соболевым [l] при изучении liалых колебаний враtцапцейся жидкости.

В рассr.rатриваеr.rый класс c..ieuJaHHux задач для уравнения Соболева входят пер-

вая краевая задача, задача с наклонной производной, а так).(е более обцие за-

дачи, подчиняlощиеся условиlо типа Лопатинского. Нами докаэана корректная

разрешиr.rость задачи (l) в весовых классах ot"*u"a \tl{, типа Соболева,

если данные зааачп / ,9, удовлетворяlOт конечноr"tу числу условий ортого-
нальности. Близкие 

"onooJ 
изучались в работах tz - э] .

ý l. 0пределения и Форлrулировка основного результата

Введем некоторые обозначения :

Гi-\Т- (t,о) z а- (tt,,.., Io_,)

Еj1*,-[tr",I,Еп) : Е - (t,z.о) е E+n,

е Ео_, , uor 0\

'о"о^),'п-l
2S=1

Sё,
l"сl - Z*r, Уо( -AUrn,,s,

п-t tо

l{l,- 7,r'!'
52
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JK
ао^

},

-D" ,: i!i.,, **"D,
: m.ЦL ý(

к- l,.,rп-l к'
к 0r!-

+ 
\ ;'|" о(, , r,.)dr,
F-п-l

L 
"о-оа 

(gо, , ) - ['"" ,) (c",,)dco , Pec-orl,

0пределим условия, которыl"t удовлетворяlот оператор" /14
'rо,D",'rо)

Fr*t d (.,tr,,) - ,} (,, {,, ) - (zг)

\
0

= р, (E,Dr")o:" - ЯL* ft;?"о,D")2".=

и Bj (DI", D",Dro)- 1) Операт"р L(Z,;

L (E;D. ,!" ) =*о

Dro,D, ) ,^^еет следуrпмй вид;

l, {z,Oо) о!" * ] l- @ ;D)J)i" =

f,рк 
r'P," ' 1о

приче},t Р, tii Е)+ 0 , Реt .- /, lc F'; ir , ifo) : 0 <ё

€+ lr| + |fu| - 0 в лобой_ Фиксированной точке Jo
0тсода следует , "rо D! Р, (7';0) *О.
2) Граничные операторы Вi(Dп"r.Dil и,.1еот следуюtций вид:

3; (D"",!z) - P^i (Dro)"] -ъ Pr {3rо, Dr) D;, ,

причем РТ(il+ о аля Bgg, , " Л! Р1@# О ,

где {,- пор^до* стацлей произв(rдной no 2о"в операторе Bja'^r?a)rli </
3f х"р"*r"ристические ,{ногочлены l1аi i2,i( , iL) i В, ft7, ir, r1,)

однороАнЫ относительНо вектора (0r4lО,., t<4 )- (0r<,еп-) ,ni'О ,

i-lr..., П , т.€. для любогсl С >0 имеот ,,recтo

L (Е", iy, cn if , cno i2") -_ cL 1а" l ir, lr, iл,),

Bi trr , cnil , сПп iъ) - ,О' Bj (iy , is , [,)-) t
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где 0<Pi < /.

4) YpaBrerne l1a9;i7,i{,iD-0 по" ({,fu)eEo-0 и},tеет только

вещественные коэни [t,.,.,?4 Следовательно, уравн.""" l (zО;Г,irrЙ")- 0
по,п {еДп_r.О,РеГ>N ,. не иr"iеет веtцественннх корней no L

0бозначиr.r u"o". Х1, (а";Г,ig1,...rtо(lО;с,iý) *ооr" с JпХ., > О ,

чео"з fu] (а";Г,|),,,.,Ё,*р (i";6,| ) '- *opr,n с ХпХ-* < 0 положим

ll* (i'ra, (, l' ) - i, ( 1- d,. (а'| т, | )) .

Вr(t,i€, iX) , как полино,"tы от Х, , при lýl:/, Rр T r l,
нЪ-независи"ы по rпоd М+lЕОlб, {, Ъ) , """"n det({- Gil) # О ,
где бj^ определяDтся из равенств:

P^i (")l* q-F,il(t 
'*') 

- -в, tt,ig,ix,Krшdм*),

5) Полагая, что выполнено условие типа Лопатинского: полиноl"tы

Приr.rер. Рассмотриr,r уравнение Соболева

линей-

'Ос",,Dо) 
ч - 

';,Ац 
+ аi"г f,

уравнение L@,;c,,ix) - - 1ge+l))u2-Г2 4 ri =' иl..еет ко,.iп-

лексные *орr, !+ n Ъ- , причем

Jпх,+ (T,f )rlQ)> 0 , JmЁ (t,€) - -ltр.о
аля |f |-/, РеЕ>.| . Условия l),3)r'l) выполнены.

В качестве граничного оператора rqoжHo взять , ""прлпaо,ВО)=I
( пеовая краевая задача , Р=О ) "лп

в0) - (,i,л ?r)Ё:i,,&) , сrеf,,
2

,де?€)-2аrс**g, Рег>-| (Р- /r) . в частности, при

СгO,Qt-OrО"-Qо - / и},rееr.r вторуо KpaeByD задачу. ]ти опера-
торы удовлетворяот условияl,i Z' , 3 ) Проверирr условие 5) В перво}r слу-
чае |,,1t, {)- l ,

во BTopor,r случае Рlоr{,,(сr)- ;(Ёолr')(^*(r,{)+ ?оr, ,\+ 
О ,

ПОСКОЛЬКУ t# i r:f --oo,y)p,lýl-z, Rеt>-у >о,

схеЕ, " lmt(q{)> dlР rо пои |ý|-/, Rеr>-f .
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Функция u.w:: ( Е::, )
где J - порядок старшlей п

,#t
, если

дJ\Eoi,) (l ,о) i

i;" u toi 
",со)=0, 

к=0,.. ., p1-1,
0пределим класс Функций

и},iеет 
'"iecTo

роизводной по ltо и

,lot,, + ] аДоп о= ot 
Л';" ; l 

;1i,oi" 
u, L, (Е ;,:, ) i,,-,

0пределим класс Функц"- |ff ei :

nHa
Функция urЙ|ч" , если при почти ..." (r,а)еЕ) Функция

0(О,ц rп) '' 
голоморqlна по Г, RеС>| , "

чоr, - А оо n-p :у (!r u * r 
7'u' | 

а| 0!" u Ь, ч",), L rGJ,Jly, *,

По обобценной теореме Пэли-В"нера fl0] , преобразование Лапласа взаиr.r-

но-однозначно и с сохранение}r норrrы отображает просто""ar"о W|1 на

-"onp"o"nr" 
класс Функц"а й./oGir, ) 

'
Функция ! (с, а,ао) е йIо (Cir, ) если для почти всех (с,оо 1 е Е|
Фунхция у голоморФна по О, Реt >| , и при Ч , l справелливо

(E!r,)l +

* lllr,L, (E*,)|totr,1,,r(д:)I] 1 * 
,

а при Ц* ilorrn.| --Ч*' N- idmiп l t/rr,

|з,*,(гj-, l1 - ::||l,fr'!,

W,fr,!;(г"i,l l *Ху,йо(Е:,)l : у|

0пределим подпростран 
"r"о 

!о Е;r) 9 ffi оGi_r)
"о" f ,r положиl"t lo(Eir,)-йoGI-,);
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l(l lc(l
np" ; + Nar^> l > ?* ( N-t) 4п.ьп Функция l.!"(E:r),
если 9e?7Io(E}*,I, и

\ tl(цо,со)dс-0, 
'.ls l< N - t .i

опреАелим *п"""ГЪ""* u"o trilr' (Е о) " rO; ( Е о ) :

Функция Р(С.rlеП|,i Е^1 , K!t,2 " , если при почти все, 2ef о_,
gункция / ,опо"оо'Ф"" no Т, Rег>/ , причем on" !ý-! ,Pi *? ' 

"""-
ет r{ecтo

о 2l-

lр,tпi G)|- l,!,fr:; (Е)П+

+ !р \trr'r-ti\,yt","), L,{Eп_|)l,Lr(E,)l . * ,
6"l

где li,fi# l - }i Ё lc,ri Ф g,f),L,l +

+ ltg li ф (r,nl,rril, Lj*- (";-,...,"ii' ),

'Jt
Рвп

Oj,op- 2-Pj-T, р , П- /,/,
,

,j,- (з-рi +)V-iil, r|,"о: J- pi-7,

" ,," + + N,.а,и, pjr + ,. } * (Nr- )n^,o

l,r пL;(E" )l - l /, fr ,',; rс,l *

+ шР > . [,r,"-t n фо,"l"|L,(Ео.,)|, Lr(f, )l, ",,.B.l ljl<Nj

0пределим подпростран .,." lj 15r'1 еtilr' (Еr), У; E"l . rПi G"):

"о" '} 'Pi * ? положи..r t; G^) - m; (Е"), К = /,2,

при T*{."*rojr? Функция {(z,g)еti tСо) ,".n"

выполняется
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к
ФеИi ,Ео) и

Теорема l

i=t.,.,F
ка ) . Если

\ rs ,/ (T,c)dc= 0 , , е ls t, Ni- , ,

Ео-, l -
, iJJi, on"o"roo' L.ai Dr, , Dг), Bj (D"".Dz) ,

,,удовлетворяот условиям l) - 5 ) (.fo- Ф"кс,проваrrая то*-

L ro- 
" 

/ ( ц, !, о о ) е ! о |Е I-, ), L 

"о-, 
91 k", с), !r,' G о ),

то ctielllaHHaя задача с постоянны..rи коэФФициента,.tи

L (а; D".,D,
+ 2 4,B"l 9j

l
,у; (ci:, )

ч-
е

и!rеет единственное реwение Ц: ,)

, причеr.i выполнена оценка

Ir,\,/;| [ *с(/)[l",*о f , йоХ" ! i r,o_,r,, ra;il

lзависит от

Teoper,ta 2 . Пусть on"p"rop., 14

удовлетворяlOт условия..r

) a"эд*,пa , ДОСТаТОЧНО }rаЛО ОТЛичаlОТСя от постоянных и ста-

(T;D",,!"), В, t?r",Лu .\ ,

l) - 5) , коэrхDициенты оператора

Гё,rjоi
били3ируу1161 вне Ko'rtnaкTa и

Lro*"ftro,r,to)eйo(Cir), L ro*"9, (со,4 е пlf tt" ), /=/,,..,F
wfi c;;,lто с,.rешанная задача ( l ) имеет единственное решение g/ €

приче!t выполнена gleH,(a,

и выполнено чсловие:

[u,w,]f Х= c(y.к)|tlz, ,"*f,tllol + trr, ",_u 
,, ,*l\

< /, L rоч { (rо,с,со) е Шo(EI*),

Ltо*а 91 (r,,r) etf (Е")

слиЕ

lcl
т

* Т *,V"rrro ,'-- Ч + (r- |) * ли справедливо
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5,х

\
- п-,l

i>
Иа |- lLtп,л" o(i"N )V -* оrrлt$F")р;)l, - о,

, где д L Fl-- L (Е; D"" ,Dr) - L (Е': I)", , Da),
'<lsl 

<N-|
-о 

, ,JIq^
ние ц€W# (

зависит от ,] ,

0

r4,+ \Ln+l ]

уфапК )

, тогда смешанная задача ( l ) такне имеет еди нственное оеше-

и выполнена аналогичная оценка ( константа f (/,Ю

ý 2, Реrцение задачи ( t ) для уравнений

с постоянны}rи коэФФициентами

3десь мы бчдеrr рассматривать краевуо задачу с пара1.4етро" Г, РеС >/

для уравнений с постоян}{ылlи коэФФициента}tи

Теорема

, причем выполнена оценка

Lit,D,D"о)с--я(г,z,ао), tоr0, 
ir)

в, (с, D", D"o)o |"_о: фj (г,а), i- /, ..,l,

где i)ператооп L (C.,D,Dr^) " BiGrDr,2to) nonr'."ro из операторов

,L ir"rDro,Er, Оrо) " B/:'(rr",0r,2ro ) Фор,п"пr"ой заrаеной производной

lr о на параметр С

| 
О . пу.r, on"parop' L (r", D.o , DT ) у3, (Dr^,D1 ) ,

, удсrвлетворя,оr услов"я" l) - 5) Есл]-gLtr-(C;_il,
) , ,о краевая за'дача t2 ) имеет единственное решение

/ /
i-'п|: ; t,''i

. fr;t
Ii,, 'г/; ll *г{/)П9,*,ll -t \l;,,rпjГ)

гд(J константа

Слсдствие
ждсние теоремы l

h*0
!i"l -- [i* (rn!"'

Сts\>О з""щ /

\
h

{
G(r)!q;dcdydt, 3)

0тсода и из обобщенной теоремы Пэли-Винера получаем

Речение кDаевой задачи \2) построи.{ в явном виде, используя представ-

ление оункц "а f с L r_|Eo_,) "з оаОот", ft l]

\ \,
<l- t

lГ

,(#)

,о" 0(ý )=,VlTtne-
венство (J) понимается в сr,tысле

,t En

|Гl 
1Е1? :

F-1 'п-1
,Ё е|/*' ,L'i'Lp;

58
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06означиrq элеиенты обратной лrатрицы через

по условио sl , det(lr_G,{i # О пgr. |ft-/ , РеС>У
l'P (Crl) . положим

м* (г,r', l) = i tfo-?tц(t,(')) -ýоо^(г,r')х* ,

i
М; (с,€',t) =.+" or(Е,ý')?ri-^, i=0о...,/-|,

N *(ч,ril) '-Ь,{i^G,€') м+_. (a,l' ,L),

,д" { '- ((i,. ..,f ;_, ), 
'; 

= ft , Rег rl, .,в.
условий t) - 5) следует, что коэ(DФициенты а.(rr() " б' (t,()
ограничены npn l{|- l, Ре t > У . Полоlкилr

paBHo,.iepHo

ro(с, €',J.l ) \
г

\

е
izoxl сf" Nj (с,€',ъ)

Nr tc,q',fu1

,,iao 
r lrl*о

Т (г, i{', L)
dъ,

;со ll{1*o
е db,

Г (г,iFi л)

dъ

из

(ц)

РПi 1gleгi +

x*l.,('of,o): 
#\-

J'G,€',I)- +
Ц*(г) 2лг

п-l

,о. i(r,Lci;l) : ULf - а Qъ)-Lл )la",г(
;f

, Ir|*
Rе t > N , контур Г+(Г-) охватывает Kop"n fu+. ( fu; ) из условий ;) .

2l , Ц), S)" из подготовительной теореr.iы Вейерrчтрасса следует, что интег-
p"nn Х,(с,{', хо) , J* (сr€'rtо), t-lTrl', to ) голоt{орФны по

Т, Rес >N ,

Лемr.rа l . | . Пусть выполнены условия l) - 5) Тогда инеDт }.recтo оцен-
ки:

г(J)
lJ, l<l 

lp^j k)|

(а
-da l(l (5'

, j - /, , ,, , ,Ц ,
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scnIE lno

где константы зависят от /
Локазательство. Из условий t) , 3) , Ц) следует, что суцествует кон-

d=dlx)rg "сU),0

,r"rr" Ir 0
тогда в качес

Jr.x,4\
J,п L =:{\,о" Q*(е, Г

{
I Rт

ъ

R;'

0пределим оператор

h
)у = 2Gс,о

,-|rоft

), 
" i i u-,,l-,, \ \ r'(+{)' r,r,^

0 h Ео-, En,,

Io h lt-ц\

\\r,",-*"\ \ ,t\Ё;r^
- п-| - Q-l

^ lEl g4
-t
сп

l
оо ЁЕLп-l Lп-|

п

t u-'",-",o
,

(zl"o!-"1 
!'r-'-'--,,) , ),,' 

i(#)Y

dn-/ , Iп- tor1

)rО,у,у")d{/у/,гdу, 
+

\ \ ,'(#)'r,r,lrl*o

ý I

/-

- (2т,1 х

* J- Ь, F', ry)яЬ,l,у")drdуd.,rdу"

лемлrа l . 2. пусть 
р (t,t,со1 е /,,r,r(Ei_,). roro"

\ L tr.,E.,D.)(pou- в2) я - 9,Lr,/ 1-0, Ь *0,

(6)

(7 )

Доказательство. Прибавляя и вычитая в (6) выражение

4 (гl t Elon- 
/ 

л

х

получаеr,t

J - (u 
'' 

, "";*) , 
'r, 

у,у") d у d,y d,гdу" ,

R!-R:)з:Qп)
l-Q

бс



dо- tlýl )x6(r)#*),n, l\Щ)хlq1""
е

: V' + V!па

\
Ео-,

dy

\
F,п-

*(

ý(а-

(T,r")ih?; -Z,:"г_
и!rееr.t

'о 
l-'

о;^|,G,D")Vr' - 1z,)'О1 i ,-""-, \\ ,'(#)с -

,,(#), ,,r,lý|*,-, ,,
-ldl-(a

*д
- ca"l" \ \0lL

t|

х

F;{',
2

Очевидно, / Г, =0п
Следовательно,

#)ldc d,rdY,t

L b ,1" ,?.o)W: * RLh - / b, 2" ,Dro) Qi + v| ) -

т,2)/п,,rr)Q"i-' r

'('#;'^ tl",
\ е х

I

п,l

- L (t,!,,2rп)чh'- (ui * Zr2;a
)r/ 4(r)lý

2п
r-г+U г-

d х у (т, 
у, /о 1d q dy dtrауо -

;fftli" цiх)'t, (t,rs'1 dx.

|!_l_\лс,l,
roh

^\\u-'*'-"\\ е
о h Eou Ео-,

Г'*\,
г

I
х

i F, i|', ix)

(8)

При к= |

- 6({)lr

бl

Г rс,,r:;1)



Fa
l-|

\
h

I

o-.al-.-nllr'(#)С _t 
у 

(t, 
f ,уо) 7У dydrd!" + (Эс)

*6(r)t {r''i, (r, *) + tG,t(',ifo
*2(Ч 

у ,k)dydydtr ./\
г )

Локажем, что последнее слагаеr.lое тождественно равно нуло. 0цениrе контурный

интеграл

dъ
Z (",i€', iъ)

I

\
/

2п
t,

Поскольку коrтур |
значение интеграла

ъцр

trt-R

охватывает все корни уравнения

J не из!tенится, если контур
ZG,i {', i х,)-g, ,о
Г за,.rенитьокру)fiностьlо

в

CR , сколь угодно больtцого радпуса Р и охватываоцуа Г Следова;ель-
но,

lJ,l :
Ё[ l t G, i {', ifo)|

R _0

fu,,l^ " ъltР
l1l= R

р

Itл - L* (е, ý')l

при ,Q+oo (в силч ограниченности корней х* (t. t') ) .

Рассl.tотриr,t случай к--_2 (если п>2) В силу предыдущего, и!tееr.r

Li,t, G,nr)Vh'- kd'-'

* l{l Щl!rci^
Г G, it; l1)

d ху (с, 
у, у o)d cdy d rdy" +

Ilr- l^,(l

"^*\,
r

,-|
h

Ti , ", ..,,l\ ei(Y)'r,r,*
0h

4(гltýl""-'4 (о#) '\

(,:Л.)'i2Q,i{,)

i(#)rl-п
+ (ег) -ld|-*nl,

ъ
\ а

I

2,ii
dЪ9F,у,у^)dqdyd,г

\
г

/ (jx)|(l""
х

62
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Последнее слагае}iое такх(е тоцдественно равно нуло, поскольку

(r,)'^t t n-,",-*-,\\, '(?)l r

0l

l;\lQ
ix р2

0|л- "/"А 
-lJ.l - f, G, i1', ix1 dъ -< iчр

lx..l- Р

Рассtlотри1,i теперь случай к=п . Имеелi
-|

Расснотриr.t контурный интеграл

(ix)п-|

р'

"7Рц - 
0 при в , а,

АнЬлогично получае..,l и в случае к< m- / :

, 4 (r)lч, r"".{\ п'WlСf" U:l,'i..(?,,,t') dп ,7 /, ,,т, i r', i х)

* ? (с, y,y")d rфdу^dt.
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CJa
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l
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l
0
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l
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dx-#\ dъ

L
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, G) 
^0h
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h
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h
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l ЕГ"
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- \ n-'""'\\n
h

Следсiвательно, поu х- m инеен

lTI
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х е

/x-t-Zc..0-/.
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г
h
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VhD;

\
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Сумиируя эцлеизложенное, получаеr.r

п-l

-l.al- 
'

L (c,DnDr,)vi - лiчr' * Zr;"t_ F,.D)v, -

;(#)rеi' i (r,i1',;x,1

Е (с, il', iL)
dxdgdydudyo *-I,

г

- 
\\r;(Ъ+)r 

,;R)9ь,у;со)d(dуdtг :

4#)r
С (О9(с,! ,tоldуdуd,r .

Следоэательно, из r,3) и (8) получаем r.7) Леииа доказана.

гl

, то инеет лiесто оценкаЕсли ! е to(Eo**,)Iler.rr.ra l . 3
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[оказательство. Нужно оценить выражения

| -0,

flрибс.ви}r и вычтем вырах(ение

/, - (II ý 
lsl'u'l oi л'i^lк!+к!)9|'лп"d"а2)/',

'of 
'' * Уо( + у4 <n- 2
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I
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;Ф"tсfirу;t,
Ч,)dуо
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Рассмотрим случай 'Jо--п , используя тождества, как в лемме 1.2
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0ценки второго и третьего слагае}rых уже проведены. 0ценка первого слагаеirо,.

го очевидна.

Пусть теперь Jo= rn + / Имееtа
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tF";P* Wi, ii?i^
Jxy dsdуdrdуп ,

'о 
l'' l r_ч\ _._.r. .lo

- r* 
i { n.",-*"-/-/* \\ r' 
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тах как при il4 = m+l вuполняется vc(+ro
предuдуlцllе рассуждения, получаеr.r:

t-'+ ао = 1 , то, повторяя
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h-|
( -Щ.'-Ё 9G(
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0ценки ин

.r., Р|-
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тегралов 1r, J,lt с;дr,Ii t G.оr',lх)

уже проведены. 0ценим интеграл Х , учитывая,

dъ|- В < с..о. иr.rеем l|,,Lr(До+ /)ll <
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Случай lп:п+К, К €f, рассl,iатривается аналогично

Итак, суммируя вышесказанное, получаеl..t оценку (9')

ство (l0) проводится аналогично. Лемма Аоказана.
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получасм /

Ё'

-. с (/) ltl

а



L 2 G;r,)^ iP (T,{,zo)

t'I

I 
trtu"-' \ n' 0 (( f lw['J 9 

(ц (,zоld,tг, Lrrд,1,1il

h

ел-ldl-,,р, \ \
LL
Lп-l Lп

{п
-/lrI

е d'o

%-

z4

\
0

9,

t- Oot'| q -lcol|
е

i'du

/r(Eot*,)|-

х{lU )(с\

t

U-

t,l
t

' ,[ ' 
zdlrl'nzo

а
'cil)ll

i сходимость поничается в с..rысле
t

п, l,? сэвпадает . !о(Е

ъ

\
h

ta

фl t 2Е

,, |(l

Лемма 1.5. Если е

;

,F ( 15)

) 0бласть определения оператора

{
4({),

d'o lý сг, (,zo)f d

R:,"
J

fu
U

0ценка этого интеграла ух(е проводилась при доказательстве леммы l.]. Леr.rма

д()ка за на

0пределим Te,lepb операторы

f-/,t*
|r,о * 0

Ri ,:
il!".,t

)

0пределим операторы

ц
t|- )la

.l

[*о

Rl

i 16)
) !,Byla;d,ydt, ,F/

,ТоLц
е

-h-LF,Dr,]rо)Rj ф.:0, ( 17)

7е



lB, 0,D,,-0rоr2 е: .!^| 

"_ 

о 
- li, Lr| * 0 , (1Е)

(19)

,20)

(21)

f*g
!оказательство следует из того, что ( cr.r. [tЦl )

В, (a,i€',D"o) J* (т, €',Io )l""=o :4.* 
;

и из интегрального представления (3 )

и

Лемr.lа l .6

2пL \
х- е

r+

Если ф, r!r' t1o) то иr.rеет r,recтo оценка

0

tfr| l; , r, /; l . с tу)|,!j , *j' I

tif, l,, -rt,," фj , й:; l

h t -0,,l 2

llоказательство. 0ценки проводятся по той же cxelte, как в работах

D','з_l иr,leer,t

lnrci, лi л';
t

R Lr(ф.,l До+*, )l -
) , nonyr""" )

t1 |"r^- 
Pi

l
( применяя равенство Парсеваля . Lr(Eu,

l|

- |tulo,\ ;* t+P'-2+o''-'r,rr(r{/

h

х

l

P^i в)

'# (rl)Jo N, G,{',х,)

М+ (т, (', ъ)
о^ Фi Ь, Pau, t,(E}_,)\=

( учrтывая oa"rlx контурных интегралов (5) , получаем)

" 
с{у)| W|''0 

\n*-' 
+pi-2+lot-' 

C(r)lct 
z-l,!''-,o, 

*
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" Ф, lr,*) lч, r,Gir,)\:

ln
*-# 

\ ч-,еfttг*),
h

c(l)

lzt

u 
-Ч -, * r,- е *lo[''+ r, 

n, 1q .r-u" 
t'! ri - ?

h

\
1

I

(у)lrr,"-4 \
t

0+L2-цv,f,)

tr,Ё )d,n,/.t о (есл, Ч rрi*?

Г 0 ((л* )lг ,rl,t''-', n-fll|*oto *

Ln

\
h

z-l"['! pi - * i, G, с )

xt
-аlgГ'
т

- С(l)[rrlО'-4

* l{l
z-t t -ь,,J

lrl, 0, tr,()dl, /. (д;,)il -

dп

2

dt t'' С (r,r"),

dt +

ortен"вая { , очевидно, достаточно pacc}ioтpeтb случай lo= 2{

0r{r,l)dt, L,(E)| =

t

\
l

n'-l|-t+ 
р,+? с Kltrt-p; 

-*

х
unIj

* c-lдlIrur

Имееr,

I2r,е
Lrх

:\,r,"-| хr,

i', ), то получаелr

30



t 
I r, (t, о), L, (Е

"r^ li G, o,1|dz.
v,\r*,!,rr'-

I, * 
',-Э" l ,rr"'0 | Ф, tг, n) 

"N, 
L, (Eo_,)l , Lrrr,lШ .

l9l€N j

rr: |wl,'t P-'r" - е-|{7*' J Ф, G,f), Lrtco)l*

. c|wf|-" 0, 
'r,€), 

Lr(e"ll;

, fi ), Lr(r"_)\d,r,lrG;l-!

-ltr|'-ti i1 ta,fl,LrtEo\| \u-'-" dtг <
lL

ll .Е|)l , Lrtа-|

6) пои | <0 иr.tееr.i

I,-|wf'-E

zt,
l0l

ч-Ч-'-' lii (

l<с

Если Ч r N, то из*run. pi*? --Ч r (Ni-l)or,n;.

услови}-i ортогональности получи1.1

(a,rl|=

0тсюда иrqеем

Оценивая { , расс}iотрим три случая

ij

ийееr.rа) при 7-2-r'"t'-pi-{ - О

\<d,r, /)

I

}
h

;Ч-t-' 6(rltrt' l, о,k

(учптывая ono"o"n"*"" 4(g) , получаеr.r)

2

г
l

\
t

-< lalI
й-



в ) пои ц>О , когда ,to* О

z-Pi- ? t.11!''

, инеелt

Пz -т (,-р-?)t
rт1.1

l, z

тогда из неравенства lalu'lrl
!_*!-/ ,получаеr.

z* ltl]o'z _ ![|-'
п2 п|

, "',Р

, в силу

ф

п|

r2

f,z

_c(t)+-
Пz

I

l
lL

с' с ({f )* ii ь,{), t, G")|*
!(bp,,-?)-Ij

lrl

сц)
п|

а когда lo- 0

Р (g,!,,., ,,Рр

* г'U)

I

l \ ,,' 0 (t on)lrl'-Pi-P * ii(a r) /,,tc;|.
h

\,, 
(t- li а, ь, €), L 2 

( Еoll * [ rrr 
u РГ? ii F, il, L 2Gо\\,

, ИНееr.t

4= r(/)ltct'&-? i, о,il,L"(д")l .

Суr.rнируя вшлеизложенное, получае}.r докаэательство лен..rы

0пределим операторu

Hi li - !: F/ у, ,_.';,

( сходимость пониlrtается 
" ""r,"rr" 

Wl 
/

совпадает с &/,

0пределим теперь оператор

). Обпасr, определения оператора

1.22l

1zэ )

рF
R** 

Aoi)y 
-iZ

деl-rствупчlий из простран"r"" Jo(E;r) ^! lj tС^l

F,o.
/,/)- (&*

82
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то

лемr.rа 1.7, Если 9rto(E;*,),/;etf (Е"), i-/,...,F,
/ t:T,Dr,2.o) R (r,ф,,. . .,

В, (г,D" ,D"о) R (9,ф, 1.. . ,| -=9;, i=/"",l ,
=U !

!, ):
ri|"

я,

4(г)lýr-'

(2't)

(?5|

где равенства пони,4аlOтся в сr,iысле L2

Дока за т ель с т во . Илrее}i

,
Е - выражение, стоящее в квадратных скобках " 1rZ))

L ч,D,,о";[п!= R5, -Ё'о;" , - F,! {,l -
(

l

- LG,l,л,o) [1oj- Rr, - 
Ё 

u; qi-r;l -

- ь(t,Лr,Л") R!* BL ) у , слеАовательно, из (7) вытекает

(2Ц) . Докан<ем равенства iZS) , используя тондества:

" (iъ)Р

,)."mrr,- 
d,Ъ:0, Р<П-2, и учитывая, что f*,/

в* (с, D,, Dro) t в!- В!) у l r"_,
( после сложения и вычитания

( у.rт.,ва" (l 7 ) , получае" )

лЕl-qп

Cnl

(r"l'-" \\
0lL

t(#)rl\,Ес
'a-t Lb!

х

, /- (r, |' , ry ) , ,r, |, /) dсф du dy^>

получаеl'l

е,\ \ е'|-da--|d
0

lz

""\
h

-\ (r")
0

ф J.
,0'4 )Ъ,п lrl*o-'*A 

*

рпG)
Eou Ео-,
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/х- \; Ч!f B"c,iy',ix1
г- tr G,;(', ix)

dx у 
(r, у, c"l dydy dt *, - - f:2Е

|/
.B*tc, D,D"o) ? о l'' Pl о-, 

: В^ G D,, D,o) 7 Fl П' lr- о 
:

Учитывая (l!) , иrrееr.r

lPt - tq l-/

L

l
h

\
оч\

ЕL,bt

;(#)r
: 12Е) г

Е,.,

Следовательно, из интегрального представления (3) вытекает

14tBj* пL* #oi')rlo_,,, L,|*0, i*o, Е *0.

0тсюда \25) получаем из (18) Ле,q"а доказана,
ИЗ выtческаэанногoдледует, что при вuполнении условий теорены lO буr*-

ция [-R (1ri)ч Wr,/- является реч,ениеи храевой ЗаДаЧи t 2 ) Дока-

зательство единственности решения ,"" *n".." йr'jf не вызывает затрудне-

ний. Следовательноl оператор R является обратнЬм к BeKTopнo..ry оператору

l:Lt F,!).'r"" ) ,в, (t,D",D")|"о=о,...,В, rt,lt,2.")lr,r=ul .

Teopelta |О до*"за"а.

ý 3. Речlение 3адачи i1) для уравнений с переr.iенныии коэФФициентаr.lи

В этом параграФе расс1.4отриt,t краеsуD эадачу с napar.reтpol^ t , Ret > У
длл уравнений с переменными коэtDlDициентани

0 G) ?: G, !, !o1dydydt.

LlЕ;с,D,Drо)v:O(Г,сr2о), ro>0, 
(2о)

в, (с., 0.,0ro)u 
lr,-o 

: Фrtг,t), f- t,.,., ll .

Teoper.ra 2О, пу.r" onep"rop, / !a;D" ,0;) , В;(D_ ,_D.-) удовпет-
воряпт условиям l) - 5) и е еИZoGir,),yr ri;(Eo)n -.__rЬ 

'ar-.l

8ц

во

то

при -т
что выполнено

2'//"t*> l > + (/-t) orr*



)_,r' 
(f t-o, 1Еit,0)о'lr,,/)(, -$ о'@;с,D1)i,t "w,)d,:о,

'<lsl 
* r,l7t ,_цg. Д L(aiy,27)-LF;c,Dv)-L(a';c,2a

Pta"l:(P'(a'), Р,{а'), .., ,Rч tZ" )) - обратный опердтýlр, к

Тогда кDаевая задача rZo) ,n""J, единственное решение tleWi'*

\/,
l1a"1, z"1.,к.

, приче}t

выполнена оценка

Следствие. 0тспда в силу обобrценной теоремы Пэли-Винера получае}i ут-
верх(дение теореr.rы 2

14 fir,l- 1 . с ([,*l[c, йrоl + #rr,,*; l,

;(ff)lrГr"' f, (z,г, i Г' )- Г, F" ; с, i r' )

, l Р, 17it)- Рr(7"; с)\
- !|T,,c,to) ( 

- 
р", (a,f ) ,J 

-

+ 1эп)l-Пlf n-'-'-", '\\ ,'(#)'4(r)lгl*о ,
00

Используя опеDатор Р (а') , построенный в ý 2, сведеrч решение краевой

задачи (Zo) * решенио операторного уравнени" (I+Г)f - F Иrqеен

Lra ; t, D", D"o) Р ta" ) . !,!,,,. ., !у> -

п-l

z
кG0

-,*\n
гf

Zao

^ 9F,! ,y,ldr d.y d,rdу" * (zr)'-o l \ о-"'Оt-/ х

оо0

- 
\\n

r")*lJ ,lъ 
^

Г ti" lt,i{ i iъ)

'(#)*, (r) | €r, *\ r' 
W)i- l rl"п

х

пн
х х, Ul)^ f*iirt,; r') - t*ra'ic,L€')

к=0 Т (а"rс, i,(' , tx1
dъ9F,у,уп)dуфdгф. +
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*'2 це"l'* ý п-*-ч \\ r' 
(У,)( 

с Bf(::,i:" а- 
^

-'f ,Е"rЕ, L(',;r)an (,l,;O,yl +yj о,у)drdуdtг -

Цгае у! - й , clr. лемму 1.4)
L+0

, ... l (а о В 14"1-!+Г .

ё

?i

*5rrli--G
/

- (j:+ ц* г* +] Г,) 9

в, tг, Dr,Drо) R (r,l'lr*; { , f-/, . . ., /,

) ( ;")' (Г^ ta ic.il' ) - г-(vоi т,jr') -

[окажем, что опе

,у tпj {c,t
раrор Г r,rал по норме в пространств. ?il'- ?Ir(Eir,)'

, приче}i, по определениD,

н

l. f ,{r , tril'\- Пу, пlоl * 7 | !, , пti l

(26)

цz7 )

( 2t)

Имеем

- 
},_(Оr,r,* 

(i)-арр,t 
')) #rU{')P 

(,:х)* ,

06означим d- ЦрZrаrо*ЦТ) - аr,эк(а")l .

Леr.tма 2. l-. Имеет lrecтo оценка

|l(г,+;". ) з , m). d.c (l,*)\l,, йо| ,

[оказательство, Поскольку ьцрр(оrrr(Е)- а7ркР') С К
то оllенки в Hoprre 'trПr|L,) ."од"rс" к оценка,.,| " "оо"" \i 

/*

r.iy достаточно оценить выражение 
" 2'l
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llr.i"лj о'; t\+ г-)9,Lr,l| ,

--l,lot +výс+Улс.п-l.

Повторяя выкладки, проведенные в ле}iие l.]rполучае}r оценку (28) (это соот-

ветствует случак) Vo €, ) Лем"а доказана.

Леrqма 2.2. Иr.ieeT }recTo

\ г; 9, ?llo (E:*)l < d, с (х, ilу,,m0 ( E:+)l.

доказательство. В силу Финитности аррк(Е)- арр* (а" )
торяя выкладки, проведенные в лемме 1.4, получаеr{ оценку (29)

Леr.rма 2.3. Имеет },recтo оценка

|Т yi,йo|<d,c(y,K)|,!j, ril; l. (з0)

[оказательство проводится по той же cxelie, что и в лемrqе 1.6.

И3 оценок (28) - (30) получаен оценку

llГ.g,S>, rп' ll * d,r' (у, к)П <r,Ф>,trп' l. (зl)

Следовательно, если коэФФициенты оператора L(ilD_ rD") до"r"точно }itало

отличаDтся от постоянных, то оператор f + Г oOp]orn"*" пространств. tllz.
Поэтоr.rу есл" Getrtl.(E;+t), ф; " 

rП? (r") , то из операторного

уравнения (26) нахоаи14 <q,Ф"r=(I1ГГ| <G,r> е?П'.
0тсрда, в силу совпадения""r" Ч'/ области определения оператора

R (а") , nTL| , получаем решение краевой задачи 12О) " ",пд",

iг- р (i"). (/+гr' < с,,Ф >, i'!: .

/|ействитель "о, 4 @)с -d @)" R @"), (I+Г)'' <С ,i )-
- (f + г) " (I *Г)-' < с,/> - < 0,i >.

Расс1lотриtl теперь случай Va| Пусть $b,d=O , т.е. (26)
перепишем в виде:

L ri ;Е, Dr,П.п) Р F") <y,d> - (IrГ') 
у - G,

ВrLt,D.,Drо) R @') r|,drlл__ - о, i:|,..,, р.
lQо-0

(29)

, ПОВ-

Bl



ЕСЛП ýgЙLO(E;|) ,'О ОТСОАа, КаК СЛеДУеТ И3 8шUеСКаЗаННОГО, пОлучаем

? : (I + г')'' С Е 77Lo (Ei*, ),
где 

il
Т'- U @ ; г, 3с, 2.о ) - / ( а! t, 2., rq )) . (Rо+ R*+ 

F4 
Fi ),

но поскольку область определения оператора

R'lz,Оl-RопR_ - Я Ri
совпадает . to { Ci*, ) , ,о gуi*цп" Л-
будет реrчением краевой задачи (2о)пэ класса
предположить, что

т.е. получаеr..t задачу

)"_,"' 
[С - Э Fд L (d:е,Dа). R'tа"1)- GJdc - 0,

0<tsl <N-.t , no, 1rS1 +ilпrпrl=-Ч +(N-|)оtлrп.

0бций случаа rNttrа)#0 сводится к предыдущему за1.1еной tГ=|l/ |
ц
2

l',t

R'(Ео
w#

l" (t+/)-' с
, если дополнительно

iili,

,Ла ) зависят

следует условие

Fi li
I

L@;e,D*,D"o)a- tr!- 0 -ZдL@,r,D7),

Br{c,D*D.n) rlrr=0- 0, j:|,.,.,F.

Следовательно, если G е ?По G:*) , фj, !r! tCo ) , 
"'non'e'o условие

при * * il**n>/ >2+(лl'-|)d'пп l

! r'La -Е Го L F|t,Dr),R'(.1)* E!d.=o, (зz1
сLп4

0s|S|€/V- l , тоФункция

lг - Р' (i" ), (I+ г'
является реOjение,.r краевой эааачи ( 2О)

г'F *5F.r,
i", J;!

из класса Wr,,l

Замечани
только от ' а
( 32)

е. Если коэФФициенты оператора /_, ft;D-
, то из G е!о Gi*,) " ,/j , tj r C^l'"
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Итак, построен правчй обратный onap.rop R(Е) к BeкTopнorly оператору



l ёl - |t, в , t ,о") ' 
В, tT,Ou)lro=o '. 

.. , В, (",D)|"о= 
oI

Покажеr.r, что он является и левыr.i обратнч1,1.

Пусть

l 1ал,r - < G,i >, 0 е /aoЕi-), /;eti Gо)

nnon|!"/

l=l

ф,

lbl

ф
Е
K=l

выполнено условие 1]2) Иrreerr

R (Е)о lta),r : Р' (zО). (I * дL@ lc,2E). R'(a,)i',

. (lB;c,Dr)c - А/(б ;t,Оg)

F, . в, G,?u) nl",u = R'(z"), (r

,)*

ц

-Р,r,'В, G,О) nl"_o - (' * 3 Fп'tlо)оАL[iit,оо,f "

ll.2
i=l

dj"в, {г,D)t|"-

F+l +

+

+

(- дL @ ;t,D5 ) " R' (i))* ) " L @ ;t,-31) г +

(-R'lач" дL E;c,Larf " 
#,ir.o, 

G,na)[l,,-o +

" (о',r) . / (г;с,D1) n n Ь Fj' Bj k,.Dr)Ul""=o ) :

- (r+ р'(а,)" А L Fi",-D;f' о (r + К'(i')о AL @;t,.01)) с - [,
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Следовательно, оператор Р@) является левым обрат"ып * l (Е)
Теорема 2О доказана.
в заклr]чение автор выражает благодарность cBoe..ry научноl"iу руководите-

ло проФ. С.В.Успенско1.1у за постановку задачи и постоянное внимание к рабо-

те.
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