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тЕOрЕмU суlцЕствOвАния в тЕOрии дЕФOрндции гиБких тЕл

В. Р . Лортнов (Новосибrrрск )

go. g работе проводится исследование на },tиниl,|ум Функционала потенци-

альной энергии гиГ>чого тела. Этот Функционал естественны}r образом порожда-

ет векторное пространство, задавае..rое конечностьо некоторой полунорr.lы, со-

дершащей диФФеренциальные выра)нения первого или второrо пор"д*о"*l

Предлагаемый здесь }.tетод по сравнению с известныtltи ( см. E1-1l и имеD-

цуDся там библиограФио) поэволяет доказать Teoper.ly суцествования !tинимурtа

Функционала потенциальной энергии в предпэло)r<ениях, которые допускают:

а) неоrраниченность продольных раз}rеров тела, б) произвольlrое поведение

поперечного сечения при подходе к крао или п9и удалении на бесконечность,

в) отсутствие коэрt|итивности по ко}rпонентаr.i тензора напряжений, г., при-

сутствие одновременно и Физической и геолrетрической нелинейностей,

1О. Пусть пеh', п>l ; Q и Ф - непустые открытые пrножества в

Z -r,rерныХ евклидовыХ пространстВах перелrенНы,. ý - ((rr. , ,, {о ) "
I:(Zrr,..,an) cooтBeTcTBeHHol.Z:-.t (€) - вектор-Qунliция на 

""охlестве l] ,

диФФеоморФно отображаоlцая его на множество а и задаrэцая в f *рrволиней-

ную ( не обяэательно ортогональную) систе},lу координат, },rетрическиЙ тензор

которой мы обозначим чеоез ёсф= lla.. (З) ll . . .. . 
*Х)

"Ji' ",!/=/,",l7L,

Пусть f (o)_t 0;, lclj i.j_l,...,o - тензор конечной деФорttации ( в лаг-
g iij

*) 
д"q6"р""llиальные выражения второгс порядка возникаот, например, в

теории пластин и оболочек при выполнении гипотезы недеФор..rируе}rых норrrалей
**) 

G (r) - вещественная положитеrlьно определенная в каждой точке
Ое0 квадратная .,tатрица порядка 4
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paнri(eвo,.i представлении ) }iножёства _Р ХХХ)

ПустьТеN ипустьзаданаФункция t|'| ldrRT 'Р такая,что

удельная потенциальная энергия деФорr.iации irножества а и}rеет вид:

lvl@, Д|о) Е (Л) , где ДР) - линейный (не зависяlций от вектора c}ie-

цения)опера.тор (матрица) . преобраз}оций в каждой точке I€l) простран-
лalr+|'

ство RТ, в Ko'opo,.r располопены значения тензора Е(а) , в простран-

,r.о RТ
Полоtкин tP) : lр:Е rcl вектор-qуr*цrа !(a) будеrq записывать

так).(е в 
"пдеr 

!1a1-|l^rcll 
K_l,...,c плп !1g1-(Ц pr,...,!"ccl , так что

Y к- /,. .. ,г

где д
в

!*{d : а ." А'r' 
'rleij 

@),

((l t -j
ii (С' - Вецественные Функции на I!) .

-дальнейцlеr,r 
расс}rатриваются лиtllь такие деФор}rации r{ножества i)

тся также ввс-

для которых Д| 1r, !1rl) eL| (ф' l так что (пол"ая) эrергrrя деФорлrации

rrэхет бнть подсчитаl+а по Фор..rуле:

.q р. -\ " 
,."' Fidi. ,l)u|e' 

d

Для каrкдой коr.tпонентU !*El аектор-Функцпп !, (J.) заФпксrруе,.r открытоL,

}rHoHecTBo tl*с u) TaKoel что при из,.rенении этой конпоненты в точках ,.iнo-

жества d t dr удельнбя потенциальная энерrия деФор,.rации не r.rеняется. В

дальнейшеr.л будсм следить лиll,ь за изr{енениел tх (о) "а ""о*естве ,d"

считая. .rо Jл (.r)- бl VraO t !0к.

(tlu) l но i,lы

ххх) -.Е'сливекторсмещенияЦ(аlинеетнакако'.t-нибУдьнепr..rо}rоткрыто..r
}rнo)fiecTBe dосщ. непрернвные частные производные первого п(Jядка по аргу_

MtrilTa,.t li и"q , i+j . то конпонlоr" 
'3i;!r".,r:;;:.З бrfi', 

ОПРеДеЛЯеТСЯ H.l

ц) ,ерез Ъе*rdр 41,r,r'no q)ор}tуле 1 см,|! , с ,

eij р)- ;ку" . c,"r ul!|) . tc,"= uf!{.} ;, с t, = чlOй) t =

=цrj|r=ц) -!E,tcl).
Более точно. следует, конечно, писать Ta*,E,J;/) и tiJ

пр]rдер,(иваеrrся обtцепринятых обозначений, Это замечание касаЁ
денной них(е аектор-Функции !tt)
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2о Введем вектор-Функ ц"о [/Е) - G tcl ц tcl "|,

сr,rещения, и заФиксируем число mеN ,п<п .Положиr.r

i: (Сr*, ,, сп Через &,)

где а(d - вектор

} - @t,...,c,,1),
обозначим ортогональную проекцию л.нох(ест-

в пространстве переменных r, а через

)

ва uJ

d(cl
на ось Гr-|'
, rд. tеб

i-оJ

йti) аля rtESr

- совокупность тех точек 4,/ , у которых ортогональ-

ная проекция на ось с равна о Аналогично определяются множества

dк И

сеi4ейство вещественных на (l) функций, линейно-независиltое на ,,rнox(ecтBax

ital VjеD "й_(il Yк-1...,с,Viеh".
ЗаФиксируем a "rо*"ar"" ,/ непустые конечные подмножеств " io ,

l,,..,, l" , а в множеrr"" б VK-l,,..rc - открытое под}.tножест-
A*4v-1*

во и)* Э u)л l Yi,,/=/r.,,,п, i<m,7>п , - открытое подмножеств" Oi
0пределс. lrие l Множе ство !2 называется (М.Д.} гибкипr ( или

поосто - гибкlr,,l) по переменrоИ i тело}i, если потенциальная энергия де-

Формации имее; эид (l) и с "достаточной степеньо точности" можно считать,

что l) каждая |(о}.iпонента Urtd, i-/r,..,п , вектор-Фу"*ц"" f./1g1 ,ne-
ет на мно)|(ествс, 4/ вид

"I€.4о 
L

,о. [/r'' tilet ! tat Vu.,lo , Vi-l,...,п (в дальнейше..t,"tы по-

лагаем: ?J ёt-|{[J^'''till"r4" );2) ка,rдая коr.iпонента Ц @l, к=/,.,.,г,

вектор-Функ ц," !@),""", f l;a1.rr." Ь! вид:

!^ tc) - Д"(ri'tj l + о!'' ti) а'''(g) l (з)

где Функции Si'rб 1 " Пf,'tb ) определяDтся соотноlчениями:

*)ко"поr""rы вектора U(X) """п"аются ковариантныци составляющиl"tи
вектора смецения il , с.6О] , а компоненты вектоDJ \mТ Ц@) - его Фи-
эическими составляюци"" П, с. 66, В9-9|]
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e|'Gl - (в*
to()

))с u +

tr,Р)
lro ti) 

ltj"el *, л{
аа;О' au;"

+-
0"j l,t0", ;!;:

(ол*О (i) + Zapelo

(.I ,р)

k ,*х
iзп
i>m
'В.4о

( ) , (4)

"Y'ti)-2 UА'Wво
0

B,p,1,0)
ij Ъок

al.^.lt/!'(о):- +
0а;

ld,p,
air*

i -- j <m,7ч>п,
,l,>m,р,!еIo

л.аu: aultl ,
|g]- l

0о; 7rj /
а (5)

в которых aeN , синволом (9 )обоз"ачено скалярное произведение в евкли-

довоl.i просТранстве значений ".*rор" 
ll/ , в:*' tё l , вектор-Функция с

ко}tпонента...t и иэ L? t;: ) , оr," некоторой вектор-Функции C!"'til ,
компонентаl.t, "" Lrb{J.* 1 ,оО же размерности, что и вектор-Функция

B,i, ti l, о,пЬ"о"",,иальный оператор 

:;j:]"l3"W'",,щ":;;"::_а: в обобщенном соболевском ."'.n"*) 
п*dсi nlri

вуот в обобщенноr.r соболевскоr,t сr.rысле на r.rножествах 0;1 " фi, соотвеТ-

ственно;

и

о:'" (il е L,b (ii); оi{;u' rj) е * ti; >

\црр а.Г,!'",il . ii , oilit" id l , L,k (,i; )

---')Для эrого достаточноl напри}rер, чтобы коr.rпэненты вектор-Функции

Lf,'ril-Cf,'ril принадлех(али пространствуLаt а;Т) и чтобы Функция

^ 
(d,9)

/L i;к ( Z) имела обобrценные в с,.tысле С .Л. Соболева производнне

#' u L2 ca:t п,,и L 4 777 и # ./!саХ ) .о2/ s 7гz лля всех

пýисутствуюцих в (Ц) верхних и ни,rнрfх индексов.
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и оrрр aii1'''" (i ) . 3i" n i;,,

ше!i считать продол}O(енноЙ нулем с мнох{ества ai!

3аrrечание 2. Выражения

ra,p,0).^, а[/У' -@,F,1,0)а;r* (а) * и О".
0ч " *oj л,zk

3арrечание |

Цв.7э,е). {црр а iъ*

Каждуrо из Функций a:'':] "'Тf,'til будеr.l в дальней-

на все ,.iнoжecтBo aul

,а)ац 
аау'

' 0r; lrj
в ( 5 ) считаотся равныr,rи нуло соответственно на l.tнoжecTBax

(d Ф\ Luрр &)
ц,р,л,0)
dj l,zk )(

цо. В дальнейчlеri }iы считаен, что .{? - гпбкое по пере"е""ой J тело.

Вектор-qункчи^ {/1$) из определения l образуот векторное пространство

{ Пусть $ - ве*rооное подпространство в пространс r". .Г

Гипотеза l (основная) Возr.rожны лиlllь Taкrie деФорлацпп ,ела t) ,

при которых вектор-Функч"^ U(i)€ q .

Приrаером основной rипотезы ,.iожет служить гипотеза яедеФорлrируемых нор-

r.,rалей, приr.rеняе..rая в теории пластин и оболочек ( линейной и нелинейной ) .

3а9иксируем для каждого K-t,,.,T два под,.1нож..r"" { " t: в

",о*".,"" ./ такие, ",о tr: . r: , {'ё) = 0 на а? Vt/& е{о,

V*r 4,-l- ,, €'|}il = 0 "а t,l* V?kil е $, VKeJ*, l; .

Введеr,r ,,rнoжec TBa

!'- |rrN: к<т " Х:+ Ф!, l*-|*еN, к.т " li + dI

и будеlч считать, что оба они непусты. Число элеrlентов в ,.tножествах
* _ t| t*и f обозначиr.t соответственно через d и d

0

l

Положим f (<)

} rt-|r-*'} к€l*. , ,д. r:''eR
uel,

xel:
"et'-

ц

х

*) Подр"aу,"евается, что подобные равенства здесь и в дальнейчrеr.i иr.tе-
|от ,.iecтo с точностью до ,.rножества лебеговой r.repы нуль,

1
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0бозначиl.л u.o." /y'l о| d х Rd'- R Функциlо, которая получается из

Функции /r'| е, 4,,..,, 1g) , S*cR VK-l...,t , если в последней все {*

- -lпри Kel

Мо (r,|r 
"^t"l 

Z,, rГ' , О' 
tnl\ r,), L, (й ci D

Vie,i , Yf:*'.Л]'

за,.iенить нуле.,i.

Гипотеза 2

06разуем Функцикl

(r) х_, |f'u'-'
t€il*

о)}
i,a,5') :,I ц F,|r,-

0{al
d;(

tй:

)
(6)

BBeдer.r обозначениf, on^ а tile fo :

t'(i)= [.r.'"'{il}
!2li:

е'ё)- [rj?аl}л

K-f,...,t

4

g-(i) - lrl"' ,i,\ :2l: , Kcl' .
ае t"

Ф'(i ) - гt
(.{)

,а,}к

так что на множестве ц) иr{еет rlecтo равенство

t'G): e*(i)+c'(il Ya6)r4.
3аФиксируеrq переменнуо / -6у"*ц"в ff , а к (пространство пере-

менных4*1*R , удовлетворяоцуlо
, --

Д, -чсловпо [zJ
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Гипотеза 3. Возмохнu только такие деФор"ац,п,п ,ела Р , для кото-

рых e*(ilc tot,il,
Гипотеза !.. Функция fr ' i х(пространство пере}iен"ых {_* )-!

вчпукла на пространстве пере}rе"ra,, .{* при ка){до.Ji Фиксированноt4 aett) и

оператор суперпоэиции, поро,rrденнuй Функцией Л/ , непрерчвно отображает

пространств" Lfr (а) 
" noo"ro"""r.o /r(,j). *)

0бозначиr.r,r"р", Л совокупность таких вектор-Функч"l, t/ф)е{о ,

для которuх еr (il е L7 t6),
Введен на ,.Е ПОЛУНОР."tУ, определяемуо для ках(дой вектор-Функции

а , it е fl, равенствон:

'{/) - |e*(b)l , /лr. (7)Р| bg t6)'

Введеll также операrор, O*rfr| " Е' , действуощие на вектор-Функции

?/ё ) из Л соответственно по Фор,,iула..i: ?/1}1 * a*(i) ,

?/ёl 
- 

g'(i) " t/ ф1*,2,1s1,
Пусть тело f7 подчинено некоторuн связяй так, что для cooтBeтcтBylo-

цих возноlхНчх деФорнаЦий вектор-ФункциЯ ?l ril принамежиТ Henycтol,ty ПОД-

}r'oxec'By йZ " а, приче^t

й G,о* (t/)+fr'QЛ)е/,,(а) V tlё), t/titettl. (s)

Пусть, далее, '"no tJ подвержено действиlо некоторuх внешних сил,

работа которых при деФорirации с достаточной степеньо точности может быть

/@), линейный

,.n" Q вчража-

g(Ф- fr б , t'6Ddа - <r р/), tl > VU ё )е Иl. (9)

0бразуен на инох(еств. й Х ?И Функционал

х)
Для непрерчвности отображения указанного оператора суперпоэиции иэ

lп Ч) " L,(d) яодr"rочно, чтобu этот оператор отображап L7 1i) в

Lr(a) и Функция М удовлетворяла условио Каратеодори frr, c.l93-2o{

подсчитана по Фор,.rуле a rц 
(U) , I/ > , ,а" t/ С fl, , а

Функционал no fl ,rа* что потенциальная энергия 9 (U)
еТСЯ PaB€HCTBO.i:

l
о
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\
а

э(t.у) - м (i,, е* (lD + о' (tt))di - <р ({/),t/ >,

5о. з"д"д"" оператор Л l ?ll 
-{ 

, отобрашашlий tlHoпecTBo 77l в

непустое r.rножество { пооизвольной природы. Пусть c7leO(at).Hac будут инте-

ресовать такие поло*ения равнов.r"^ % (i) ,.n" ý2 , для Ko'opn, fl(Ц)=? ,

Пусrь Х - ""*rорrое 
подпростоа"сrво в fl, такое, что иr,tеет несто

иr.tпликация

|u,t ейl, Л(ul-tэ0)\ * L@-n.xl.
Предполоlкиl,t, что найдется такая полунор..{а rr:X *;?, 

"rо Р+9
"орr." "" Х и относительно этой нормы Х - б"""rо"о пространство, при-

че}t каждая ограниченная в Х по нооме р * 9 последовательность содер-

хит подпоследовательность, Фунданентальнуо относительно полунорl,tч /
Тогда r.roжHo доказать ("". [зJ ) , что поАпростран"r"о Х пkцр конечно-

нерно и на лtобо.r заикнутоl.r векторно{ подпространсr"е Х, 
" 

Х TaKoHi что

Х-Хо Ф (Х П kепр) , полуноDr.rа / эквивалентна Hopire р+у
Пусть Хr. ч*аэ""rое вчше подпространGтво в Х, Пз Х '"* ХПkUР

" По :Х '"" Х4 - лпней"uе проекционнче операторч такие, "rоП*По-I,где -Г, - ,о*я"ственннй *.р"rор ," Х

Полоlrии trltrw'- IU ' Пt, l Л @l - {l 3афиксируем элеrJtент

U'" ' 77tr'Ф' и Dассl.iотриr. нножество 

';/i"- 
ril'|'- Xl'o', расположенное,

очевидно, в подпростраrсrвa ,(

П5lсто подпро"rр"""r"о Х реФлексивно, а ПrOп;!,:,) - слаоо
зайкнутое подиножество " Хо Пусть, далее, выполнено слеАуццее

Условие Д. Для лпбой последовательносr" |t/ } с *у:,

",о поц(t'_ т е по t rп}!!, )

tlt
такой,

слабо в х0 , найдутся такая ее под-

последовательность, KoTopyD l.lu обозначии тем же сиr.tволо'.t, и такой эле}iент

WеХпkе,tр что Хl+WеilZ;||", ч
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li,п

пусть |а
g(t/'о'+ . )

4uр .^ р|а) < | о
аеiПiЬ' '

y.tay,!o,f rG)<р(а 
ru'О'+ u''! o'o'*r ) _t*-

Справедлива

Teoper.ta |. Пусть либо

(l

-а(U'о' r tf + W t/'o'+ r))ro Vp,0 . (10 )

Lцр ,r, р(а) - + оо
aeПZ2li"

о.РУ;,РQ/)*+ою 
0 (t/'"'+ u), 

оНу,:,э(а"\ц1 ,

тогда ]tl ё), trzl.,'!'' J (t/) : 
о,rrТh,п, 

!Qr)

j|оказательство. Teoper,ra будет доказана, если r,rы установиr,r суцест-

вование такого элеr.rента l/ti), ??Z;::, , для которого

9 ({/'"' + t/) - 
о,#Ъу.,r(tl'"'+,r).

либо

- мини...tизируоцая последовательность Функционала
(ф)

}

на ,,tHoжecTB " ПZ g,ot . В силу условия теоре.iiы, эта после-

Р Поскольку rlHoжecтBo

П"@Z?(r;!., ) СЛабо Замкнуго в Хо, а подпространство Х реФлек(ивн(, из

последовательности П"а"Lо*"о извлечь подпоследовательность, слабо сходяч|у-

ося к некоторо.{у эле,.rе "rrй.})С П. (Ш;:: ,) Подпо.ледовательность, для
ксrторой выписано неравенство (l0) в условии Д, мы будем обозначать Tel.i,ке

довательность ограничена по полунор}rе

|00



сиl.tволом {?J"'} , .rо и исходную миниl.tизируФцую послеАовательность Функ-

ционала g (l/'o' + .) . Положим а: {/ + W , гд€ }У- "n"'"", 
иэ условия

А. Имеем следуDщее очевидное неравенство

, ГА€ ре _l0 t*,п
или

Ы (1(u'"'ru"') - 0(tl'"'+и),
t*ю

liл (g tu'о, + ?/'t,) - g (tJ'"'* il, t/'o'* t/'t')) +

t, +оо

+|л
0-*

Первое слагаемое в правой части неравенства (ll) неотрицательно, в

силу условия А, а второе неотрицательно в силу выпуклости ri,у"*ц"" /|f по

аргу,пенту d 
* 

.

Teoper'ta доказана.

бО. В *оr*ретных задачах теории упругости условие А может быть прове-

рено весьr.|а просто на основе Teoper't о коl"tпактности вложения одного Функци-

онального пространства в другое, если выполнено

Условие Б. Пусть какое-нибудь слагаемое в (5) "сосредоточено" на

изr{ери!lоr.i под""о*"ar"" 4 " а Тогда если оно содерх(ит ,.rнонитель одно-

го из видов:

(r @(О'4 {,/, t/'o'+ u'u) - , (t/"' + t/)),

о {u{'ril)
0;о'

i1l)

и 0f', N

0['r N,l !,If' lal'1flio' , где Pelo , l r* и

ИЛИ 

,, цUrf'(ilJl .ci , гае Р€lо , lrrп, i -гп , то для

каждой ,ou*" i'o'eQ найдется открытый *уб К (аn') с ко1.1пактны, 
" азаl.tыканием и с ребрами, параллельны!rи координатныtt осяr.t, такой, что на

нем существуtот в обобщенно,.r смысле С.Л. Соболева для всех вектор-Функций
t/tile Х соответственно l) диФФеренциальные выражения

аtI,Ъ, 0I]2a ,, ilrФ| ^.;Ц' + -;?-' Vцi-l,...,*,i*j ; 2) производные 
d{e''iil

qri |ri ' - 
' 

^. ___r'^ 0"i

Vс-l,.'.,rп ;3) аропзводные 
?'Ut til Yл.-t..,,,rп" l ПРи_

{e'r с константой gl> 0 , не "".""!Ёiai'ttёla| , и,{еют 
'tec'o соот-

leтcTBeHHo неравенства :

|0|



,)

2)

r2
\j-r,-!.l

m

(р) lo)

|Ut' ilUi'

|ri 0r; L,(K |а@\)

V[/ бtrХ;

* р(а) VarileX ;

" 
?::r,"I 

u-'-'|,,,*,,"," r р (u)

(д)

l Ur'

ц
t;l

L,Ш ti'''))

* J_ ll и_о'п
а€ilо
K-lr.,., П

L,(K ti,'y1

з) dj l'ylx-t !0цOа;l цtк tin))

ll ик
'ш +р(U) ViltjleX.

''))

(-

Е4о
К- tl...,П

окl (

проверка выполнения неравенства 3) в условии Б облегчается, если

а) найдетсЯ индекС ualo такой, что в кубе K rin ) существуют в

эбобщенном соболевскоr.r сr.tысле для кахrдой вектор-Функчии |/1}rrу диФФе-

ренциальнuе выражения
0[Ir'-'

-*
0rj

0Uj-'
0"l

l02

6 ) справедливо неравенство



п(|,i,
где Функция J1,Р

лежат пространству L, {К ri''l)

(4t

'^

(,i,
и ко.{поненты вектор-Фу 

"*u"" Д
а,)

tilа{,р

L,j-|,.
L.j

/,К ti,п

aU:'
0"j

0Ui

",,iV;l}u!" 
r,K в,ч+ р (?/) V tl Ф,х

с константоО dоr7 , не зависяцей о, t/ё)еХ ;

в) для каlltдой вектор-Функции t/tileX в кубе К (i'')

Yх-l,,.., п суцествуот обобчlенные производные Щ и и}iеЕт л{есто
0"о

тождества

ui'ta, = t:;^' 6)a# * tл'!i" 6),t/),

r)
(с)

(12)

принад-

, ПРИЧеl"t

ý

(,i.L) clt,xl

<,р
бl +,f til/o Vi еК ti"'i.)<,р

рассмотриrе рiд примеров на приr.lенение теореr.rы l .

7О. Пример 1. (Геоlrетрически линейная теория упруго-пластической
деФор}rации гибкого ,ела.) Пусть сzl _ cd YK - t,, . . ,с и

!tal-|r,irn!у!r_,,...,. , ,д" ei@)- 
# 

- # + (ai@),U)

и О, (О| - вектор-Функция на 4) со значенияt4и в Rа , так что энергия

дефо}мации r,tножества ф имеет вид

Х) Одr, частный случай соотношения r.l2) имеет }recтo в классической
теории пластин и обо4очек при выполнении гипотезы недеФор}rируеlliых Hop}ra-
лей,

(

l03



хUyp lvl \",|ertal i,j-t,.,.,п) аr.
Lёl

Будеrr считать, что для некотороaо ..ffe /У a оо"r"rочной степеньо точ-

ности на d и}rеDт rirecтo соотношения:

IIb1 -2 (Io' ) оу Ь) - 2 a|I'' кl+.Л/ У

\
d

воr( tё )ё-
l<l<Л

е..
у

no" l

(r) :)
Hlc;tf

ЭrtL;

0"i 0"r

\

(.|'Bl,u"''ia,)) ;"
рý{/,

(1з)

{14)

( 15)

0,,la) - 2bJ 
lcrtc"ff-l Fo' 

- k, +t) ч,"r"'Ё |а|' til,и"'i;l) +

при iзtп, j -m;

er(c):,Jn_,(t*r*, )[JiBrOj)+ pp,)tIf 
+0) 

+

,);" * а,(:. @r?Blu'"%,}"./ кгrf \РС<

@Р) л
(о

1о",| til,U+Я
р-,<

при g>1,7L,

3десь диqgеренциальные выражения

l0l



01)

*ц,
0tl

0Ui

0"j

np,. |сl<,Лr, i:* и производн ". # np" lоrl<./, d -, *, j r.
aуa"ar"уо, ""-j В обобценн,эrq соболевск6" c"ncn", Функции

off'Glrt?til Vr,j-|,...,П,iuj, l{l<"M , а символо'

0: обозначеН r.iультииндеКс, у которОГо КоltПонr ,r" a 'о""ро" / равна l,
l

а остальные ко..tпоненты равны 0.

Равенства (l3) - (t5) будеr.r единообразно записывать в виде

еr, (r)

ние, стоящее в разложении
л

равно нулю на (l,,l V?/ ti
Введеr,r иножество

(в)

/
t

i{F.rr

в)

iе )(а r |6

вектор-функ un, t/(;)-tИi'r;l} ,i:t!.," с суlцествуоtциl.tи в собо-

левско},t с^rысле диФФеренциальныни выра){ения}rи и производны1.1и, указанны}rи

вшле, образуDт векторное пространar"о {
Пусть S, - ."*rооное подпространство в пространс,", {
В соответствии с гипотезой l предполох(им, что вектор-Функция

tlфl еЛ
Oтметиr.t, ,, сСли Г0 есть совокупность таких вектор_функций

?lti'l е { , для которых 0;i@)=0 "" ц) Vr,i -/,.,.,п ,/ ,*
или, что то х(е carjtoe , e'i.'til = О "" i, Vr,7-t,,.., п, / '*V*, l"(l <,{ , ,о г:,,поrеза | при tп-2, пLJ, J{-/ "в *лассп"ес*ой

теории пластин и оболочек называется гипотезой недеФормируе},rых норtiалей.

Для каlкдой пары (l ,j ), i,ieil , i</ < п , заФиксируе,,i под -

'.r'oжec'Bo .il} ,rо*"rтва тех 
'.rУльтииндек.l" *'- (*.*, , ..,rda ) , у

кОТОрых l(l jЛ , обладаrощее такиr4 свойствоr.t: диФФеренциальное выраже-

|--|ci1l : i,j et,l, i *j "o, rt; # d J .

пусть l* + р ," d
Функциlо llo z ч), Рd 

- 
Р

t
- число элеr.rентов пiножества

тождественно

0бразуем

, которая получается из Функции

ln5



ll (r,lrчI;ti,,....о),1ц eR , если в послеАней все lу no"(ii)c у*
За}.iеНИТЬ НУЛеrir

В соответствии с гипотезой 2 потребуем, чтобы

( е t , tй Gl) Vjе6, Vrii'eP.м
0

I

0бразуем Функцио

r'i' ё"! ci,,x*) r, ,

i';' 
Ь"\ c,,i"t-){>

'ael

fi G,{) - м0 te;бtбl
(d,

,д. |*-[rj:'} у)у, 4у еR

\ и

, , относительно которой будем

предполагать, что она удовлетэоряет условиD Каратеодори и выпукла на прост-

ранстве пере,.iенных Х' при ка){доr.. Фиксированн о^ i ' k *), np",.""

Via .i , VF* внполнены неравенства:

ЙG,tr-)l. t(il+ Кil (i,4-) " frta,4*).N(h+ Ki(i,;- ),

-лгдеМ ф х

цияr удовле

го предположения, инеет irecтo гипотеза Ц

Введеи обозначение

( пространство nepe..re'H", 1* ) * R
,"oi"n.u"" Д', -rrno.no, К€ R, r(i)et,, 6 )

- пере'tенна" ./Г-Фу*-
| В силу указанно-

Е* (а) - |ф'сЬ,I ,:l,,;!

Пусть вuполнена гипотеэа 3 и ""о." 
'h,

f.

обозначена совокупность вектор-

Функций Z/cile$ , для которых о* (i)eLg ,i)
Введем на .fl полунорlrtу, определяеr,rуо для ка)i(дой вектор-Функции

*) 3"""rn", что выпуклость
при ка).(доir Фиксированно" Э е il
ранстве пере}.iеннuх tl y} cyle у^

Й на пространстве пере}iеrных {*
из выпуклости функции Ио ,а прост-

Функции
следует

lt5

при ка)i(доr.l Фиксированноr.r z € 4)



atil.R, paBeHcTBorit

р@)- l е,* tb )ll 1о ial 
.

Полоlким

4 :|1

** : \чif' \ (ii )€ l*
L<m

"rril
} Q:,jrel*

L>rп
*.ni,

2

4
(&)

ijt
*r

("( )

у ] !,l.-' ,о
ь€l ,l,=lT7

|"rlсЛl

Аналогично вводятся обозначения ё- Pl, Ё- (i), е (i ), Е G l
дп^ tJtileq

В дальнейrлем мы будем рассматривать случай, когда наборы пере,"tенныхj* !*6 и | оба непусты. Случай, когдэ один из указанных наборов пуст,

расс},rатривается аналогично (они более просты по сравне""р с первы" ).pлi
Пусть И;:d Х{просrпаrство переr.rе""п* {*} *Р- qуr*цп",

получаlощаяся из qункции |l| путе}i эа},rены в последней всех аргументов набо-

оа {*- |*rrn^r". Индекс б пробегает здесь два значения: l и 2. Ясно,

что ||, - , -t.r,tенная "{-,9у"*ц"", удовлетворяlоlцая Д'" -r"по"по,Vi-/r2,
ь

Будем предполагать, что пространство L7 t il) непDерывно вло*ено в про-

;;:"".r". 
локально интегрируе,..r," 

""*rоо-Ьункций 
соотвзтствуюцей разr.rернос-

запише}i ка){дуlо Функцио O'f' ё ), i,i- t,...,lL,i<i,i- п,lцl<J(

ъi' ti,= r'i' О til - Bi' (i), tl ti),

,в
виде

"(a'tгде &:: - оператор, содержаtций только производные от компонент вектор-

Функции 
"'Ulа1 , . Bi'til - вектор-Функция той же разttерности, ч?о и

t/ti), локально ""r"r!rру"""^ "" Li

В соответствии с разложение}{ (l7) вектор-Функции EЁ)rl*6l,
Ё- бl" Е6) "огу, быть записаны в виде:

(1/)

l07



e(i) - !цёl + BlJtill 1-6t-!-aёlri*ural ,

Е(а)-Zttё)+Вtliil,

l*
,д" t,t " t - ,,rатричные диФФеренциальные операторы, а

В - оп"r"rоры у.,iно).(ения на Функциональные !tатрицы,

в,;:;-

0п ределе ни е 2 . ОткрытыИ куб в rj с ребраr.tи, параллельными коорди-

натны!t осяr.t, и с коr,rпактнып 
" 

а заr,tыканиемflазовем допусти}itыl"t,

ПустЬ tl - лебегОво простраНство на d , состояцее из вектор-Функ-

ций той же раз}rерности, чтоли вектор-Функч"" {/(i) , а Z - лебегово

пространстВо измериr.rых на 4) вектор-Функций со значенияr,1и в евклидово,,r

пространстве переr.iенны * f; ,"*r., что для лrобого допусти}rого куба К
пространства, являоlциеся сужения,,rи пространств /l " Z " ",.о*"","" 6
на куб К , непрерывно влох{ены в пространства интегриру"",,* ** К век-

тор-6ункций соответствуоlцих раэ,'tер*осrей*) и, K2olte того, fr tb аrhе/l

V(/ ti).Л. хх)

Для суrцествования полунор^rы 'J "" I, такой, что l') Р+У- норма

"" Л ; 2) fl, - ба".rово пространство относительно нооr.rы Р* У ;

3) каждая ограниченнал " Л по ноомеР*У последовательность содержит

подпоследовательность, Фундаr.rентальнуlо относительно полунорl.tы У ( см. п.

5О) , досr"точно, чтобы выполнялись следуоlцие условия.

Условие l. мrо*есrво J связно.

Ё- (i) - ;- il @l,

и

|к

Условие 2. Если

ёlj-?tri)elo,
К - допу.r"rчый куб " tl ёlеЛ , то

(kl, VrбltsilrilеZ и и},iеет liec'o не-

равенство

лее
мый

e,.ry

|0в

х)
В дальнейшем нам будет нужна не лебеговость npocTparcrBa Z , а бэ-

слабое свойство, закл|очаDцееся в Tor,t, uTo су*еrrе Z на лrобой допусти-
куб является за}rкнутым векторныl.{ подпространство, в z

xrr)

Это последнееjсловие всегда,,io)i(Ho считать выполнеНныr.r, подчиняя
подпространство to



\v^tili- tl til| Ll,tkl*l71ilTttёilr* 
t(K)lfuбl |l фll *

i l.toжHo извлечь подпоследовательноСть, Фунд(эментальнуО относительно полунорr"tы

где константа

для почти всех

tК)е р

Условие 3. Каков бы ни был допустиr,tый "уб К , иэ лrэбой последо-

вательности tt"' (i), [- /, 2, , . . . , вект.э-Функ цпа "э Л такой, что

Ёfi fu l*(il !- а 6'| ,й,а, +

* |lK tilIU 1i'll, * |7 *Ёl !t' till r), *"-,

|lu*ti),| *

Условие Ц. Пусть (- проrпз"ольный допустиr.tый куб; о - ко.,rпакт

. К ; ilо - сужение лебегова nporro""rr." |l с r.i'o)fiec'Ba а на кон,

пакт б , L ti,i) - произвольная изr{ери!t"^ ", К' К пряr.rоугольная

Функциональная ltатрица с число.it строк и число..t стсrбцов, ровныr.rи соответст-

венно раз}rерностя.,t пространств значений вектор-Функс.пi, иэ /t , из fl(t) ,

приче}.r инеет место оценка

llti,yl|i-i,*'.tШ)

от f/ tёl

( 18)

с константоа С(К) е R , не зави,jящей

для почти всех 
' 

еО , оператор,

(i,i ). ,i , il

о, i,i,i)rh 
^ 
а

Тогда lL 6,ylBatylleL,tal
действуюций по ФорЁrуле

l09

и не зависит



a,

tl tit L (i, lt ва фV!, ( 19)

непрерывно отображает npo"rp"""rao |" в себя и Hopr.ra этого оператора

стре}.rится к нуло П}ut:r7рS+ о *) (r" ca..roи, деле для дальнейчlего достаточно
требоватЬ, чтобЫ верхниЙ предеЛ указанно}i норлы при?ПеS€+ g бчл <.7 ) .

Условие 5. Пусть ?"6l- 
""о"r""" "" J ве_щественная положительная

в каждой ,rо,,r*, ie 13 Функция из простран"r." Lý ti) , обладаооtая

тем свойство..r, что ?lt1l u g Vl/tilefl .

лусть {f"' Вr?"/^-|,!,.,,, - Фундаментальная последовательность век-
тор-функций n" ,9 " t/ёl - ве,.тор-Функция, ."д""r"" ," Й' , такие, что

"' Н 
^: !, u' t?*|У"^Щl * - О ; в ) у вектор-

Функции ?/фl "у*""r"у", ". fi в обобrценноl.,t соболевском сtlнсле диФФе -

ренциальнuй оператор t-(!*rE) ,, г)для rшбоrодопусти}rоrо кубаК :

6

,

rr бl!-a Ё)rL il,(i), 7к ё)rа (i )cZ,

7*i-tt til , Lfr, Ф) , lKёlju ё)еz

h|, *,r, (tt"' ta, - ?/ ф l)l r * | / * ё ) !' t/'|'(i l - tl 6 )|rо,л,+

,lt^ёll Qto'ti) - а dl)l , * lv 
^ 

ti li' Lt/'t',a) - Zt, бllrо, +
фl

+ llKфl В (tl't',a) - t/ 6)lr) -О,

д) J* ?/ёl* -i*tlt"leLцti), i'tlrileL7.(

tL* 7tfu"',i)-ilril)-о.
[*-

ll) ) u

l l0

*) До.r"rо.нuе условия для этого приведенц в Е7, с.Цl6-Цl9]



Тогда ?/til е S х)

3аФиксируем допустимый куб К'О) ^ "..д", "" fl полунор}rу r,l , оп-

ределяе..rуо Y?/ бl е Л pa.e'c'Bo^r:

r(a6) - |,t*,.lё)ilЁilt.

{ "[ r+ [

Покажеr,r, что при выполнении перечисленных условий l) - 5) эта полунор-

иа обладает требуемur.rи свойстваr,rи.

]laM потребуется следуоlцая

Ле}r}rа l Пусть ý - векторное пространство на Koтopor.r задань.

две полуногr.{ы такие, что полунорr,tа является норttой на

.' s полно относительно этой норl.tы. Пусть, далее, всякая поси ледо-

вательность, ограниченная по Hopr,re €+ l , содерх(ит подпоследовательность,

Фундаl.iентальнуо относительно полунорны Пусть, наконец, на за-
дана еце полунорl..iа t , которая являет

( 

-

,ся нормой на подпространстве
и удовлетворяет неравенству

где константа

La

g' fu) * t 1' { fu) + 2(ul) Vueý,

СеR и не зависит от ЦЕS Тогда полунорr.rа

, эквивалентной норме r + /
Из леr.rиu l следует, что каковы бы Ht.r были доп.

К' С К, имеет }iec'o неравенство

,,сти..ruе *убп К' к,и

l у 

^,il 
tl бl| * . С (Ki Ю(t 7r,til ?/ till 

"

+ 17 * фl j- 6,| ,*,ra, )

+

V[/Ёrc fl

С К!к le R , не зависяul еп о, ?/ 1ё) еЛ

(20 )

с константой

*)Требоваrпе 
принадлех(ности BeKTop-qyr*un" t 1i) подпространi тву

Yn равносильно в данноr.r случае требованиrо принадлех(ности ее подпрост-
oi"crBy fl,
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flействительно, обоэначая через

вектор-Функ циП иэ fl, , ,; на К
определяе,.rые на вектор-Функциях Ztil е S

S векторное пространство сужений

, в"од" ,а S полунорP|ы ?
равенстваr.rи ' 

иf

2' ftD -|?л, Ц| t, IUD -|rril|r, r@) -| r*b* |z6,,tcl,

пользуясь условияr.rи 2-Ц и приr,rеняя леr.r,"iу l, получаем неравенство (20)

Как действуlот условия 2 vt J, почти очевидно.

Условие Ц приr,rеняется для доказательства того Факта, "rо попуrорл" 7'
npn К'# К является нормой на подпростр"r.r"" kot f Делается это

следушlиtt образом. пуrr" ?/,(i)e S " ((t/) - О . Это означает, что

!Utа) + att,6) - 0 "" К *? пу.rr, Kpor.te ,оrо, 2'({/) - Q или,

что то хе car.oe, {/tёl = 0 "" К' Требуется доказать, uro |/1i1-4 ".
К Воспользуе'ся известныl"t интегральны,'. представлениел. вектор-Функции

tt tit через вектор-Функцию t?/ ri) (с". Е,6] ) , выбрав его в виде:

,о. Ltiril - изr,rериilая "" К"К Функциональная..tатрица, удовлетворяоцая

""o"""r.rJ, <lB) и обладаоцая следуоlци' свойствоr.r: 
""nn 

ieK' , то

Lli,y0-0 оп"лпо;.l: .|*.!r_ry , а если iСR' ,,oLiё,yу-o
дл" nb.,r" все^ У € 

(К- Ц)! К (зяесь Га^ , *о"у. с верurиной в точке

i , натянутый на куб К') . Представление (2|) перепишеr.i в виде:

tt сД)- \ z ё,у )lttt!di ,
к

0til-- \ LG,y)Bt/(i)di
к

(21)

l22l

Полохtим ln- лпr(К.tК') ,Поскольку, по предположенио К+К',
,о lo > О В- .nn, условия 4 , выбереr.t L€N так, чтобы Hop..ta оператора

( l9i оыла < / при пl"L о * 0о lO

Введе}r следуDщее обозначение Vl еR , t --0 :

*) Здaa" и в дальнейшеЁr подра3уr"tевается, что подобные равенства имеют
r4ecтo ПОЧТи ВеЗде на УкаЗаннО.it '.iнox(ecтBe.

Il2



так, чтобы пеЪ (Kl- К, ) -
lr'ox(ec'Ba оо= К'' " "/!'*r,
Докажеr,r индукцией по j= Q, 1,,

л"о*..r"" К7. . Пр" i-0

Kt : |ie Кlр (i,к' )= ll.
Выберем вещественные числа lo- С. t rr0, t' tr,..,, tr_r' lr_r, tr' t r_,

Ц' Vi-t...,Z . зададиr.t коr,rпактны . . К

'Krr, Vi-t,,..,r . Ясно, uroKro- F.
,.,,I/ , что вектор-Функция аdЬ О на

это утверждение верно, поскольку rro- r'.
Пусть теперь оно верно при Heкoтopol"t целоr.t jo, 0 <io= а установиrr

его справедливость по" i=io+ l Рассмотрим тождество (22) при

Ie к,
?о+t

Его, в силу предполох(ения индукции, }ttoжHo переписать в

виде

получаеlli интересуDщее нас утверждение.

неравенства (20) и условия l следует существование такой заданной

?J til - \ L ri,ll ва t! ld!. (2з)

'in,
Hoprqa оператора, действуDцего "" !/1i) в правой части тождества

(23) , < / , так что ltlriil, - 0 и, значит, aёl:0 на

бjо*, . Так как, Kpo,.re тоrо"",|i'|rо.опопоженио, {/rh -О u rrro ,

то {l iЫ - О "" Kt 
o*l 

в силу равенства Кrr*Г К tiоU 'lo*, 
.

Пои i= 7
из

," ti вецественной полоlкительной в квхдой ,о"*" ier} Функции

L(а)еt2 Qhl , u,o t/(a! е Ш Y{/lileЛ и и,{еет ptec'o
L(i)

неравенство

ПЖ,l, 
-,, (а ф,) + у itl $), (:4 )

из которого следует, что полунормаР+J являеrс" норлой "a,fl , причел.,l ,

в силу условий 2 и 3, лобая последовательность, ограниченная по Hop,,re

Р + ] , содернит подпоследовательность, Фунда}iентальнуlо относительно по-

лунорr..tы 
'нам осталось доказать только полноту noorro"""ra" fl относительно

llз



норныР+r. Воспользуемся для этого условием 5.

Пr"r, ?l0,i), l = |2,,,.r- Фунданентальная последовательность

вектор-Функций из е . П" неЕ}авенствал(24) и полнотч npo"rp"""r." { сле-

дует суцествование такой заданной на i вектор-Функции Z/til , что и}.iе-

от место соотноOrения а) и б условия 5.

В силу неравенства (2О) , для лrобого допустиr.iого куба К и,rtеет r4ec-

то соотноO!ение

Ы 17 * бl(tl't'til-u'o'tlil r-o ,

|,к*Ф 
l

ll и соотнощения 6) усlювия 5, сле-

Восполь зовавtцись условuен 2, Фунданентальностьlо последовательнос ти

|tt(" til } оrrо.rтельно полуноDнчР и соотнощениен (25) , получин

равенство

ОТКУДа С УЧеТО.i ПОЛНОТь. ПРОСТРаНСТВа

дует, что

равные нуло вне куба К и такие, что

l\|7*til 
(tl"'ti;l - tl ril)| lt - о.

.Ь*|l vrBl!* Pl"'(i, - t/'^'6,)l [1,18l+

* ||^tёl(t (аа'ral-tl"',il)l, +

+ |l*rhi- (il"'ri, -lt'-'Ёil l, rfr) 
+

brt,I

+|tr^6lE (а"'(а) - tl"'6l)lr)-o,

( 25)

{з6)

В силу (26) и полноты суrхений пространств L1,tb), Z " а "" К ,

найдутся вектор-оунк u"" 1I*(i),Й*,;ileLo,ti1 " Тбl,W dle Z

llq



(l rл (g
|*е

диФФеренциальныЙ оператор

l

hл l(!-tl"'(а) - i-t;,)l +
Lx,tбl

* ll, бЕu"'6l-Т ф,)l, *

* l/*ф(Ь" u"'6)-Й-и,)l , _,,1.*lJц(d)

* !l2^ til (Бtt't'til -Wrll)l) : , .

Поскольку сужения пространстЁ Lorlil) " Z " а "" К непрерывно

вложень. в пространства интегриру""п, ," ( вектор-Функций cooTBeTcтBylo-

щиу раз..ерностей, то из соотнодений (25) и (27) следует, что t) "а К
имеDт место равенства

fr-,r )-,i-t/6), Wril,E?/ё); (2s)

2) вектоо.Функция ?/(iln".., ," К (а, зrач"r, в силу произвольного вu-

бора куба К r и нэ Bce}r r.rнoжec ,.a h ) обобщенный в соболевскоrrt с}lысле

t-(i-rr) , , "" К иriеот ..tec'o равенства

i), -Т til -Itt til. .,g,u
tI:а

*lt

i?7)

Таким образоr,t, соотноllения в) и г) из условия 5 выполнены.

Докажеr.r выполнение соотноurения д) иэ этого условия. Из полноты прост-

р?нств Lйi(a ) , i-t,2 , следует суцествование таких вектор-Функций

З- 6)eLfr.ii,) , i-|,2 , что

,Ц\| 
j"a"'ta) +;- t|"6)- !,- $l\rц,il +

ll5



)Ll"t6)
:0,

откуда с учето}r соотношений (25)-(29) , справемивых для лобого допусти}rого

куба К , будеи иметь следушlие равенсr"а ,а а) :

g-tёl: !*u61+ j"1, til, Ё* (;) - Б-а 6).

llы доказали выполнение всех пунктов из услови" 5*] n, значит,

{/d1 е q или, что то х(е ca...ioe, t/6)еЛ ,

Итаtt, простр""rraо ,9 полно относительно полунормчд*У , так что

все нухные свойства полунорl.tы У установленч. N
Предполохиl.t, что внесте с пере,{енной ff -qу"*цпеУ, Й i, -r*

ловио удовлетворяет переменная ,/ -9у"кц,пя П* , что обеспечивает ре-

Флексивность пространс r"" .fl, *:)

Пусть l rfl* - Функционал внечrних .nn**l работа которuх при деФор}.rа-

ции тела а подсчитывается по Форнуле <fra> .

Пусть тело З подчинено Heкoтopы}it связяtt, опр"дaп"ц"" 
" .Z неко-

торое непустое слабо за},rкнутое подr.tножество 77Z

3ададим оператор .|3' И * Z! , отображапrцuй t4HoжecTBo 77l в не-

пустое ,.,rножество / произвольной природы. Нас будут интересовать такие

положения равновесия {ltil ,.n" Q , для которчх

JJ (t/) - ,1r, (зо)

где / - ,е*оторый фиксированный элемент ritнo).(ecтBa а (?п) .

Функционал потенциальной энергии ,an" Q задается paвeнcTBo..r

+ l i- ч't'(а) - Ё- Gi

l
D

Будем искать абсоrштнчй

при условии (30 ) .

9@) - fr 6,r-6))dA - <|а> (31)

,.rинииулt Функционала gШ) 
"а ,"о*.rr.. й|

*) В"поп"""ие пп. а) и б) было установлено выше.

**) 
Проarр" ""raо Л рассr.tатривается как банахово с нораой р* У

**)Эrо, 
Функционал не зависит ", ttё)е,fl

llб



Пусть Х - a""*rуrое векторное подпростр"r"raо " е
имеет лiесто инпликация

х)

|tt,t, t?t, Л (tD - аИI + |(/ - tl)exl .

В п. 5о было отr.rечено, что разнерность подпростран"r"" Х пkU,р
нечна. Пусть Х4- заr.rкнутое векторное подпростраrсrво в Х такое,

Х-Хо@ (Х пkеър)
Полохиr.t

Х, - [ tl е(х п kепр)|. f ,|t> - 0l .

Пусть Хr- ,"*о" векторное подпространство в ХП kеПР , что

ХПkVьр- Хr9Х, и, значитrХ-Хо ОХР Х2 . пусть, далее,

rr-По+П, * Пr - раэложение то,цественного оператора в cyr.$iy линейнtrх

проекционнuх операторов, соответствуDiцее разложениD подпростран"r"а r(
прянуD cy}rмy:

.фl

такое, что

ко-

что

в

Х - ХоО Х, еХ2
Iol

Вuберем произвольнь.й элемент

ннох(ество rП;{"i. ПZ"' - U'o'

а е 7,п (см. п.5О ), расс"отр""

, расположенное в х
Как следствие из Teoperru l вчтекает

Теорема 2. Если мнохество

(ф

ограничено в х ,_I9п, OпУЪ)

J|/ th е ilL

3анечание 3. Аналогично ножет бшть сформулирован результат о разре-
0rимости вариационной задачи в случае, когда коr.tпонентu тензора деФор}rации

E(al содержат нелинейность; при это..r ну,.(но требовать вчполнение усло-
вия А иэ пункта !О,

8О. Пример 2. (Геометрически линейная теория деФор..rации гибкого те-

ла, не обяэательно упругого.)

9(,tЛ - riа,i!k*,r(r).

-) ll"np,n"ep, в качесr"" Х всегла годится все пространствоЛu 'l|L - векторное подпространсrво в .? , т9 в *".""rЬ" f- 
"о*rобое заикнутое Be*Topttoe подпростра""r.о Ь Л , iод"о*"*"Ь ЙЯ''

fl,"""-
€рать rш-

l 17



Пусть t - ne6.roвo простран"r"о ," J вектор-Функций той не разr.iер-

ности, что и вектор-6у"*цпиппз Л , непрерывно вло)i(енное в пространство

локально интегрируеr.iых на 00 вектор-Функций и содерх(ацее подпространство

Х Пр"дполо)lи..t, что для всякой вецественной полохительной в каждой точ-

ке tt'o){ec'Ba li Функции Ъli)еLýtil такой, "rо |lё)fлбlе !
YtJti) aX , Х ""п""rся 

банаховы},r пространствоrr относительно нор,,tы

,o(.)+|'falrtfi r пусть zelf " кежАол! i-/L, ,.,N поставлены в соот -

.ветствие непустое открытое поднноli(ество u)Y' с 4) , натуральное число lП; ,

лебегово noo"rr""rr.o il; "" Ц)V' вектор-Функций со значения..tи . fl'J' "
линейный on"o"roo /, , ставяций в соответствие кандой вектор-Функции иэ

Х a"д"rr,уо ," b'J' u"*rоо-Функцио со значения ^" 
. R'j , такой, что

для лрбого допусти,.{ого куба Кrr a d!' , вектор-Функция

|16) А; ц б l е ?ti Предполон7lз, что для лrобого i=|,,,,o выпол-

нено хотя бы одно из следуоlцих двух условий.

Условие 6. l(aKoB бы ни был допустимый куб КrК a ,t|' , с кон-

стантой е(К)>0 справедливо неравенство

=р(t/(h) Vft tёleX0 (,( ) l ,L 
к til 

А, tl till
xlj

Условие 7 м"о*""r"о л)9' имеет конечное число коr{понент связнос-

T}l. Пусть К - допуrr"r.rый куб, К a ul!' }lайдется векторное подпрост-

ранство 

';r' 
. пространстве

полное относительно норны

rj. t,l + l|K(6),I

ll;r' *) . nony,o олоt, р|К): il!'* R

xli

и такое, что а) всякая последовательность из

tl , d!'

а(к)*i , ограниченная относи-
тельно этой норr.rы, содержит подпоследовательность, Фундаментальнуо относи-
тельно ,оо"" [2* 1;1. I ti ; в) всякая вектор-Функ ur^ t(i)ek*Pf',
равная нуло на He*oтopor,l допустиl"iоl"t *убе К'с К , равна ,ул,о ,а ( ;

с) с констб "tоа е(К) > 0 и}rеет ,.recтo неравенство

*) 3о"." О;' - сужение на к

ttB



,(K)p)r' Ui а ti)= р (ata)rly*til А; !/ riill о Y{lёleX,

Введем понятие элеr.tентарного r,iocTa. Пусть задана пятерка объектов

(У,О,!., А,D ., гд€ f , непчстое открытое,п"о*".r.о " }, а " t-
точки 0 ; h - лебегово пространство на q вектор-Функций со значе-

"пл^" 
{ ""*оrооо^ Pl" le|/ , А - пr"!й"пй оператор, ставящий в

соответствие каждой_вектор-Функци" "э | вектор:Функциlо, заданнча на f,
со значения n" 

" Ре , приче!i, каково бы ни было непустое открытое r.l'o -

зывается эле},rентарны},r }.ос

л
жество О С U) такое, что б - коr,rпакт в

' 

, иr"iеет r,tecтo

rчФ) A{t бl, /r"' v tl ti l ех Эта пятерка объектов на-

,о"*)1 npn это..l а называется началоl,i, 
" l - *о"-

цоrit tjlocтa ) , если для лrобой открытой окрестности @ точки а с компакт -

ныl.t в | за}iuкание}.t найдется открытая окрестность //. ,о"*" t с Kor.i-

пактныl.r в / заl.tыкание}., для которой с KoHcTaHTot 2(a,1l) rO иr,tеет llec-

то неравенство:

ok.pl7r6 Д!/ бil, * r k/ ё) +

+ UutilAaril\ n Vtl ti)eX.

Приведем приr.tер элел.iентарного ,..оста. Пусть | - непчстое открытое

"rо*"ar"о " 
j ; V - непустое выпуклое открытое мнох(ество в евклидо-

Bo}r простра ""r"" R' переritенных {= ({р.,., f, ); c|rV-| - взаиr.iно-одно-

значное и непрерывно диФФеренцируеr.rое в обе стороны отобранение множества

V на мнохество / ; а' ^ 6'- точки },iножества V , и!rеоцие одну

и ту же проекцио на гиперплоскость {r- 0; а -9@'), 6 -'Pt6');I
Ъ=Lg(!,R'),/<9<+пл,[сN; Д zX * h - линейный оператор.

Предположиl.t, что вектор-функция Дt/tltlD имеет на V обобщеннуr9 в сl"|ыс-

ле С.Л.Соболева проиэводнуlо

! lu Ф(tl) Vtl rt)eX ,
аr,-

причем для некоторой квадратной r.tатрицы-Оr"*чп" Г(f) порядка l с эле-

}iteнTalrtи n" L*( V) лпоо"о"нциальное выражение

*) Боп"" точно, элементарныr.l ttoc'or.i относительно полунорl"tы /2
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*,пr(r 
rrl)* г G) Att vpl), L, (v, tRt) Va ti)eX,

и с константой D) 0 иr.tеет место неравенство

аА
точка беа назчвается регулярной, если вчполнено слеАушцее

условие 8. найдется (зависящее orl) сеrеаство допустииuх t{oc7og

[tя'-]оi l, А'*',r'"')) K=f,...,L

4k,AIl, L,pKl) + г (|) А1119 Kill.$,л5"pШO) Y{/6l,X.

пятерка (9, a, t, A r h ) является эле}rентарнчl,i }.tocтol"i. ( Другие при-

..rеры r.rocтoв указанu в работе автора [8])
BBeдer.r для кахцой ,ou*,n б e'i нножество

д(а)=|jr[, i"L " ic,n''I.

tlocT (g,а,!, А ,lL) наэовеir допустиr.ый, ."n" l@) + Ф , и найАет-

ся открытая окрестность О точки 4 с ко..iпактнь.н в !О(Дr^'V')
заl.tцканием такая, что с константой Q20 инеет r.iec1o неýавенство

blцrЁlAttбi r=r}., lч"ti,lАitlфir Ytl tile[ ,

такое, что для лобой открытой окрест-

8 п
|ex<L

Y{JбlEX.

(()

?ности О точки , имеощей коl.tпактное в

топ е(6|>0 вчполняется неравенство

(()
jlX

е G)lv"6 ltt ёil r.Й,l 7 u ti l А, tt ёi r +

lu

t

K-l
+

х)

3а}.iuкание с констан-

(з2)l Ас( ?l, r tЦl
п

*)Earrn в условии В "rо*е.r"о Д(/) пусто, то первая су""а 
"-правойчасти неравенствр_.(32) отсутствует; если же в семействе допусти.,rых,.rocToB

все оператор" Д'^' нулевые, ," Дt,6l?Ф и среди операторов Д, ,1еДt6,обязательно дол}i(ны быть ненулевые. l 'v
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Рассмотриr,r две ситуации: 
л

l) ]lзвестно, что все тоЧки }itнo}i(ecTBa ц.) регулярнU. Тогда легко показать,

что найдется полунорlitа ,lzX *R , о которой идет речь в п.5О перед ус-

ловиеr.r А Ее мохно построить, наприиер, так: полунорr^у вида l7rti1,1r
на Х , ,д" К - допуст"мый куб, эа1.1ыкание которого располо)хено в *aJ-

кой-нибудь компоненте связного "rо*ества Д9) аля f , удовлетворяшцего

условиlо 7, просумl.tировать по всем чказанныl., 7 и Bce}r Kor.tпoнeнTa..t связнос-

ти l"iножеств" d!'(которых, по условио 7,- конечное число).

Предполагая выполненныr.r yano"n" /4 , получ. зr.r теорему l .

2) 1lэвестно, что регулярныriи являlотся все точки ,rtнoжecтBa il ,.V , ,аa

' 

- непустое открuтое ""о*"ar"ол" Д с ко}tпактны^пa ,) за..ruканиелr.

ПуСть /* - откпытое }tнox(ecTвo в ч) с коипактныt4 в li 3аl"lыканием, содер-

*"*"" Йо*"ство { Положиr.r g*-q*- Т , " 
,r"р"" Z обозначиr.r совокуп-

ность таких функций zё)еф tiif , ', *оrоо.,,. ЩРРZ6) - *orna*T в

У* z6)-t в некоторой окрестности множества;/ " 0<Z(i)</ .

Предполоlкиl.t, что выполнено слёдуrоtцее

Условие 9. }|айдется лебегово nooarp""ar"o /* "" f* , непрерывно

вложенное в пространс r"о il '9*) ,"*о", .rо YZ ti)eZ 
-Vt/ЁleX 

,

вектор-Функц"^ z(i)t/6)e3t* "" !*, приче,{ Vzбlez с константой

O(Z)>O имеет ,{есто неравенство

s(z)l ztcl{iti,| 
r** рk/ф) +|rr-til{ttillr V{/rheX.

Тогда, очевидно, с константой 0о>0 иrlеет лrесто неравенство

uWtlill/6irr. r(?lфi +рQlф) Vtl бl ех,

где J - полунор*" r" Х, построенная в ситуации l) Эта полунориа обла-

дает свойстваr,lи, ука3аннч1.1и в п.5О, ,, следовательно, при вь.полнении условия
А имеет место Teoper.ra l .

3амечание 4. Пусть {f "' [i, ,. . . , t/q' lil
Функции iltil
а) и..rеет несто

рывно вло)i(ено в

. 0тr.rетиr,r один конкре,
,lll +

влонениеL, (у lc Ьrt|
ao(9l)

пространство oU - ;

тнчй случай, когда услов"е 9 вь.полнено
*); u, пространств о Lrtg*rRF ) непре-

- все колrпонентч вектор-

(к,,
с) ках(дой Ko}.rnoнeнTe связности 9,*'

k={...,0, 0 "N , l.rножества /а и кахдой ко}iпоненте U|' ri ) вектор-

функции Ц cil поставленu в соответствие ненулевой линейныir диФФеренциальный
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оператор {? с постоянныr,rи коэффициент

целое число 
$*r- "1^- 

l ; д) V// til е Х
обобtценном сr.rысле С.Л.Соболева на мноr(ес

множестве 9'i'r 9 произвоАные поряАка

" o2V'161 с Lr(ц'*') Vu , lnl- li *
r.tecTo неравенство

аl.tи порядка ?r.* и неотрицательное

*o"nor",lr" tt{'G) и}tеет в

'Г_rУ J:::?; ff;в,ii)y?,
; е) с константой е>О и}.еет

lt,_tlV'6il

ldrlv'
0F

K-t i-t tet-tiK

L ( ;
i,' (х)

F0

K-t
+

)L2 , t

6)

" pklrбl) + lyr-til{/thlr V (/ tilr[ .

2

3

Условие 9 следует теперь из оценок Л.Хёрмандер" f9,..SOZ]
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