
4ZdOalt
40>l

во Bce}r евклидовоr,r пространстве

части

Удк 517.9t,7

(.)

пр в предполоlхении, что сиr,rвол главной

(

рдвпФrЕрншЕ 0цЕlll(и рЕlJЕнип 0дшOг0 клАссА

l(вАзllэллllптичЕсl(llх урАвнЕнип 1ш БЕсl(otlЕчlloсти

П.С.Филатов (Новосибиоск )

Рассматриваотся paвHo}repнue оценки речlений уравнения

an-D'u (d - {ral

Loti,g ) а< (i€ )_ (2)
4Е-|

и си..rвол ltlrl on"purop" / отличнu от нуля npn F еRа - 0
уравнение (t) в случае, когда оператор совпадает со своей главной

частькti иэучалось 
" Е,2]. Оценки рещений в пространствах С.Л.Соболева со

степенны,.r Beco}r для эллиптического уравнения ( l ) получены в S]
В настоящей работе для обоfuеннчх речlений степенного роста уравнения

1t) , интегральные средние которчх стренятся к нуло на бесконечности, уста-
навливаlотся оценки в норне т,"па Гёльдера во всеи евклидово..r пространстве
s2
К Полученные оценки явпяDтся точнь.ни по порядку убывания решениri на

бескоrtечности.

ý l. 06означения и вспоr,rогательные утверхдения

Введен обозначения: t,!, d...- ,о.*, 
'L,}rерного 

свклидова тостран-
.r"" Во i d,P, l,... - r.iультииндекс.,, lo(l- sr, +. . . * *о ,nP-Д*j Pi,

Если ц|-(tJ!,,,..,11Г1) , "j 
- целне ""сла,i! rl , i-ro,z,, . .rа

lzц



-пч СеR , то обозначиt{ через lа|,rг псевдо,.rетрику

"i '/z

)|r|, - "j
(>
у,

flалее, lilu - (/ + wl:)'/'I

,*- i. "ij, l!r* - (",nn',. . ., саrПО ) ;

J:t l

ла* - (r,iП',...,апп-"о) ; d- аО .?oi'.. . Loi" ;

0 fu, п) : (еаi" zк\ rп' U {))'* ' ^

, eap|-Vt со tЛ' -;эr} /ý , 1

с/Иiс) - (-/)|' T\ri G (c,t-o){ctlйdt ,,

0

Уточним условия "" on"p"rop / 8екторы 67 n ý , входяlцие в оп-

ределение оператора Д цсм. (t )) , имеот следушlий вид:

е-(!,,. .&п), g- (0,,,,,,0о), 0. 1<01< /,

Z; = |/П;, 0,,= tf !; , m j , lj - целые числа ,
О 
*, lt'--r, i:1,2,...lп,п - (пzt,.,.,по), l=l/,,..., /о ).

0ператор 2! удовлетворяет условия..{:

lr t;rll .- С,lllе 5)

для всех {a ,?О , ,о. Сr> 0
Символ главной части L , определеннuй в (2) , удовлетворяет усло-

вио квазиэллиптичности

|;ot;fll > Czl(l. 5:

s,2.
принадле)i(ит классу с rR

о)

вклочительноесли f(z) и}rеет непрерывные производные Ао порядка S
натуральное число) и кQнечнуD норму (],< 

ff*"r'' 
,

tr-

l25



s,} l:> sшр_lD"frrll +
l.{l€ý сеР'

Легко видеть, что non Ъ'rmill а,
координатной норме Гёльдера. О

l/, ,

интегралов.

Леl.tна l .

лобого числа

норна (7) эквивалентна обuчной по-

В нихrеследуоцlих ле..r..tах УСТаНаВЛиВаDТСЯ РаВНО}4ерные оценки некоторuх

(7)

(8 )

( lrj)

ть ( - до"r"rочrо число и Тог

и лrобого rirультиинАекса справедливо неравенство

l\,*L uLtir))'к] ,lrltirlf tirf ;t'€ lq|

_. Гl ,г-'" -r' (.t + !г-t l nl ) 
! 
,

и dГ-[ прпlГ>l ,|lГ-lп приtГ1/ .Kor"r""r"Cs
кчtГа

Доказательство. В интеграле, стояцеr.r в левой части неравенства (8),
произведе..r эанену пере,.tенных €-tГ-d r . Теперь легко видно, что для до-
казательства неравенства (8 ) достаточно показать справедливость неравенства

Ц'j{op[ QtL сr,r 'l,r] 1rL uc-'1t)d tlr>Р\|dч . со

р
Dcn

( 9)

для лобого r,rультииндекса р
С помоlцьо правила диФФеренцирования проиэведения несло)i(но устанавливэtт-

ся равенство

где звеэдочка оэначает, что произведение осуцествляется только по Te}i

для которых la'j'l= О

|26
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посколькуlýr.l - 1q1

lo!t"t (rid р)| - 
|Z=,о- 

u'-"* -Du(,ri| < crl4l

di
lI

ot /-"(Р l

tlа (iE) [ l

по"Р?</ " 9(P1 -0

то

a 9р,

,де g(P) - у? dd - Pln
ве > / 

cle<l

' 1lз услобия (5) пои бg 1 следует неравенст jo

при

i t t)

(l2)

i ч L (if '1)l,-| u 2, а* (i4r [-' | -

l> с|

4l

п4,a<t

4a<l
lo*ll4l л tI

rа. f- t
Аналогично из условил (6) при tI> l

, С,|
^- 

счtiС ,
"t 'е 

l-< С

0тсода и из (|0)-(l2) вытекает справедливостl, неравенства (9)
Леrчна доказана

Следствие,
определенного в (3)

Лемма 2. Пусть сГ< / и I
число. Тогла справедливо неравенство

laLtlc-OB)l >с, ч|с-Oаl, - c.|4|t.

р
Неравенство (9) справедливо для ядра Е; G ( tl,X)

следует

- достаточно больlлt,е поло)|(ительное

\r 
j r/ (l+ l,' -ftlп,nlr at. cs[''' til! .

Доказат(lльство. Проиэведем в интеграле за.{ену пср(,меннlп

-2
Y:ft -r)tг

|]7

l:



yсть d> 0 Используя неравенство, аналогичнf)е неравенству треу-
гольника

la + у|, -К [lclr+ l Ir), ( lц)

и учитывая, что tГ< t , сразу получаеr.i (|3)
Пусть тепер" d< 0 С помоrцью неравенства (l4) легко получить не-

равенство

l +lal, / \

- 

<П tt;.-lttlr), (l5)
!+|o+lll 

-'6 \"'7't'a
откуда следует, что интеграл в (l3) не превосходит

Лемr.tа доказана.

Леr.rr.rа 3. Г,усть 1|2эf и I
число. Тогда справедливы HepJBeHcTBa:

с, n'*'r; ri \ (/ + l n'y I t|П (, +lyl,)-' ф -.

. с, tr"' tit!

- Аос таточно больrлое полохительное

/ : \ i* (l+ l,,д -"|,lu|' dt <

,rn''' (г+ l itr)d ,

с,о с|ф| h k + ч). (r *li r, f
,,,Гd |[+lilr)d ,

если d,, - |al i

, если d, - - lrОl;

если d .- | rrll ,

(lб )

, то неравенство (16) легко получа-

ется с по..tоlцьlо заr.iены 
у- d -OtI-d и неравенства (tq)

Ес,гч 'J.. а , то, при}iеняя неравеНство (lý) , получаеr,r:

Докаэательство. Если drO

lzB

I. c,r(/*lrt ,o-'f \ t t+ltl.-u-'id i ( х



-d- l
х(/+ г'lt -rl) dtu

\2tг
d

Рассr.rотрим

|tl"ц
Произведя заr.tену

= с,r(| + |rl,,r-' )d (r, * f ,) ,

d+lol

1t7)

(l8 )

гАе Ir - п"r.r9ал по обласr" lt|a < [ , а rr- no области ltlrr-tг,

В интеграле r2 выполняется (l + r-' ttt,)lil} - Z r-' ,

следовательно,

|t + tг-' lt -ct,|'-r at Свtrrз

1= \

r, Поскольку |/+tг-'|t-"|r)"/ , то

(l + г-'ltlrid P+tttr)o at.

ltlФ-Nrt-t.ýr lý|r:| , получаеr.t

, .d чil-t
Il+,l,) L

I

,,. 
\ o'l-t d
0

d

lol-t+d ,
d,t +

-lf
+т,lг /

г
I, =с,,,\(,|

%

4cto 
\ '
t

C,n [п t

Сzl 
'

dz=

d<

lot+dСоtr * Св , если

Сrо+

d , -|,ll|1

d, - - loli

d , - lчll.

если

если

0тсода и из (|7), (l8) следует неравенство (16)

Лемиа доказана. , ^л
лемr.а 4. пусть |j |i !tO. Г"'п (Rо),

бl

о -рO+mlru({, lgt),- t, 0, р- р"'+ р"', у"'а = l,

Slp
(2,,

ll 0<Ъ< mi,rъ g.
tj*,n l

129



06означим

ar

lil;" hU+]ilr), ""n,

lro, l +lat,

l:", l + tgt

lr",8= ldll
6-о, t-|gl,

l.u.

-6
cl

ф@) -

если

или

если

ti;" [п'U +lil, ),е%

Ёг:

Тогда (cr.r. (tl)

где константа С22 не зависит от с и

Доказательство . tt"r.rp.n IJ(P'

U'P' (*,, - iJ,'f' {*) + t/{' @l,

,о" " (f ,91а1 ин

*rfo,1] , э в (I{'t.l - no fl, "- )
Pacc1,1oT

o"n" no d

{ trl

l U 
Иtrll 1 сrzф @lllali, | @l ,С ''^ l, (l9 )

1zo )

тегрирование по перененной tГ проиэводится по проrqежут-

о"^ (JrФ (") . П9оинтегрировав по ча_стя..t под знакоr,r интег-

tPO'| 
'о.", 

у}.tноlilив и разделив "" tit6, ,прибавляя и вычитая

йl0, nr"' , получilе},l

ч) - i\ lD'"Gu,t-r)|liГ: -

0

(rllU,

-|ti (, D'"'У ,d) - talt, лР"'/,"rl dldc +

l3o



(

I

-\
а

\D'"'е и t-o)ii!

l

r) < сrо\ Z,

т
I

r

рl
ltсdt

- сrоli|-|-rП'В ha(, { tcl, с',' l.

dt

l {(о,t

е)

0 ! tall -

,,9) , t(P): U,, @) + U,, (r). (2l)

Приtlеняя . tt,',l].]/1lHepa.e'c'Bo (8) , услов n. ". f , очевидное нера-

венство (t+U-'ti-nl*i'lt-ol.-C и оценку (l3) , получае'i

l

uf о- %\ u-P'oa'L й(dч -htt6, Ital , С''" l.
0

0тсода, поскольку f"'" - Д,- |,

tI,| rcl < czцtitrt |tl,t6, f t*l, 
'*" 

l. (zz)

В интеграле U |{' О проинтегрируеr,r по u""r"" no l lP"'| раз

и приr.iени},t неравенства (8) и (lЗ) :

-l-p"'0 t
t

S, ?"(f)

Рассмотриr.r теперь

у..ножим " o".oun,n" ," lj

tl

g

( zз)

(О) . Вырахение под энакоl.i nrr".o"n" no/
и при,{ениr,r неравенства (8) и (t6) ,

-6

U i,.lJ0 l
l2 l

у:

lU'!' {dl *сr"
-p0-10l+mar(6,10D

tг ' (г+lх It) dt,

х {to,Clс

( Bnpa*e""e под знаком интеграла по !Г следует уrrнох(ить на

""n" { - 161) . 
ом интеграла по !| следует уrrнох(ить "" k (r+ t)

Простые вычисления приводят к неравенству

|3|



l Ujo't", i * rrrф,ФlйtВ f t"l, С|.

0. х' . rпtsъ п,
t<j<п l

тогда

"' (о. сф-'@l [l

\U| t" + dеr) - U,"' (cl l .

_. сr, I ll*^j ф t.l|t;tl, f @l, С''" | ,

0тсюда и из (20) - 1ZЗ) следует оценка ll9)
Лемма доказана.

Ле}rr.{а 5. Пусть выполнены условия леr,tr,rы Ц и Х'- X,+l -Р
(|lt

^'(оо ).

flоказательство. В силу леммы 4, Функция

нечно диФФеренцируе}.а, отс|Oда, как легко видеть, для доказательства леr,rмш

достаточно установить оценку

{.I| rcl (см. (2о)) беско-

.,п ,й

( 2l,)

(25l

(26 )

где

константа Сr,

Иrтеграл U 'Р' ( 

") 
представиr.t в виде

II ,v' {r) LI,'d' е, + UiPn' tcl,

интегрирование по |l' производится по про}.tех(утку

,ёв (.t,|o -nob,ё(j7.
где в U lз

Пotj, l]
Тогда ,очевидно,

V) а(

I tt|' rc + dei) - U,"' (с) l =

* lU,|'@+te,) - U':' (з)l +

+ lU )|' ,n + de)l +l U',|' Bi ,

|32
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DП G (,л t -, - te, ) - D'G (u,t -d - d i D' с ( n, l - х - Г9 ),

то, повторяя рассуждения ле!i!tы 4, получаем

lU:{' @+ de,l - tI|{',,l*

<cr ldl
,Р"'а -t l?b 

dtr . lit ,t \tl,t|1 У t">,Г''^ i =\ U
l|lпj

lU||'w,l * q,

<c,olir/ (rar. l hбll + ldl'/ 
(l -Р(" z+Д'| 

)u;,t, l, с', ^ u . ( 27)

Два последних слагае.{ых в (26) оцениваются совершенно одинаково. Рас-

с,.1отриlt LIi|'О Снова повторяя рассух(дения леr.tr,iы 4, получае':

t0l^i

-у"'z*7.
\lJ
0

dr.|il;6 |,lats, f,,''^ il-

*сrr|ьгf l6r^i(t-Y"'z*^'L; ts, {trl,r''" ll .

п
0боэначил,t чеоез Dл лrножество бесконечно диФФеренцируеr.rых функций,

0тсюда и из леммы Ц, а также иэ (25) - (27) следует неравенство (2Ц)

Лемrча доказана.

ý 2, 0сновные результаты

для которых

,up |D'ptcll (t* lrl)il*'o < ф.
зе ho

Будеr.r говорить, что u(r).S'п _; ".n" u(r)еt! tК
l-pa- , и для почти всех СеR'" выполняется

п
)

|33



-n
|ч@i(/+ lcl) . W(")l гАе WtoleL,(Ro).

0пределение, Функция tl (Ф) rаэывается обобщенныr.r решением степенно-

го роста уравнения (l) , если найдется,"*о" /V (зависяцее от Q@D ,

-rо И (r) е ýj , а для лабоlt с|€ 3,1 выполняется равенство (L"'rP, U1 -
: |9,f) , где 21(*)- qор""льно сопряженный к f, оператор.

В работах С.В. Успенс*ого fl , Ц] строится интегральное представле-

ние функций класса J; , которые удовлетворяlот условио

\
0

(28)

u 9)
hc

(о), ( 29)

h-no
е +0

где

[l*

tло

\ utyldy: О

0

(с) : (-/)|'' \\ л! а u,t -r) { ttldtd,г,
ь

w ti I'
о.Оt

Повторяя рассу}i(дения С.В. Успенс*ого (с некоторыl.tи.понятныr.tи и3,riеНеНи-

я""), n учитывая лоценки 
(8) , получаеr.r: если UtOe3'n и условие (28)

выполненО ЯЛя Drцlr' , то прИ достаточно больrлолп ( для почти всех

-пI€К справедливо равенство

DPu tr1 - ы

h

uf] ot - (е")-"r* \ \ л!\ u'"-'(, t;El)'(,
о

х еч|-Ьr(i ý))2К- l (t - r)<\d€ urlldtdr.

поскольку L ОУ ) ecp[-il r ) : L'*'LD еар eit€ )

следует справедливость равенства (29) для почти все, IеRП
, то отсода

, ГД€

ч
(р)

le

если U@)- обобценное решение степенного роста уравнения (l) и (28) вы-

полнено аля fl РЦ (С)
при выполнении условий лемм 4 и Г2 из оценок, установле|.rных в этих ле}t-

l"iax, следует, что Функции ufi rol npn i* - и [, + Q paвHoritepнo схо-

t34



l r(f'
дятся к Функции U' (О) , определенной в (4) Отсюда и из (29) вытека-

ет, что для почти всех аеRа ОРч (al - [/Р'lа,1,

Таким образо},r, в силу леltм Ц и ý справедлива

Teoper,ta. лусть Ёf |rcleC''" (RО ),

о-рO+mdпб ; | 0D-| rС, р-р"'*р"', р"'z * /,

lp"'l*ý, 0. ).< mi,rъ/; ,l < x"+l-p"'r, 0.А"<miru!; n
rcj<п -l ' J kj<п /

ф(с) Е

ссли

если

илч-
есл:l

lil)",

liГ; t" (t+|il),

liг; tn'(l+li lr),

lra , l+ l?t,

l:6, !+tol
6ro,8-10li
6 = 6 = ldl ;

ЁГtЕ, с.пи t*".
Пусть л(С)- обоощенное решение степенного роста уравнения (l) , для кото-

- 0,

Тогда \с точностьо до значений на множестве меры нуль

te

\ utylay
0

)

ф" @, -DPu@) с С^' (Rо)

и справедливы оценки

trф' @l,Pu 1а),r'' l = с lti | { trl,Г''^ ii ,

l DРu(л)l = с ф @l h"f, { lх),,Г''^ tr .

нечности,rо.{еСf, tП"l

Приведеrа приr.rер, показываоtций точность оценки t'i0)
l(aK известно, решение уравнения Дr[ - f , равное нулю на беско-

tc)

, удовлетворяет оценке

,]l\lDPr(cl| = с"'lп|2-|Р|-п .

|]5



Функция ч(2)-|rc)UЬ)k|оt гаеР(а).-0 в некото-

рой окрестности начала координат и f(O) - l при JД| > 2 , удовлетворя-

ет уравненио дЦ-9 , гАе правая часть !(Е) при|хl>2 равна

п, -zý
ч rcl zl I: tуI: + (еrc-4)lrГ'u.

j-t l l
Учитывая (3l) , получаем 1при |4l, 2)

ly trl| < с"' Io1-o

lD 
Pu 

@ll - С' |rl'- 
О-'|' kl xl (32 )

и

l0l: пfz ,

пеи |р| < 2

в наtлих обозначениях

6-|0l
*i:

, т.е. оценка ц]2) совпадает с оценкой (30) теоремы.

l, - 2 ; j -|2,...,/L; lt|, - |эlZ
ф @)-|i|2-п-]Р| h U +tЪ t )
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_ппнений в К .- В кн.: ДиФФеренц. уравнения с частныr.tи производны..rи

( трудr, се,.rинара С.Л, Соболева ), llовосибирск, |97В, Г2, c.5-16.
Ц. Успенский С . В . 0 представлении Функций, определенных одниr.t классоr,i

гипоэллиптических операторов.- Тр.}tат.ин-та АН СССР, 1972, т. l l/,
с. 292-299.
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