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кOррЕктныЕ пOстднOвки грлничных здмч для мOдиФицирOвдннOг0

УРАВНЕНИЯ КOРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА

В. В. Хаблов ( Новосибирск )

Рассtчатрива|отся граничные задачи для r..iодиФицированного уравнения Кор-

тевега-де ориза ElJ

А чt t2'ч t цz-Dч-7
(здесь 2-й) в огра*п"енной и неограниченных областях

(t)

Доказывается од-

нозначная разреши..rость этих задач в пространствах Соболева.

Рассмотриtч " nno"*o"rn Р' пря}lоугольник

а -Llc,t) 2 ое (0, |) ; t е (о, Гll .

Граничная задач.а l. Найти Функцио uР,t) , удовлетворяоцуо урав-
ненио (l) почт, всlоду в области а и прини,"tаоlцуо значения

U W,0) : tlo (а) , (2)

u(O,t) - ц (t,l):-7u (ll) -0. (3)

flля произвольного Г' 0 и произвольной ФункцииТеrоDема l

uоеw; (0.t) , удовлетворяrrцеri paBeHcTBa,..t U0 (0) -Цо(|)-Ц' (l) - 0,
задача \| ) - (3) иr.tеет реuение 4 в простра"сrве }V , Hopr.ra в Ko'opor.r

задается

lи ll
W - lЛ l L* @,г;\il.J(4/)) 

* l Ц l L' (o,Ti Wr4 (0,t))

+ lutl ,*(о,, , L2 (o,tl) + l uril L2 L'',T i W/ {o,tl ,

Лля доказательства теореr.rы l потребуотся некоторые неравенства с па-
pa,,reтpo}4, которые выводятся в следуоtцих Jle}t}tax.

L
Леr.tr.rа | . Для произвольной Функции Л eWr'(0,t) , удовлетворяощей

условия,.i i' (Ф - @, nn"" n ооr""оп]БlГаr, х_

+

У€R, 2-р=оо , справедливо неравенство

|з7



l e 
n' 

u "' |, rrо,, r- 
6 (р, ъ, р)l е^" t "' l} 

"rо,,r 
l п l

ul - f,t! - |r i1 , i-0,1.2,з .

f (о,r) ' с, I n |"r; 
r,ut 

n ttii 
ro,,,,

Утверхдение леr.rr.rы будет доказано, если получить оценку

I tl 
7е pl)- Сr| n "' l r, (0,t)

|,ni

!Z(o,t)'
q)

flоказательство. Как известно Е2] , для произвольной Функции
t

t е \il, (О, / ) иr.tеет r.{ec'o оценка

l ч"'I
tJ

с постоянной Q
леr.tны. Последнее

trч
cil

repaBel

l о"'(
0

"ii,\ii,"i;;;;- трждества

\ro'1rlutodo,
0

, не зависяlцей от Функции ,Г , удовлетворяоtцей условияr.i

к левой части которого я неравенство uJварцб, а правая часть пре-

образуется с поноlцьо интегрирования по частяr,r. Леr.rиа докаэана.

Ленrqа 2. Щ 2a Р. оа Существуот такие постоянные fuor0 ,

0оv)>0,щ".Lощz€
.W ! е-? ЛудовлетворяDщей условия..r

справедлива оценка

0при.{еняетс

li- f r '1 
, i- 0,1,2, з,

l u"'lдr 
1е-\ ,). 

c,tpllulf,,,,

справедливого для лобоir функl1"" чеW! (

/|окаэательство. Ввилу неравенства (см. Е2])

,). со tpll uP' l}, 
(е- \ tll 

u tlriir- r.,r,

|-<;

(е-L,tllЦl д, , r-^,,, ,

,,5)

, утверждение леммы бу-

, удовлетворярцей условиян,

i6)

lL 'tr,\
I

Ltl4

е-\ |)
дет доказано, если для произвольной Функции l/
получить оценку

I u| 
"! 

rr-r,,) 
. Сr l u"'l ,, ,_\ ,l .

l38

Пуст, /L - Ц"' Тогда для некоторь,, /l , ,,,,А, е R иa{ее}.t
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!"dz"
L'

u (z) - д,п дr, + Дrz'+ Дп r' - 
}r", 1 \

е,
с',JBs1

е-

ýYu! r,o,)d,,,

Из условия леr.iл.tы вытекает, что

А, + е-" Аr* u-"Аr*е-'" An

Аr+ 2е'^Аr+ зiОА,

e-L
Решая эту систе}rу orroa"r"n""o l д

А,+АrпАэ+Дr-- d', !,,У ,lk )dz, .

0

0

'!о-?,,

1у,!

+/le3А,

ll получаеr.l

Ао:- U - {е-'* # u-"- ir-"j' \!,," 
An , Аз-- !n," А

lr'..I z-

\ф,
e-L

A,:-*n-" Ао, Аr: €п +,

откуда и следует оценка (6) для достаточно больчlих Х, Ле""а доказана.

Лемr.rа 3. ллЯ произвольнЫх p,2<p--rn !, ,Ц ,!fuo ,_ , g-
цествует такая постоянная С (Р) , что для лобой Функции t е Wi ( 1,1) ,-a -

удовлетворяпцей условияti лемr,rы l', имеет }4есто оче.нка

1r<iltcrtll1 D
Ll (0,1)

I4.::ьч
Доказательство. Пусть

ц' (z): -

ч" (z) -

aatч (z) -

" u'О'f,i 
чо,,ll "(r-iio,,,,+ 

с qл| u l 71g,n, {7 )

i:0, l, 2, 3 .

-4 ъ ; z=e-Lci u(z)= rЧп(",

* 2cotplle|

),

/J

l! -!-1 1,\z р

Тогда

l!,"' 1z,1 : -

ff rб * 1''u'@|e*' ,

frч@ 
+ 2i|t'lсl*Ъ'' r'pjg 

'Щ 
,

W, "' 
+ | i' u' tcl+ !i',r" р'1 +ъ' r" tQr#',

|$ ' О +22 i'r' (оrf;i'п"lоl+lъutг'lаs+х",гЧ.lrР.

Из этих'равенств следует, что Функц"" t/(O) удовлетворяет условияr.r леммu 2

и для нее и}rеет ,.iecтo оценка ( 5 ) Воэвраulаясь к Функции lГ и переr,rенной

|39
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J , получаеlt

а
где Функции 

'

находятся как решения задачи Коцlи

le*'Y" ['i'l- , r0,1) < со pil е|О utll (l,ro,,rlnl'}io,,rn

r 
rZ 

о, р, F )l о-' /' " u !' l r 11 o,,f 
I u ||'-ir,,,? 

о 
l tr р, yll е/ ir'l' 

ф р,,, 
.

Нормы, стояцие в правой части этого неравенства под знакаr.iи cyl.il.t, оценим

по неравенству 1Ц) , а заrе" воспользуемся HepaвeнcTBor,r l0нга. Леr.r}ао доказа-
на.

Доказательство теоремы |. Решение задачи (1) - (3) будем искать

по методу Галёркина. Рассr.rотриr.r в простра "сrве /r2(0,J) non"ylo систе..rу

Lft\ ьr-r-... , элеr,rенты которой являотся речrенияl4и спектральной задачи

iп' ! - (е ?' 9i' i",: f, f; , р (d-F"' (о)-9U'to):9tl)-9'|yp'Цlt)=0.
Приближения Галёркина ице,"i в виде

uo:?,9iltlgi,
L

(u!

р:
3десь (, ) -

* D'цО t ( uО)"!чО, 9;)-0, i-l,...,п,
(0)-К., i=/,...,П.
скалярное про""".д.""" 

" /

t

\
0

(8)

(9)

'h,i, Ki- коэФФициенты Фурье

(10)

из которой следует раэреuиr.tость задачи r8) - 191 на Bce."r лrrервале (0,Г)

Функции Цо . р""ппнении по .".r""" [р; }
Из системы (8) оrевrдrо получается оценка

I Uo l r- Q,г ; L " (o,t))= l Цоh 
/,. (o,,l'

rB> "" дg! (t)

tl+y l е 
|"-D' 

чО 
|,, p,u(, )d" ul e|"-Druo 

trr,,.,!

. \ern u'o' 
i,rr,ч* 

. 
1

Интегрируя вырах{ение (UО f -DUО,

Умноt(и}а теперь уравнения систеr.rы

проинтегрируе!r по Prt) , Получим

, просуr,r}rируем по L и

lеr"л'ч
е

О 
\rrr,,gll*F

0

цсл
l е' -D'цо |

l к чО l' -0 u", i' 
31 g2/bL" 1)| d"+ с, tу l.

1?е'Р'О'"О)) no u".r"l.t, прирtеняя неравён-

ство Гёльдераl пользуясь леr.tr,rой 3 и оценкой 1tO) , получае}r

2

lq0
L'(o,t>

@ldг <



2

L'(o,tl
f|оскольку постояннаяQ в неравенстве (ll) не зависит от F>42"o, ,о,"
(l') следует оценка

leF'D'uo l ,(а) (l2)

Из системы (8) теперь легко получить неравенство

I U,l ,* (о,т, L'(o,ti = С, . tl])

0суrцествляя затеr.r обычный предельный переход по подпоследовательности

|,Un"l, получае,{ реuение Ц задачи (1) - (3) . Из оценок (lO), (l2) ,(l3)
и уравнения (l) следует, что !|€ ly' . Теорема дсказана.

Граничная ."д"ч" Z 
t . Найти функц na ц @,t),удовлетворяоlцуо урав-

ненио (l) почти всоду в области ап-R!(0,Г)" прини,"tаоцуо заданные значе-

нил

tl (с, 0) - tJ о (О , (14)

ц (1,0) - оц (t,0 -0. 05)

Граничная задача 3t . Н"Пr, ФункциD U Иil, удовлетворяоцуо

е ul
lll

0

|а r or\le|" 0'чО l|,rr,,rlddт+сrrц) ,

<с
6̂t-rо,г .t ,1g,,,1* l еrЪnu" |j,

(l l)

Hopr.ia в ко-

ура.внениD (1) почти вспду в области

значения
Qn -RrX (0,Г)и прини,"tаоlцуlо заданные

2113t) ,. noo.ro"r*"" Wz 
1ол1

Теорема 2.

ряощеl-r условиям !!о
цествует оечJение а1

Topo}r определена равенством

ч(с,0) - чо(а), 1t6)

u(t,0):0, 1l7)

Для проиэвольной ,w: IR-rrr) , ,oo"n"r"o-
-Цо (0)- 0. (цоU)- 0) , и произвольного Гr0 sy(0)

задачи

l u Шrr,*i 1Цl ,"" 
1о,т; !уrJ(р_1*1) )* 

| ur'r-ro,r, 
L? tR_,,,)),

Доказательству теоре}rы 2 предпошле}i лве леr.r}tы.

Рассr.rотриr,t функчип f
| (r1-

е с* (R) , уд.r.петворяlоlцуlо pa.e'cT.ar,r

l, с.0 ,

0 ,а>/.
определи..i равенствани

t
!ля произвольного П€оN Функчии gП и

|,t G'l - rFr+ п),

0о (с) - q (с- п).Lц' 0'-
Рассrеотриtt следуощие уравнения :

поёц

lql



- е с' u + чt + d,*,l'QIrn,u) li rL",,,f u'.П VI,*,ц): Q . rle\
t

Лемr.rа 4. Лля произвольного 0>0 и пеll задача (l8)- ]ЦЦ ицеqт

решение Z из пространства

W;, - L'(о,т , шi ) п W; (о,Г: L2{K_t),

(0,г ; лtir) n wr' ( 0,г; L' (R+))),6.t
\lviпr - L

2

где подпространства 'lti .Wr'iR_ ) д tin
- lr"'(0

w! t B-l выделяотся равенст-

( 20)

(2l)

вами [(0) - 0 Ф)-l"'tol- о " tr(o)
Kpo..ie того для произвольного П€ N n 

"",,,lecтo 
оценка

и расс}rотриr,r се..аейство оlrераторных уравнений

l-tt "'(O) - 0 соответственно

|u|"i,,'nn, * С (е, 
' 
c,l 

ч/r'(R_.*, ) 
), (l9)

Дока за тель с тво . Построин такое сеr.rейство операторных уравнений,

зависящее от параr"tетр" L е [О, t] , что реuение уравнения при Л,=/ есть ре-

uение задачи (t8 ) , 1tl)
из общей теории параболических уравнен"и tзJ следует существование не-

прерывных отображений

Mn z L'ta; ^ 
(wj (я-)п й! tK-D*ln1','

и

моr, L'(Q*) 
^ 1tV"'{,t*) n Й.'((*D -w:; ,

ставяlцих в соответствие каждой n"p" |- f; no\ реuение задачи
лбп-О! ц *U7-t,

u(a,0) - tIo.

0пределим семейство операторов Бrr*r(r,d равенстваr..rи

в nron, \L, u) : х м 
r, ор,[- t I,"п,л 1 й *, ul т t g }, "n,f 

u2 ( 
f},.n,u), uo 

]

,,- Rц- Цл(пп'
в пространс '". W jl'rn,

(ъ,ч), 0*7-*/, (22l
.Покажем, что для этого се}rейства выполнены усло-

вл вполне непрерывен. 0становимся более подроб-

вия теоре}rы Лерэ-Шаудеdа.

Доканеrq, что оператор

но на нелинейноr.r слагаемом

Прежде всего, заметим, что для произвольного пеN и!iеет место непре-

рывное отображение, определяеr,rое оператороl"t суь(ения

Wr','.* L' ( о, т ; yl! ( п,il) п wr' tO,T: Lz (-п,о)).

l ц2



б12.
вложения W, t-п,О ). Wu Fп,0) С L-Fп,О)

ltub(rl+u,Dtai ui.

по ле}rме Лионса fЧ] , *олппактно и вложение

L' (о,Г \ w: рп, Ф) п w! (о, Т l L2(-п,0)) с Lб t,O,Г; W"' {-п, о)),

а значит, коr.tпактен оператор

задаваелrый paвeHcTBo!..r

Как известно [5] , оператор /:
бражает пространств о (L" (Fл.0, (i,Гtl)

Следователь но, отображение

b'(ai l вполне непрерывно

Из полной непрерывности операторов

а

l
3

!U, ; Ur;U) -*7!UrЦr(/rнепреguвно ото_

Ъ npo"rp"r.r"o 
-Zе((п,O)х 

Р,Г)).
,u,l,j Wr"'

R9лlпэктны, следовательно,

в пространство

!, L' (о,Г | W: (п,0) п w:(0,Г ; L'(n,0))- (Lп((-п,glх (0,TD)3,

из пространства

а

и непрерывности оператора Mt, следует полная непрерuвность оператора

в:о{fu,Ц) аля произвольноr" Х,еlо,Д

!_' r;'1' u' .D u О 
nudc 

* n D" ц l l, R_r| 
u lj 

" в_ :l 
D u lr" (r_l.'*., 

l а"u(i,r_rluln'/j,,* )* al 
j"uli,,'*,_,* r,

0стальные оцениваотся аналогично. Такиr.r образоl.t, получастся с.lценка ( l9)
для реtчений уDавнения (22) . Теперь ясно, что се}iейство уравнений (22)

удовлетворяет условияr.l теорены Лерэ-ltlаудера, что позволяет заверtUить дока-

а *| tr tn ц ) (2! )'u'-? с2} u)+

Получиlч требуемче условияr.rи теоре}rы Лерэ-l!!аудера априорные оценки.

3аr.rетим, что по определенио операторов М"rоtrрешения уравнения (22) явля-

|отг.я решtения1.1и задачи 1ZO), (2l) пр"

f - Lrr.L*,?'(r_i,*,u) т tf X,*,f u'.D'{g;,o,,,u)),

[о - X,Jo 
6

Умножим уравнение (20) последовательно "" t/r? tt n Цt , проинтегрируе}. по

частяl"i, при}rеняя неравенство Гёльдера и rtiультипликативные оценки про}rежу-

точных производных ICJ , " также неравенство 0нга. Оцени}r, наприrltер, один

из интегралов, получаоlлихся от нелинейного члена:

3ательство ле'.,rritы.

Пользуясь независиr.iостьr, постоянной С от П€rzV в оценке (l9) в

уравнении (18) можно произвести обычный предельный переход по подпоследо-

вательности tUor} Таким образом, и,"iеет место

lц]



-ё.DОчё + u| + -D3ч't (u')'_Dtlu- 0, (2З)

tl'(c,g) - цо (с) Qцl

ил{еет petue! |ие .l u W j'!rn, .

.Qоказательство теореr.rы 2 проведеr.r, используя предельный переход

при |+Q в задаче t23) , tZЦ) Получиlч априорные оценки решений задачи

\2J) , (2Ц) , не зависяlци е от tl . )'r.rножи}r уравнение (23) на UС" npo"rre-

грируем по частяr,r. Получиlч оценку

е l D' ч' ||,r 
rо, 

"r, 

+ l цL l'r- 
ro,r r rrrr -.*l )) 

* | u" t, tr-,*, ) 
.'' u'

+

Для задач 2- и 3- уино)fiим уравнение (23)на выражение

Ц, u'-Du"n'.tu !

! 7цС (лrцr)'х { iлt "fЛ',.tu *

+ ff@'f -D'ttu+ { tч')'Q"")'
и проинтегрируе}.t по области R-(*, * (0,tl,

Леима 5. Для произвольного L>0 и произвольной функции цл , удов-

летвоDяrrщей условилl.i теооеr.iы 2. задача

0цениваяrкак и раньlце, нелинейнUе члены, приходиl"t к оценке

Умноl.(иr.r теперь уравнение (t) на выражение

частялt, получаеr{ равенство

щ (че ) - !"ч't ! tuera пацС!

(26 )

Из уравнения (23) теперь оцениваеrl проиэводнуlо 
'l! 

, uro поэволяет произ-

вести предельный переход по последовательносr" |О*} " получпть утверх(де-
ние теоре}.rы относительно задач 2- , 2+ n {

Для оставшегося случая уr4но)киtt уравнение \23) сначал" "" 2ПЦ€ , з6-
тем на ui и для He*o'oporolr>0 получп, оценку

о l D' Ц' ||,r, 
or,"n,' 

+ l D3 ц' li- 
@I l L' tp_ рr)lО 

С в .

еlDПЦL|'rrrо,r,, 
t ,K*l)* | ui li,со,ц,L,(R*l)' cg(luоlwr1к*l ). r,zl

интервале d e(O,t, ) "о {e*J .

Эта оценка лозволяет прои3вести предельный переход к решенио задачи 3t ,"

l qr{

n'U+tUТ . Интегрируя по



0

L2R+)
ttl * }lulLо (R*)

t/

!

l
0

lD"ц (о,еl|'dt -
+

!l-п,l

Teoperqa 3

1,2r,2-, з+, 3-
чllх пространств

+)

: 
1,1u'o ||,,ro_r r i|uo|oro to_1,

(28)

ск

( 30)

( зl)

.,

справедливо" Vl . b,tr).
Teoper,ta вложения f4] позвоr,"ет перенести оценку (28) на qункции Ц

для достаточно больlлих К

Умножим уравнение (23) на П (U') и проинтегрируе.{ по области R+^(О,t),

0.t< L имееr.r неравенство

ol D 
n 
цL trlr 

ro,r, . L, t p r,l* 
| D' u' t- r,о l L. t ц.l)< 

rt,ri, о u' )' (o'u' h,t llr,

откуда с учетол1 (28) получиrl

c,lD'u'I'rrro,r,iL.tR*rl+ l D'Ц'11* 
,or,; L"(R,r)= 

С,о. ( 29)

постоянная {,, в (29) зависит лrr" or Г " lUol wj tB., 0чеНКа ( 27 )

может быть теперь продолжена на интервал (1rt;ЭlРrSrf Иrёр"ру" описаннуо

процедуру, за конечное число итераций получаеr.t последовательность t4'^"} ,

S С il , сходяlцуося в слабом сr,tысле к решению f эада", Jf Теорема до-
казана.

пусть V/j - оо"о иэ простран ,r" W! 1O,t); W! tК_);W! (K*l; W''-
пространство Функци1-. 4 с конечной нормой

Null r,,, -ltl|r* ro,TiW:)+ 
\u' \r- 

rо,r, w;'),
Для произвольной Функции Ur' Й! граничные эадачи

имеDт не более одного обобценного решения из cooтBeTcTвylo-

!V,"
llоказательствq. [oKaжe}.r, наприrrrер, единственность задачи ,l 

.

Пусть rГr,rrеW'J - два таких речrенил. Полох{иr,r Г:Ц-Ц Тогда

и!tеют о равенства""7

\
0t

\
0

1[tt,r) l.T - (Л'ц+!,r|)лсdс-о,

(-0',rr* ! ч! ).0,rdc - о .

{l

\z"\q0
tl

}*)
{ [zt, I 2dT -

l lr5



3десь си1,1волои (. ) обозначено отноOrение двойственности ,.iехду пространст-

""", Wr'(4ll _ tйj (o,t,D' " ';t;(0,t).
Вычитая (]l) из (30) , получее}t ,

\. +, u > й . !\,оr\,l|л о7q.ц+ аil|dr.
3аr.rетии, 

-1rо 
an" произвольно|-r Функции 9е W'" П С'(4)

\о. Оr,р > dT - I| р |"r1o,n th 
;,l| Р l| 

"rо,,, 
to

Поскольку и}lеет r.ec'o непрерuвное "-""r"" Vy'4'C Cfu,T;L'(O,
fl] ), эrо равенство справемиво мя всех Функций 9aW"'.

|оfr,,о,,0,1Dtфqц*с,\lr-,оir)dt4r|rr,f o",u,

(32)

вь.полняется

).

rl) (с".

Учитчвая это замечание, из оценки (32) с помо|цьо неравенства ГёЪьдера

получаен

t

|п|'r,,о,пd,"; 
}

Применяя к неравенству (33)лен"у Гронуолла E7J , заклпчаен, что !ГсQ
Теорема доказана.
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