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рЕшЕниЕ нЕкOтOрых злrцч вЕктOрнOг0 АнАлизА,

связАнных с опЕрАторл}tи di,г ч gtad

Н. Е. Боговский (Носква)

ннх и неограниченных областей .Q сRп, П>, ! , как с кой-

ко!iпактны..{и границаl"iи j!) сrроrtся в явно..r виле се}.tейст-

[-[Ь), tr-tf,r,.'.'[п ) ". пространстаа Соболева

, являшlихся речrенияйи краевой задачи

diu tг -- tpl , n-(t,l.,.,ca)eQ,

- 0,аа
при произвольно заданных /r"rrLрU?), l.p.* , удовлетворяшlих в

случае, когда € - оrр""пченная область, необходинойу условиlо согласова-

I
а

Лля ограничен

пактнNми, так и не

во векторнuх полеli

ilr:aiRo )

нuя

/lля удобства полох(ин

f eldt: 0

,i!ra,K')

(1)

(2l

определяется здесь как пополнение

tl - (Цt,

lг

(з)

Лои р-! залача (1),(2) Dасс},rатривалась в П-ЗJ . Результатн настоячlей ра-

ботн, касаrшlиеся обласrей с конпактнь.ми границами, были опубликованн в за-
,.reтKe автора [',] .

Пространство Соболева

i*(ГЭiR^) в Hop}re

lu l й;,о,п"):а 
l o*u l rr, ;Rо),

,Цп)

йf е,R')- it!a, /,r,Q;R')-Lр(р).

В ý l настоящей работы доказнвается раэреши}rость задачи (1),(2) в

niVi iЯrК"l с пбой f@le/p@) при вNполнении условия (3) для

огjа"".е""нх бластей !2 , удовпЬr"оряlоlцих условий, конуса [5] Усло",.е

конуса состоит в слелу}аце..r. Gуществует конечннй открнтнй внпуклчl-t *о"у" 4
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такой, что ка}{лая точка ce12 является верчlиной некоторого конечного конуса

Сх , содеDжащегося в {2 и конгруэнтного конусу С
В ý 2 доказывается ра3рещи}tость задачи (1),(2) в

;'.cl с LpU)) для неограниченных <>6ластей {) с коrlпактнылtи границами,

удовлетворяDщих условио конуса.

Такиr,l образо,.1 , для областеЙ с компактными граница.!tи неразреши}tiость за-

дачи (1),(2) пгlи каких-либо |t4eLrU2) , удовлетворяDцих, еслп 1{) ог-
раничена, условиD (З), возможна только в случае негладкости гра""цы fQ
0ка3ывается, что для неограниченннх областей с некоr.rпактныl.tи границами раз-

реuи}rость задачи (1),(2) зависит уже не только от гладкости границы, но и

от геоr.tетрии области. В ý 3 приволятся при}rеры областей со сколь угодно
гладкиr.rи некоr{пактнNми границаltlи, для которых задача (1) , (2) разрешима уже

не при лпбых -','2) €Lо(!?), /aр.оо , п >- 2 . Такими областяrqи явля-
тП

отся, в частности, слой и цилиндр в,К В связи с эти1.1 возникает необхо-

диr,tость сужения {ласса расс1,1атг)иваемых областей с некоr,iпактныr4и границаirи.

в ý 3 доказана разреширtость задачи (1),(2) при лабоl, !р7е /,р(Q) для

областей Q , представи..rых, в виде конечной сул.r,"tы неограничерных специаль-

ных ,lипшицевых областе;, [6] " ограниченных областей, удовлетворя|оlJlих условиlо

конуса. Специальная липtrицева область может быть определена следуOцим обра-

зо" [7] Суцествует открытый внпуклый полубесконечный конус Л такой, что

{J+Г cQ Вý3, такжекакивý 1,2, рец,ениезадачи (1),(2) стро-

ится в явноr{ виде,

В ý Ц рассматривается задача, связанная с задачей (1),(2).Точнее, пусть

обобценная Функция ,р ео',Q) , ,а"Д'(!2)- пространство lЦварца, и пусть

i-l,,.,,п, l.p.*, (4)ew;| @)
0q

ц

Йi rа,.Р") с лобоrt

йf, ta,о" Wr'tQ)

,': Р
р-|

- пространство линейных непрерывных Функционалов на

Нетрудно убедиться, что лля лабой области !? в.Ра такая обоб-

ценная Функция Р будет Функцией иэ Lr,6iD) . Возникает естественный

вопрос: будет ли 9 функцией "э 
Lr(Q), .rn" Q ограничена, и найдется ли

Функция у "" Lp$)) , отл.чаrrulаяся от Р на константу, ..л"t) не ограниче-

на?

В случае огDаниченной Фласти Q . dЭ? пз С2 "р=2 этот вопрос

расс}rатривап." " ц-8 , cr.t. сноску ,а с.320]
В ý Ц доказывается, что для областеli Р с ко}rпактныr.rи граница!rи,удов-

летворяшlиХ условиlС конуса, у€Lр(!2) , если !) ограничена, и найдется

,/lCLr({2) , отличаfi'lаяся от ср на константу, если {) не ограничена.
В случае же, когАа 3Р - неогоаниченная область с некомпактной границей, от-
вет на поставленный вопрос усложняется, а иr,tенно: суu|ествуrrт области Q в

fr^ {"апр""еD, слой и tlилинлр) , для которых найлутся Ре/,r,цi'Q)со'(а) ,

ь

)



удовлетворяlOщие условиrо (4) и такие, что rrобая qункция cfl , отличацllаяся

от f на константу, не принадлеr"t /r(l2) . Ввиду этого, в ý Ц рассматри-

вается такоЙ же класс областеЙ {) , как и в ý 3. При это1,1 выясняется, что

для всякоЙ обобценной Функции 9еа'({2), удовлетворяrшlеЙ условио (4),най-

дется Функция ф"еLr(Q)
ко тогда, когда J' (Q): ,

подпространства

, отличаоlцаяся от Ф

f; el , ,о" ilо
на константу, тогда и толь-

)- за""*а,п . " f,,t/ {а, К" )

i* (В) - |r@): tJ (r,)е i- (а, Rn), dfu [= 0}

Иг
f f Ol : |,r(n): [(t)r,il!ш,Rо), d,iu tг- 0\.

о о ВопDос об изучении областей {? , для которых совпадаDт пространства

Jf tal " 1!tal, был поставлен лх.хейвудон s Ll3] . Этот вопрос pacc.laт-

ривается такх(е в ý 1,2 настоячlей работч для областей с компактныr4и граница-

r.rи. В случае областей с некомпактньaltи границаtiи этот вопрос расс},rатривался

в f2,tл,19]
Автор вшраlкает искреннюо приэнательность п,роФ. В.Н.}lасленниковой за

вниtlание к работе и ценное обсукдение.

ý l. 0граниченные области

Прежде че}i сФорлrулировать Teope}ry о разречrиности задачи (1),(2), дока,

)i(eн следуlоlrlуо ле..i..rу, уточняшlуо, в чен именно состоит проблема ра3рещиности

задачи (1), (2). 0бозначин

Лемна 1.IТуапо Q - пра,rзваllонqл обtпс.по " RО, П)2t.l<р<r,
Тоеdа обtаапо знацеплл7 Q(diU) luца7ноео fuфеwюдлалtDцоlо оперlор,

Z, ta) : t/ 1о1 : /tol е Lp(Q ), \ l trll"- о1

й,fr;(Q;Ro)*Lp@)
иqilа 

" ZrtQ), eclat пQ < а, ч rиол* в L,
пQ - дёр Ммаш Q

Докаэательство. [ейстэительно, операторон, сопряшеннuiч к (5), явля-

ется линейнчй оператор

!шd. z Lp, (Q) *W;: (Q; Rn ) , (6)

еслч 77уР -* ф, и оператор

!шd, z Гr, @) *W;:, 62;RО ), (7)

е,сли mQ 1ф , поскольку П d.iJJ) . Тr@) " (Гр@f : Тr, (t) ,

7

(5)

(Q), ecrar7nP-1oo, еОе



3аr.rетин, что операторu (6),(7) инеот тривиальнче ядра, откуда сразу

же и следует утверждение лен,.rы.

В силу доказанной леlt..tu, раэреuиность задачи (I) , (2) при лпбнх

/ral aLp@) ( удо"петворяDчlих, еслиm!)<оа, условио (З))эквивалент-

на за..1кнутости области эначений оператора (5t в Lo(Q) ,

0днако существуот ограниченнu е фласти Q 
" 
R" , не удовлетворяшlие

условио конуса, для которых область значений оператора (5) не занкнута в

Lplrz) . Лействительно, нетрудно убедиться, что для всякой ограниченной

in""r" Q из разраuи}rости в it}ta;r?o) ура"rения (1) при rmбой

{ioaL.({)) следует выполнение в той же области !) ,ераоенства типа

пуа"*арJ с р'_ Р
l- 

р,/

ly td - #\л," nr' ,r,(g) = С l gшd gl ,r, r,
для всех gtcleW),t?lc постоянной С>0, зависяцей только от п,р "Q
0днако известнь. при..iерч ограниченнuх областей, не удовлетворяullих условио

конуса (см., наприн"р,f9 , c.Цttr] ), для которых такое неравенство не ножет

вь,полняться для всех У 
(с) eW i, t а l ,

3амкнутость области значений оператора (5) для ограниченной 

'J 
, удовпет-

воряrщей условио конуса, доказчвается путем постDоения в явноl.t виде решения

задачи (1),(2) с произволь"оа f [ОеLрбЛ , удовлетворяrоцеir условио (3).

А иr.rенно, справедлива следуоiцая

Теорема l . Пуапо о?w.нчченная облаапо !2СRа, П>2 , уОовлапворя-

ап ycllolllю конуса, t.p-* . Тоеfu наiОаtся посlпоянная С>0, завuсяltlаt

палоко qп п, р " 9, пtllсоя,цttо Оля лtМоа f @)е.Чр@), уОовлаttворя-

ацей ус!lовu,о (З|, сущеопвуап векпорное пале [(o)eQira iRa) , gОов-

лаtлворяrацее цw,вненuю (1| u неwвенcttву

lгl -.f,lll (8)
litf tа,п'1 LP@r'

Доказател,ьство. .Согласно ленне Гальяоао t fZrl , cH.TaK,fie [S, 
".ЬВ]_] 

l,
вЕякуо ограниченнуо область, удовлетворяочlуlо условио конуса, .ltoti(Ho предста-

вить в виде конечной cyMllu ограниченнь.х областей с липлицевой границей ( в

сr.rь.сле определения в f5, с. 67] ). В своо очередь, всяку], ограниченнуо об-

ласть с липlrlицевой границей ножно представить в виАе конечной суннч ограни-

ченнuх областей, каждая из которuх звездна относительно некоторого содержа-

щегося в ней чlара.

Такии образо..,t, для всякой ограниченной областч f2 , удовлетворяшцей

условиD конуса, найдется конечнuй ,"оор {Я. ]1, ограниченнuх областей,каlк-| о Jb-t
дая из которuх звездна относительно некоторого открuтого ,аоа К1, КrСQ;,

i:l,...., N . Покажен теперь, что для докаэательства теорейч будет достаточ-
но показать справедлиэость утверждения теореr.iы для ка)Iдой из областaО Qi

8



.rrV Дей"rвительно, предполоtш..t, что мя кашой uз обtвстей t21,
r/ , утверждение теоренU справедливо, и замети}t, что, всякуl0

, где {2 - ограниченная область, удовлетворяullая усло-f lrlеГ, {al
ВиО кОнуСа, litolfiHo ПреДСТаВиТь В ВиДе

n

i= l,

i=/,

Ip)-Jl;rcl ,

,а. {; 1ф е Е, U? ) , supp
бвли определенu внше, i-/r...,

{i с ai п5/,- области, которuе
L

а

лl.

При il_€ для доказательства (9) достаточно положlirть

tr@)

(9)

такие,

f,@) -
l
я,Ilrl-T f taldr, се{2,;

гае |, (о) - характеристическая Функция r/tHoxecтBa а|П {?2 , 
" /r, 0 - его

a.rePa.

Прч N>3. представление (9) доказчвается по инлукции.

Ввиду предположения о справедливости утверждения Teoper.ru для кандой иэ

0 , ое {2r, Qri

Lt-r,t"l|rcl- Т\ ^!todc, 
zеQ;

Qr'Q,

0 , " 
бl7t,Q2,

, найАутся векторные поля |q lOJrr_,

вuполняется Qtс)сЙf tar;Ro), dM

lrlO -

Qi, i-f,...,Nобластей

u

что для каждого 4-/,

=f;(c) ,Qi
ll -lri

i-l, . , ,, l,/ ,
( 10)

э силу (9), векторное поле (11) удовлетворяет в € уравненио (1).

Такин образой, Teoper"ta будет полностьlо доказана, если доказать справед-

9

t'rl| fl i (Q, ;R, )" 
Cl lf ;,l 

1to,1

где для каl|(дого i-/r,,., N постоянная С;r0 зависит только от П,Р 
" Pi .

Продолllии для каl|(дого bl,,,,rN вектоDное поле [r!а) нулем на все

RО и, сохранив мя продолжения прежнее обозначениеr положин

[(a)-Jcrlпl , (11)

0чевидно, ,rо r(d ef,/'"
ство (8) с постоя"ной }

(а ;К' ) и, в силу (1О), инеет }recтo неравен-

)0 , ЭаВисящей только от П,Р 
" {2 . Kpo}re того,



ливость ее утверхденил для произвольной ограниченной области Р , звездной

относительно некоторого открытого rчара /( , F С {2
. В связи с этиr.t расснотрин векторное поле

ч(d - l /,о,
а

|, + :l-
lc-yl

[ ,-у{-
|b-yl^

\ у r {'-'d{ Jy, (12)

lr-yl

:о" 
?(о) - лпбая Функцил из i*(R" ) такая, чtо ýuрр ?. К

l у rcldc: t. (1з)

к
Справедливость теореиu непосредственно доказывает следуццая

Лемr.rа 2 . Пуопо !2 с RП :лtцfoя оеw.нuченная обмаttо, звезОная qпно-

qдпелоно некопороео оllнсwmоео,rпр К, KCl? , п>2, /.р. *, f rq
проLввалDная Ф!ню,tчя uз L, (Q)

ТоеОа веlспорное паllе (2| пwнаОл*rrr, ';l; (l? ; RО ) , уОовлапворяап

неwвенс7пву l8) с некопорой посттаянной Г > 0 , завuсяlрй паrlDко оlll п,Р u

Olla"leпwB Q u К . Еслu прl1 эпа|l ао {tal вапалняеmся условuе (3l , по

веюпорно9 поttе (2l аОовлапворяап поwu вафа в .Q уwвненир (1).

Доказательство. Покажеr.t сначала, что векторное поле (12) принадле-

*r, Й1 (Q;R" ) non п>-2 п l.p.* . Лля этого продоп*п, /[с1 в

(12) нЙен на все RП , 
"оrр"нив 

для продолжения прежнее обозначение. При

этоr.r область интегрирова""я !2 в (12) ,.оlfiно заненить на RП . Тогла для

к- l, ,. ., П имеет несто

u! 
,", -{tэ)\ ,l brylff, О, + VK F\, (14)

0t, '

где при к-fr...rП выполняется

ч(,) - u., 
},.r 

,,,*^lfu,\_,,y\y*, 
Щ,)r'-'lе\+

Лля получения (14) нu в(12)Ьаненили переr.rеннуlо интегрировануlя у 
на с-| ,

а после диФФеренцирования провели интегрирование ло частя..r и обратно заиени-

n" c-t "" у
0бозначин

t!(r,N,l)- N(у+r Й) -y(r*rft). (15)

Тогда векторные поля Ч trl можно представить в виде

l0



t
V^@):flVr,, t"l , к-l,

с-у

|"-у|"
"-уlc-yl

( 16)

1t 7)

( 18)

п

где для K:lr., ., п выполняотся:

vo, (о)- -}. rqlfr\й t(у*r&,)€"-'lr}ч,

а
Ц (t,f,|)е'-' df dy,

,"i'

{ tyl
z-y
tл-yto

а

0
\

0

Vo, {r) =

Rо

Ч' (") : V.p. \ r,p
R" 0"* tr Frc 1r-,аr][*.

оо

\
0

0тметим, что Функции fPl " |,(О) ,л"о, коriпактнuе носители, вследствие чего

интегралы, представляоо"" V.,, {с) " V*,rlс) , сходятся абсолlотно для всех

tеК* , гА€ К" - лобой откDытый r,lap радrуса R> 0 l ц€нтр которого

совпадает с центро}r шара К " Q С ,(_ . Что же касается интеграла, пр€д-

ставляюцего Ч,, (el , то ниже буд", nol"ra'o, что из теореr.rь.3игмунАа-Каль-

дерона Etll дл" сингулярных интегралов с переr.rенны..rи ядрани следует сходи-

l.toc'b интеграла, представляццего V^"(Э) , в сr.iuсле главного зночения почти

R
ltl

\
0

4
иr.tеен

\lL-
Iz,-
\ tzlo

? \r* *)c"-'d:.}l- , |?| 
с,R) ,

где с'(к) - банахово пространство непрерuвно диФФеренцrоr"".," ," ,{ Функ-

ций и постолr"aл f,r> Q зависит лиlttь от /a

Без ограничения обtцности ,"to).(Ho считать, что центр ruapa К совпадает с

началоr.r координат, при этоl.i с началоrir координат будет совпадать также и центр

,аоа ,(, . 
о

Выберем и заФиксируеl"t какуlо-либо Функциlо 

'оР) 
"" tП(RО) с носителен

в ч,аре {с, r еRО, lcl . /} , такуо, что

t

\ 9о @lh-t,
tcl<,

пvcTb y,rl - r-^% (t) , гд€ |, - ралиус tчара ,( Тогда, в силу

(17) , иrqеем

п

J lЧ, ,Irr(*r,,Rо) * c,'|l| Lp@),
ll

\



где постоян""^ Гr' > 0 зависит лиlль от п, р, R п N . Поскольку

SuР.Р/с KR "sЧР9aК ,тодлявсехдg(r икпl,
вuполняется

п

I v.,. t,)l = \ r f tyt|*_|tr\

N - 9адпус ,"ра ,(
Нетрудно убедитьсл, что для всех ЦуrRО " fePl""o"o

|t!{r,y,r)l< l' - yl. lgl r,,7r,
поэтоl,iу мя всех оеК,

гАе

где постоянная

dy,

)
dy,

а F, у,ý) r"- dr 
}

Zrur,"(дll 
.q 

!" Pr-,'d/,
где постоян""л С, ) 0 зависит только о, пrР и 7, .

Так как |tэ) "ra., коrпактнuй носитель, то из (19)следует

справедливо

а z

иt
. Удобно представить

(19)

(20)

(2l1

п

.] ll U., \ rr,*r, Rо) ' С; Il | цвl ,

С'r'О зависит лиlltь от п , р, R

V*,
Рассиотрим теперь V*, {с) , к-|r..,, п,

,lC) в виде

ГДе АЛЯ К-lr...rП справедливъ.

Vr, {r) - Ur,r(c) + Ur,r1o , к-/,.. ., п ,

lJ",, tr)- 
!л 

/,и,{

аоаt,Y \ лу

"тl,Б,
с+(

t-tl-

lt-уl |*'d{

lJ,,,tr) -',l.p. \" /,yl4 pp-y)d!,

и ядра N*lt,z),K-|r...,L, ZeRo , инеDт вид

N*{чz)
0Z* lzlп \rb-r"+) 

{,,dr1

м^ Ur,r[c), К- l, ,, , rП , так ilе как и Аля Vr,rtz), сразу хе получаеit

оценку вида (19) с постоянной, зависхщей только оr i,R ,, N , uз которой

|2



с учетоr.r коr,rпактности носителя

о

>l
х-,

где

f 1О .n ore' оценка

U''I 
rrr*о,ло) -' 

C,|f | ,rrо,
(22)

зависит

с постоянноО Сr, Р , зависящей только от п,Р,R и N .

Поскольку Ur_rla), K-lr, ..rп , HylfiHo оценить только в чаое ,(" ,

то уr.tнох(им Ur."tr), к- f, ,.., fu , на характеристическуо ФункциD lrrcl
ulana (, и расс1.1отрии сингулярные интегралн

С'"' -v.p.\^|tylM-n'(x,c-y)dy , !(-|,..,,п t (2з)

где ядра

лj0tс z),7 rb)Nr(t,z), zeRo, К-|,...,п, (24l

К сингулярныlrt интегралам (Л) с перелrенныr,rи ядраr..rи (2tt) применил.i теорену

3игнунда-Кальдерона Lrr] . Предварительно убедимся, что все требования тео-

ремы flft в.,полrяотся. Лля этого представиlii ядра ll|Ю{crz) в виде

mj"tc z) - lrl-^ Q|" (",#) , ,, RП , к- l, . . .,п,

Q!"{rrZ) , "о*"о убедиться, что для лrобого

stдр
,r'Rп \

t
lЯ'!'tn,rl|Y d,5r. А ,

.о" J-|Z'ZcRo,1Zl-t] - единичная сФера и no.ro^"".^ Дr0

Выписав явное представление для

g " 
l следует

п

Kil

только от ty,g, R и l,
3аметим теперь, что ядра l/'!'{",r) могут бчть представлены также и в

виде

r,l'*"t r,r1 - /поl },\trГОt' 
Qо |.,Й )} , zeRo , К-l,,..,П ,

Qо |t )
- бесконечно диФФеренцируеr.rая по J ч Z npn z{ 0 век-

тор-Функция. Поэтому ( cre.
'lz,l

[lZ]) лля лпбого сеRО выполнено условие

к-|r,..rП,

где J-"дпrпrrаясФера.
Такин образо}r, ядра (24) удовлетворяот всен требованияr.r теорены 3игмунда-

Кальдерона ( см. ftl, теорема Д), пз которой следует сходиirость интегралов

lз

!Я_'''r.,, 
)d,sr-0,



(23) почти для всех gёR" и оценка

'Ё'u.,' 
|Lrlл",Rп)- j l U|rIrrr*",rО) _, Colf I rr,о,

с постоянной Сч>0 , эависячlей только о, forрrR и 
' 

для tпбоrо р,

(25)

(26)

3аиетим

l-p.*.
из (14), ilol , (18) , (2о)- Q2) , (25l получаем оценку

;i|L| rr,*,, r" ), с n| | | rr,о,

с постоянноО Соr0, завпсячlей только оt Пrр,R и 7, лля rffiоrо р,
l.p= * .

Поскольку в (26) R>0 - лобое число, для котороrоЕ СК-
(26) следует, что векторное поле (12) принаАп.r"' W/,ц(R";R5
теперь, что для лоОого r\( носитель интеграла

изто

со

ulb,y' -,)_r, у(у*' Ъ)C"-'dl 
Q.l

как Функции переменной 
У| при Фиксированноl"t .p содержится внутри полной ко-

нической поверхности с вецчиной в точке , , описанной вокруг ,лара ,( Э
э suрр 9 , и причеr{ в той из Авух ее полостей, которая не содерхит lлара

К . Действительно, если .6{r( , а У не содерхитсl внутри указанной по-

лости полной конической поверхности, то 

:"- 
rffi| \r ДЛЯ rrОбuХ €>l:c-Yl,

а тогда мя лrобых €>lЛ- yl ииеет иес

? у+ l
t-у
lс- yl

0,

откуда следует равенство нуло интеграла (27).

Поэтону для лобого Фиксированного С\.1p верно

suрр tлг (n,!) п Sшрр | tyl - d,

вследствие чего 9uрр|аlС П , т.€. векторное поле [(с) аппроксинирует-

ся в норме 'it ', (а rК^) ве*тор"ь,"и поляl,iи "" i- (!?, R" ) , а значит,

U(С)еЙ'riа; RО ) . В силу (26l , для t[с) спраэедлива оценка (8) с

постоянной С- Со

0стается проверить, что векторное поле (12)удовлетворiет почти всрду в

а уравненир (1), если вчполнено условие (3);

lц



Из (14) находиr/i, что почти для всех rеRП вчполняется

d"ta r(d - |1a1\^r'n'do +

+ v.p. \^l,n,rr.l #,.).nrPrr *,)r'"П,|Щ
Учитывая, что мя всех {,УеR" таких, что Cly ,

*,. 
t !*,*,!,,, (, - t h) r-' *|

ислользуя (13), почти для всех rе RО получаен

db r(а) - l@) - 9@l\{tylay,

g(")

откуда при условии вuполнения (3) слелует, что векторное поле (12) удовлет-
воряет почти всrrду в .JP уравrенип (1).

Такин образоl.i, ленна 2, а с Her, и TeorreMa l докаэаны.

Ilля дальнейшего Hal.i потребуется вспоl.iогательная

Ленr.rа .3. Пуапо, в Оопоrlненu1 к поебованtлл пеореJуи l, SuPPf C-l).

Тоей, сущеапвgеп раrrcнuе [(r)еW; @ l R" ) эаОачlt (1), (2), уОоutепtво-

ря,алре нецвенапву (8) с поаtоянной С , завuсяltеli пшоко uп п, р, t2 ,

ч wftое, vlо suррlrl С 12 ,

Доказательство. Суцествование релrени я r (z) rЙ', {а ; RО ) за-

дачи (1),(2) такого, что ýUРРlUl a Q r очевидно. 0сновным в данной

леfiне является доказательство суцествования решения uLd " SttРРlrГl С l)
и постоянной Г в (8), не зависящеа от $цРРf .

Так же, как и при дока3ательстве теоре!rч l, представпм t2 в виде

lt
al - \J t?; ,

tгl

где для каlrдого i-lr.,.,l'l бласть !). звездна относительно некоторого от-

крь.того ,.о. Кl,К, с t?, , с центрон в точке чеQi, . через P,'h' *о"-

начин схатие бластч t2i с коэФФицие"r* ie(0,1t относит€льно точк, ci,
i=|r.,,rN, иположин

!2'r'- !, oi'
l5



Очеэидно, что для каiдого i=l,, , , , ll/ область !2|r' no" пtбuх /, (t , ')
звGздна относительно открчтого ,.о" Ki с центро}r в точке 2i , инеш|его

радиус вдвое неньчtий радиуса uаоа К1 . При этоr D'ilС Р для всех.

l, e(t,l)
3анетин, что найдется такое 

"""no lr, (t,r) , "rо 12'l' связно u

SUррt . !?h| для всех h e(1,1) . в точности такин же образон,

кэк и при доказательстве теореич l, представ"" /td в виде

{юl-{., l!" ,r,,

где для кашого i-I,..,/ 
""non*"r""

|" rcl е ip @'!') , sLрр | ,n' . а'!' .

Примениэ к кехдо-r ," фп""r"й !?.(I) лснну 2, полопин

t'|'(.) -$, о!" Ы,

,о" c,(h' trl e'i,t} @;" ; RО ) - продоJil(енное нулG}t на всо флаqь d?

решение задачи (1),(2) в области Q'rО' , i-1.,. ril , зэездной отно-

сительно lцара К; . Qчсвидно, dll tЙr - /@l почти lсоду в ?

лПоскольку hr(t, t) , то для каlцого i-|...,l с}цGст.ует постоiн-
*а^ С1 >0 , '""r"i.i"" только от ПrР ч дuалс*gоз Р1 " К, , такaя,что

с,V!' lrBlrl
ш)

Ioi

| {,u' I

iti ta

l

i.t

l (28)

(29)

}lетрудно убGдитьсr, что найдется чисlю lr' (!, t) , з!.исяцое только

от Q , т.ко{., "rо Q$| G.r!но мr iccx /ь е (hr-, t) и

LP@,!,)< _c' 
ll |,rr^

с постоl""ой 6'>0 , tаэисrчсй только от пrр,Q . Прп f.2 оцснка (29)

слсдуGт сDазу хG и, rtaного aида раsлохениr (9) , э прч 7l2 ! локa!чaа€тсt
по иlцукции.

Полаrая hо-|лоЕ,|hrrhr]1, . из (28),(29) длl зсеi |e(lo,.t) no-

lб



лучае}r

lл'l'l 
йf e,п"l-' f l l|,r,o,

с постоянноа Сr 0 , завrсяцей тольхо от пrр " {2 . А так как для каж-

инеет itec'o ,upp |u'r" | . D!^' , то Sцрр lnn'l .аоrо i-1,...,N
cfithl . а при лобчх /1 1 (ho,l )

Такин образон, ленr.tа доказана.

Дlк.Хейвуд [l3] поставил_вопрос о{изучении классов областей, для кото,

рuх совпадаDт простран.r"" i/U2) " iita) Поэднее этот вопрос изучался

" fZ,lt] и в других работах iel< *е aBiopoB. Простчн следствиен лешш 3 явля-

ется следушlая

Ленна ll . Пусtпо

ряеlлl услов1,1ю ,сонуm, /

Доказательство

оеинчченная флааао !2 с РО
<р< ф . тоеф i; to) - 3;

. Предположин противное, т.е.

i;

t пt2 ,

в)
nrr.," i/ [t2l

Тогда
'О.1

+ (€)- за"*rутое подпространст9о в [Q), "" совпадапцее с

Поэтону сицествует векторное поле ц(с)е i; (Р) такое, что

ltr-цl
it) tя,п^)

>-/

для всех u(dсi- @l.
в силу плотности i-(Q, RО ) " 'it; la ; RО )

la

числа 0 >0 найдется векторное поле !Гr(с|е С* tQ ; R^ )

lc - rrl ,it)to;п'1

уёоuоtво-

+

и

@).
(р).

(з0)

, для rrобого

такое, что

<Е. (з1 )

0чевидно, что при этон

!оhг [р@)
<о.

из (З0) ,(31) находин

v?iB;K') >l-ё (32)

[о

I tr- ul

мя всех ц[dе i- (Pl.
Поскольку sцрlСrl С t2 ,| то, согласно леr,ir.е 3, cytlecTByeт эек-

|7

п



торное поле аго@.';l; ({?,,RО ) такое, "rо dillae -diu!ГЕ(С),
SUPP |ttГчl С {J , и удовлетворяццее неравенству

|orl ,il;(я;Rп) 
< с l di, nu|rr,o, ' Се (з3)

с постоянноа С>0 , зависящей'только 91 п,р ,!2 .

Вuбирая и Фиксируя число f, a hl из (З2) , (З3) получаен

l,ге- ае- 
"\r*;@,1,1, * (з4)

для всех ц lФ е i* (al .

3аметим, что соленоидальное векторное поле tГr(д) - аеР) 
' 
fli В, RО ) "

Suppl [е-ао| a 12 . 06оэначим ".r." [r,t(o) уср"а".ние векторно-

гополя {(cl - Оё(с1 no!2 срадиусо.,t drO. Выбирая f-d(el
таким образоlч, чтобы SuРР l tГr,r lС {) ,

|[о - о, - %,t F)l бt ш,K"f t,

|'ге! - ut fi;(Q;Rо)
,+

для всех u(п) е i* @)

qп уаювu,о конуса, |.р= оо . Тоеfu dм

еоuнсtпвенное раlЕнuе u (c) e'fli а, K' l

из (34) получиr.r

еOе

t8

cri@le i* tя l .

U2) " 1;62).i;

л,6ой f @) , t, tr2'l

, что невозно)l(но, так как

Из полученного противоречия следует совпадение

Лемиа доказана.
}lз Teoper.rH | вuтекает Dяд интереснчх следствий.

Следствие | . IЪqь оернччен,lая о&lаспо Р СRО, п>- 2 ,уОовлапворя-

сццеФrвуап

IuIl,;,я,во| - cf

заOачu (1) , (2) |лакое,wпо



'' 
-"!!{;r, |,l+ц|

itf ш;K'l

Поскольку любые два речrения задачи (1),(2) отличаотся на соленоидальное

векторное "ол.Jf 
(Q) , то для доказательства следствия l достаточно 3ане-

тить, что пространство Соболева WirаrП^)rвляется paвHo}repнo вшпуклum бана-

ховчн пространствон, и приненить к эанкнуто..|, it) ta,RПl noonoo.Tpa*cTBy

ti W) ,"oo""v 2 из flý, c.llo]].

Из следствия l непосредственно вuтекает, что длп ограниченнь.х областей

а " RО , удовлетворяDцlих условиD конуса, линейнчй непрернвнuй оператор

d.,fu:U2;RОl/3!Uz) * Г^В) является гоtlеонорФизноr4 Фак-

,oo-noo"|o",","" йf (Ь, R' ) / f; Й ) "" Гrlа) , если /.р . *.
Следствие 2. Ifucao !2 - оер"чченrrал облаапо Ro, п>2 , с евнlл4а7

аа чз ,цlасф, С', /.р.- . Тоеф наiОаttся поаrюяннал f,>g , зQ-

емсf,lр.япа,покоф пrр

orwll (0l2 ; R" )

\ {trlar- \ (r, п)ds,
h ' '-'- 0l2'-'

еОе (. ,,) - осамрное проuзееОенuе в RП ч Пl - веrпгар еОuнччна1 BHalMet7

нор|аuш * 0Q , су,цесlлlс,уаll оекпорное пме йc)eWf |а;R' ) , yOoBttatt-

воржцве norltп"t вфу в lJ ypBne,a'p dM tr -f tcl , ,среоФlу услооu,о

ut) , лакаh, qр ом л,аr f F) е L, (Q ) ц

, уOовлqпворяwеl,r gсllооллю

лГ

и теоренч продоrшения

l-

ag- а u HepBeчcлllay

wItо;п") t
'/'! 

tag,r^) 
+ l/|

/р@)lлl <с lcl

Это утверждение внтекает непосредственно из Teoperiu t настояцей работч

WP i.0l2 iРО ) * W', Ю ,П" ) (см. [51 1

Возникает естественнчй вопрос: если э задачё (1)-(3) правая часть

f Fl ,W', ta ) , ! > l , то с)цествует л}l раление этой sедачп t//€)

t
ч

l9



*'il!t't{2;Rn) r м" ограниченнu х обласtей !2 , удовлетворяrцих рав-

Ho}repнoнy условио конуса [5_] , ответ на этот вопрос положительнчй. А именно,

справедлива

Теорена 2. Пуапо оеФнчченнал обtасtпо f]cRo, п 2 2 , yOoBllqao-

ряеlll p,Bno}|epаol14y условuю конуса, /=рa* " t - пфое наrrц|wJlDное чuсло,

ТоеОа найОапся поаtоян,rая Сr0, завuсf,lрт па/lько * пrр,/ u Q , '*-ol
кая, чпо Ota лtфой f (О, W; @) , уОовлаlворяwlаi yc/toBu,o (3) , суtцеоп-

вуап векпорное поле t (с)е Й;-' (t2; R" ) , уооела,еоряацее уwвне-

нuю (1l u цеwвенспвц

Локазательство. Если в дополнение к предполоl|(енияt"t ленr.ru 2 потребо-

lлl

\

ll!r'w,K, )

. tllI fl!пt

о,
W; W) , то векторное поле ('l 2) будет принадлех(ать

, приче}r будет инеть несто оценка

вать, чтобu | @l,

"'!' 
tQ l R^ )

ft!alUu' r'r',o,R,)' 
Cl lf l (з5)

с постоянноО Сrr0 , зависящей только о, ПrР, ! " д,п"""rро" Д n К
Доказательство оценки (35) ничен не отличается от доказательства соот-

ветствуощей оценки из ле}.tнь.2, и сана cxe,.ta доказательства Teope}ru 2 целикоr.r

повторяет cxe}ry доказательства Teoper.ru l .

Такин образон, справедливость теоремч 2 вытекает непосредственно из

следушей лен,.iы.

Ленна 5. Пуqпо оеwнччепнш облааlь d? С Rn, П>2 , уdоалапворяап

ry,внФlерноцч ycJloBu,o конуса,!-Рa * , l - nM* напа|рJlоное чuсло. Тое-

fu на7Оапся набор оернчченна, фrcmеti ll2,{ ( кйя uз кqпорdа

звезОна апноа,uпе/lоно нека|юроео *rЬ k#'Кr,4:Оr, i-l,..,,il ),

пакlдЕ, чпо Q - lJ,Qr , а вся,сапо фyHtctlsllo ltorWi ta ) , уОовлепво-

ряацw ycJlooulo |3| , лшнo преOаtавъuпо в вuOе

ftrl-Z lrt"r,
еое dм кфоео i-l, . . .,l,! suрр frc g2 . , /; (с) ,fi! Юр,

l;lildc - 0, (з6)
Qi

поспояннал Ci 'О ,меuспlряпоrlокофп,р,! uQi , пакdя,



чпо

а;
tlt|,l! * C;lf I it!B l , i= /,..., il.

)
(з7)

Доказательство. Прежде всего, используя тот Факт, uro !) удовлет-

воряет paвHor,rep'ol"ty условиlо конуса f5] , noarpon^ дпл 12 разбиение едини-

цы специального вида.

Нетрулно убедиться, что для всякой ограниченной фластц l? , удовлет-
воряшtей paвHoмepнo}.ry условио конуса [5] , сwtествует открuтое покрытие,

состоящее из ограниченных областеir

кажАая из областей Qi = Q" а;
го |лара Ki,Kr.Qi, i-/,..,,Д/
замкнутые подl.tножеств" t/, }1=, , '

la;t_, таких, ",. П.!аi и

эвезлна относительно некоторого открыто-

, причеr"i найдутся такие ограниченные

,о Дi с !)! , i-t,...,t/," Е. i IпtА;,
,.".!2CCUl..

3аметим'i .:., напри..{ер, ISJ l , что суцествует набор Функций lФ1Л{.,
таких, "rо ф1@) e[- rПi'), sцрр !;. D! , !;@l> 0 для всех

Феа; " фldr0 Аля всех сеА, , i=1.,.,/Y ..лолагая теперь,

как обычно, Qi@):Фrtt) iф ia),i-/...,l , rа. /1d-fl Ф;trl ,:-
лучаеr.r необходимое спеllиальное раэбиение единицы. Точнее, для всех 2e12

имеет место равенство } qrtn) : l , где {;(о) et*l,Dl и SuРР|.-Fi',
приче!r области Qi= Q n а; звезлны относительно 

'аров 
К;, i-l..,,/'/ ,

, Полагая !;("):/rcl{;kl , i-/,,,.,/V , получаеr.{, "rо /{о)-
а- |rr9'', для всех tca , приче,ri sчр!о, Qru и

!6@leW;{?i) , i:l,,..,,"/ А так *"*0-ДQ, , то отсода

сра3у же следует утвер,хдение леiшtы. Лействитель"о, прп fl=! полоt{и},r

f,

}

t,
(c):gr(c)-9tcl),!;pldc, i=/,2r гд€ 9@)еС- (Q,п d2) и

!(ddс - | |О. np" N> 3 оставuJаяся часть доказательства проводит.

'?'о ,п"оr*чrпи. 0ценка (37) очевидна.ся

Леr.rма, а B..tecтe с ней и Teope}ra 2 докаэаны.

Локазательство двух следуlоцlих лем}r почти не отличается от дока!!тельст-
ва лемм ],Ц.

Лемма 6. Пуапо в Оопмненuе к пребованtляttпрор!,а Z SuPP/C!?. Тоz-

Оа cщleaByertt раденuе [ [а) е 'fl'i' ta ; Ro ) заОачч (1) , (2) ,уОоutепворяь

щее пorLly re, цпо u в пеоре!+lе 2,'нервенапоу с пслаtlоянной С , завuсяцей

палько ф п,р, t, Q, u mкое, цпо sчрlrlсQ .
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Ленма 7. Пуопо оернчченная обtаспо !2 с RО, п7 2, уОовлqпворяеrrt

Т:"Ъ^;#i"Б":**, 
|,р=*, l- лбое ноцl,р,tlоное tцc,tto, тоеоа

В закпочение параграФа остановинся на однои важно}l прилохении теореи

1,2, которое ножно сфорнулироэать как теорену о соленоидальнон продолпении

векторннх полей иэ W! ra ,К^ ) с сохранение' класса.

Теорема 3. Пуапо d) - оеFrнчченная облаапо 
" 

RО, оr2 , уОов-

леlllворя,а)р.я wBlor.leplolly yclloeltro кон!ф,, ч пуапD Q'- М" облас,tпо, Ом
коmороl1 Е a_9', /aр.*, |- лw5ое нсоlцваьное чuсrlо, rtpцeп цно-

reс7пво RО'Е b"u"o. ,
ТоеОа Ом лtц5оео cMeHqlфllololo веп|юрноео_ пом г(ое W) Q ; R" )

найdqпся cMeHovtф.tlo.oe ве,спорное пале ttГ(с)еrit!@', К" l ппл:ое, lцлD

а(с) = U(а) в t2 u вапол,ваllся нервенс7пво

|'|i!,o,,Rn) < Г'lnlwlr,r"l (38)

с постпоянна1 С'> 0 , завuсяцеti 
'а/ько 

qt, п, р, l , !2 u а'
Доказательство. Если l) улоэлетворяет тDебованияr.i Teoper4н, то

открытое ннохество РО-Зj связно, ,.".RОrF является областьп 
" Ro

И.з опрелеления равнонерного условия конуса( с". f5 , c.6di и рассlждений
( cM.f7, c.6Z]l следует, что област"ff'F такхе уловлетвоDяет pa.Ho}rep'o-

", ,"-"rо конуса ISJ . Д так как Е С {?', то отс.Dда следует суцествование

ограниченной области d2"rа*ой, "rоD" с{2',Е C!?n " лля нее область

!2'' Е" удовлетворлет paвHoriepнoнy условио конуса Е5] .

из теоренч продолжения W!B, R') ;,Wf (RО ; RО ) ("". [s] l сле-

дует, что найдется векторное поле ll(rleWf ta'i RО ) ,а*о", чтоЦ|a)-

- tг(а) " Q " вчполняется неравенство

tr u| ,i!,а.,r,) = qh' 
п!в,п",1

с постоянноО СrrР , зависяtцей только от П,р, l, а " .Q
В силу соленоидальностЙ л ld . Q и очевидного равенства

I

tl dд цlr)dс = 0,инеен il
fI и t1,oldt-0.

а\а
Пользуясь теореной l, еслп 1-1 ,.и теореной 2, еслu

суц€ствует векторное поле цrИеril}$J"-р ; R" )

22

(39)

l=2 , заклDчае}t, что

такое, *rо d1,6 4, -

a



=dUц[с) почти всрАу "!?'rЕ и вчполняется неравенство

|n| 
fr!,о,,,Е;R,)= С ldil u| w!,ra,,E 1 (4о)

с постоянноП С>0, зависяцей только от ОrР,{rЛ , а',
Продолrин rcперь 1!r(а) нулем с !?'..Е на всйl область !2'э!?'rЕ,

сохранив мя продоJlх(ения преrtнее обозначение, и полоllип a(a)=aid-t+lT) ,

тоrаа а(с)rfr! Р'rКО) , dЦцГ(Ф : 0 почти эсr)ду . .Q' , цt|а)-

- tГ!с) э {2 ', 
" ," (З9) , (4О) следует оценка (38).

Теорема доказана.

ý 2. НеограниченнUе области с коr.пактlфaни границани

Поскольку для неограниченной области !2 С RО" коr,rпактной rраницей

mt) - * оо , то, э силу ленr.rь. l, область 9начениЙ линеЙного диФФерGнци-

ального оператора (5) плотна э /rо(а). Поэтону разрещиность задачи (1),(2)

для неограниченнчх областей Q '" *сллп"ктнuни границани при пlбчх ftac
€ LpB2) эквивалентна заriкнутос::" в LrlQ) области значений оператора (5) .

Так же, как и в ý l, заr.lкнутость области значений оператора (5) при уGr!оэхr,
,rrо tJ удовлетворяет условиr) конуса, Аоказь.вается путен поGтроения в lв-
Ho}i виде рещения задачи (1),(2) с произвольной правой "."rrо/lс)€Lр62| .

Справедлива слелупцая

Теорена \. Пуапо !2 - 
"еоецrilчепrал 

цlшatь " RО с кФtаtа|lноli

_ер,ilца7 0t2 , аОовrtепворжrlря асло€tю ксДlуф, пэ2, l<P<e . Тоеф tla7-

ёапся посrпаяrrая С>0 , мвtлаtря па/ько att п,р ч Q , лакая, чпю dм
,Morl|1d €Lр(Ql сулtlеапвуаtt BeпlopHoe поrlе tг|dеitirа iR') ,
уёовлапворяtалее ар.внеюлo (1l u нероенаrcу (8).

!оказательство. Поскольку граница областпtJ ко..пактнаr то нэйдут-

ся открчтче,ларь, (l " Кэ r такие "rо IrС К, " RОr!? СК, Предста-

аин область Я в эиде d2-12ruE, , lд€ !2r-!?ПК, , " Я, -
'Rоr4 . 0чеэйАно, что область d, оrо"r"'ена и удовлетворяGт услоaш
конуса, а область t2, л.ллеr.я внqшнеr-r * 

"аоу 
(a . Ллп области JQ спрЁ-

вемива теорена t, поэтшу утверlцениG TGopeHI l достаточно докrзать только

мп области 12" . ДaП"rвительно, пусть утверlцGнrе Tcoper.b. 0 спраэемиво

мя области tZr. . По*"*ен, что тогда окаgь.вается справемизой и сана тео-

рена 0. Лля это-го представин { tг;l . grде f tct-frral* lrtьl r гА€

l
Q,

l@ - р(с, I lcldc, сеQ, ;

0

|, р)
сеRа.4;

2,



f to, сеRО. К, ;

{r{о) : {и t@lda, сеQ,о {2r;

0, сеКr,

\
а,

уl

недленного роста. Пусть

9 @)еi- {я,пtlr), \ _ 9@)dt=/,
9,пQ"

Поскольку |rin)rГo {l2,) , то из теоренu l следует суцествование

векторного поля {,[c)r'fl'rtar; РО ) такого, "rо dilЦ-{ {О почти

Bcoav е tJ, , а из предполо'€ния о справедливости теорень. Ц для !2, следу-

ет сущест,вование векторного поля lГ2 l3,;) е 'ii ra, ; RО ) такого , uro d,i0 Ц=

- |rl]I.) почти BcloAy . Q, . Продолlrин lIi t q , i- /,2 , нулеr,l на всо о6-

ласть Q , сохранив для продолtкений прехние обозначения, и поло,{ипtГlа)-

:t,b)+ tlr(o).0чевидно, uTo tI|э)rV?i r'a,П') " dаrt-/tnl
почти всlоду в !? . 0ценка (8) мя tI(c) получается очевидным образо1.1.

Такин образоr,r, достаточно доказать справедливость утвер).(дения теоремь.

Ч для случа^ Q- 4, ,.a, лля внешJности произвольного. ,"р" " 
РО

Пусть |t"l - произвольная Функция "" |о(Q) Лоопред"п"" f 1с) "v,
лен в чrаре К2 . Поскольк5l RО-F.U Q, , ,Ыr"п"ро f tatelp(R')
3аметиrr, 

"rо /{С1 е ý'

9у"*,.,"" / { О)

Расснот;rим векторное поле

u(о):.-, [,+ i,rl] ,

,а. F'l t.] - обратное преобразова""" Фурr" " ý' . Вообце говоря, ко.{по-

нентч векторноrо поля 4(С) являотся обобщеннuни Функцияr.rи из ý' 0днако

и3 теоремы о нультипликаторах преобраэова;ц1 Оурье (сн.,например, ПЬ] l

следует, "rо !!k| е LrRo; Ro ), i= l,.,., L. и ииеет несто оценка
0ц

*,lTl _.c.lll,_".-c,l!l, (41)

fi l ucrl д" бо ;Rоr' 
C'lf |цв^) - С' || | rr,q,'

0тспАа слелует, в частности, что uh)е/о6" RО; RО ) , т.е., в дейст-

- пространство lllварца обобчtеннчх qункций

(r[l - преобразова",пе Фурье в ý'
r гА€ J'

|Ф-гlу

являDтся обuчннни функцияr.rи



Такиr"r образом, векторное поле ц(с)е t" tПО, RО ) " dЦЦ =flcl
no,.r.n 

"aпду " R4
из Пz] следует cyulec'Bo.a're С€Rп такого, что векторное поле ц|(а)-

-ц(С)-С аппроксииируется в полунорr.rе titK'; RО ) векторнь.}rи поля,itи из

С- (Ro; RО ) , т.е. найдется такая пtп"оо""r"льность |ЦtaiZ,
векторных полей иэ i- W^., RО ) , uro

&,*х
л-ор Ь! LrRa;Ro 1

(42l

такое, что ц[о(а)-
и, сохранив для

lL

) :0,

0чевидно, uro diI Ц : lel почти вс,.,ду 
" RО

Пусть К6- оr*опr.,й rлар в РПrа*ой, "rо К, С К, Обознач,"r_?, =
: Qrп К, l 

.О*""rд"о, 
!2r- Кr. к-, Пос*оль*у tpl, Lp,btio:'R'),

то U(Ф eWf tKr; R" ) А так *.* jillг а:/rc,) - 0 почти всоду

" К, n КrС К, , ,о к urapar"i К, , Кэ примениr.tа теорема 3 ýl о сопено-
идальнон продолжении с сохранение,l класса. Согласно этой теореме, суцествует

соленоидальное векторное поле цrо{dс,t| {,к:, i Ro )
:tl:г[с) 

" К, . Пrrодолжиr.r tt|o@) , Кз 'ryn"" 
"а все PL

продолженип прежнее обозначение, поло}rи,.i lГо (2) - а@) - Uo В) . 0чевид -

,о, 0otcleli(Ro;Po ), dit 4 -trcl no,.r,., 
".пду " RО у|

SЧpl[ol c'Eu . покажем, что tгоIО еЙf $2, ; RО ) действи-

тельно, представrr, 4[r) в виде Ц!о): 4 tal + [z (I) , rае t[, |с) -
- |(х)tоЕ), tI2(l):а- r,"l Ц(Ф"2оl лобая Функtl"^ n" Р(RО) ,rо*,

дественно равная единиtlе в urape (, Поскольку l{ [а) ""еет компактнчй но-

ситель sчр!4 l. С, , ,о ц(Оеф! (i|r; R') . носитель Цlаl
неко..tпактен, хотя и содерх(итс^ . f7z , однако за1.1ети..t, что tГr(,/)-U -
-?blulkl, а тогда из Ц2) " Пz] следует , что {@efl; (Zr;R').

таким образоr, t|o(o)eito tar; Ro ) и d,ilI[o-!rcl почти всо-

ду в t2z, т.е. разреши!iость задачи (1),(2) в области Q, " поаlзэольной

правой частьlо flaleLr({Zr) о 
доказана, следовательно, Аоказано, что об-

ласть значений оператора d,iлг:W) tar. РО 1 - LрUlr) совпадае, , Lr(Q).
д тогда из леr.i,.tы t из fl 8, c.52!l следует существобание постоянноп сr>0,
зависящей только от пl р " Qr. и такой, что для ,В"О /1t)etp(Qr|
найдется векторное поле л(l) ,$|, la. i Rо ) такое, что dИ [={[t) почтс

асаяч в Q, "
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' 

О'r; 
(Q,;Ra, 

* 

"'У 

l 

ц(q) 
, (4з)

Утверндение теоремu Ц для обласr, {2z докаэано, а следовательно, дока:

зана и саиа теорена Ч.

Необходиr.rо отr.tетить, что при доказатель€тве оценки (43) суцественнуо

роль сыграла упо}rянутая ле.,tr.,tа пз [tB] об опёраторах с занкнутой областьр

значений. Из (41) оценка (43), вообце говоря, не следует. Лля областп Q,
MolrHo бuло бы построить решение, для которого справедлива оценка (43), одна-

ко это усло)хнило бч доказательство TeopeMrr l.
Следствие ]. IIаопо неоеwнчченнал облаапо Q СRО, п72 , с ,co|l-

lаrспноtl тFtнuцаi уOовлапворяеп услоsLлю конуф, l.Р.* , Тоеф 0м лtфа7

| @ с L р (а ) сущеопваап еоuнспвенhое раленuе [ (.) €Йi ra ; Ra ) за-

аачи (1), (2l rtaKoe, .,r-lulfr|,оrп., - ', , еОе Cf , поопаян'lол, м,

"u"о,п^ - f , otpeOetleHue 'Kolapa7 бwtо ф.но в слеОспвuч 7.

flоказательство следствия J ничеr.r не отличается от доказательства

следствия l. При этоr.l, так же как и в ý l, линейнчй непрерчвrtrй оператор

dr r';l;U2 ; Ro t li', tal - L, !Q) ""ляется 
гоl4еонор(йзноr

Фактор-пr,остранства ili ta;Ro ))0;а "" LpU?).

Следствие \. Пуапо lJ - неоер,нtlчен,lая Й-о в RО, 0 > 2 , с

Kd|tlar(пHai еwнlцаi uз 1цlасса С', l-p. * Тоей найОglпся пооlоянная

С > О , завuсяlрt lllолоко оп п,р, {2 , пrп<ая, чttр Ом лВах |[dе
е Lr(t) u ае\t/'-V (0!J ; R^ ) сущеапвуqп оеmDрное поttе сгИЕ
€ L; @ i Rо ) , vОовлqпворяпцее почtпl вdу в lJ у@вне,мю dirr r|-fi"),

_l
Kp,eBoI.|y условLlю 0|ао-а u нервенаrcу

ь}ю;п"l W'r-btao,r", LPB?)
lrr l _.Г la! + l/l

Это утверlкдение следует иа Teopeнu lt нбg191цlей работu и теоренч продолrенип

[s] ,

l-
\VP

ftля неограниченнчх областей с компактнuни rраницани оказчэается спра-
ведливой такхе и теорена, аналогичная теорене 2 из ý l. А иненно, и.{еет нес
то
26
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Teopelra 5, tlgсfпо неоеwнчченная облаапо {2 С Ro с *арtlакmной ?и,нu-

цей 0l? уОовлапворяе|п ивно}rернопа условuр конуса LS) , п>2, /<р<оо u

0zt - це.пое цuсJlо. ТоеОа найОапся пос7поянная С_> О , завuсяltрл полD|сс

-, n,p,l u Qо l,,***, wпо dJu1 
^маz /tФe'il!ra супtlес7лlвуап веmрр-

ное пале tГ(с)еW;-'(QiRО) , уОовлеmворя-lЬ" ".{? уфвненuю () u

неwоенqпву

!лl -Сl{ll

Доказательство теоDеr.ш ý отличается от докаэательства теоремч l,
поскольку в доказательстве теорены tl испольэуется тот факт, "rо l= 0 .Про-

ще всего здесь воспользоваться теоремой 7 из ý 3. Для этого за}rетии, что

всякуD область d2 ,.удоaпетворяпцуlо требованиям Teoperru ý, MolrHo всегда

представить в виде суl.tнч ограниченной области, удовлетворяшlей paBHor.repнo.lty

условиD конуса [S] , n конечного числа некоторвх полупространств в f,a . Но

для таких областей справедливо утверхlдение теоре}ш 7 из ý 3 настояrцей рабо-
ть., откуда сразу х(е и следует справедливость утверхдения теоренч 5.

Необходино отr,iетить, что Teoper.tu 5 и 7 так же, как и теоремы l и 6rr.10ж-

но было бы объединить. 0днако принятое в настояtцей работе ра3деление неогра-

ниченных областей на два класса - с ко}rпактнчttи и некоrriпактньa.Jtи границани,

представляется более ecтecтBeнHыll, ввиду очень существенннх различий мехд5l

этиl.tи Аву}rя клас.сани в вопросах разреши}lости задачи (1),(2), а также в дру-
гих вопросах, упоr.iянутых во введении к настояцей работе.

В заклрчение параграФа остановиl.iся на вопросе о совпадении пространств

i! 
'О " i'rtLl для неограниченнь.х фластей !2 с компактнuии граница-

l ' Cl ol
r.lи. СовпаАе"". jj{O 

" l)nUrZl ножно было бы доказчвать путен построения

для произвольного tГ(.Х)€Х;@ последовательности вектоэнUх полей из

i* (ГS'l , аппроксимируп,рп с(с) в норме пространств" W;(QlP") . 0днако

для неограниченных областей с коl.iпактнur.tи граница}rи этот путь доказательства

оказчвается слоцныrt, поскольку необходимо расСнатривать отдельно ра3личнче
интервалы значений показателя р . }lихе приводится более.простое и естествен-
ное доказательст9о, опирашlееся на теорелrу Хана-Банаха и некоторче результатч

ý l,._uправедлива следушlая

Лемма 8. Пgспо неоернчченная обtаапо Q С RО , f,22 , с коwаrоlr-

Hai ер.нuцей уOовлапворяеп асловuю конgса, /.р. * . Тоеdа

i;to)- if ,Ф.

,i$r'ta,K^) fl!Bl

l|оказательство. Пусть Кtu Кr- *а*"е-либо открчтч" ,"о" 
" 
fО

. 06означин {2r-QПК, " {?r-такиеi uro К"С К, " R\rQ с Ке

=RПa F" . Тогда область Д , удовлетворяOiцуп требованиян лейиц, Holx'o
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представить в виде Q=Q, U Q, , где область {2, ограничена и удовлет-

воряет условиlо конуса, а область Q" лвллеtся внешностьа,аоа К"

3анетин, что всякое векторное поле а|с)€ t'(l) ножно представить в

виае [(r)=[tз:)+чlх) , rае цtо€f;@) й suррltrlсr2-r, i-/.2

/|ействительно, доопределuм 6(g,) нулем на RО-!2. Тогда, очевидно, Г(g)€

еW;Шr,RП ) , а так *"* \ .. К, , то tuары К, " Kz уловлетворяот

требованиян теоренu 3 из ý l. Согласно этой теореме, найдется векторное полелс.
ab)eJi R) такое, "rо цl|r):tl(d . Kz . полоltин

Цlс) :
й[с), ge К1 ,

0, сеRО-Кr,

r (r), ceRo' К, ,

0r(I) : u|r) - а|z), сеК,ХКr,

а, reKr.

а
нетрудно убедиться, uTo tI (I) - Цla) + tlz(d в !? , Ci е) €J; Р) и

Sцрр lr, l саi , i= |,2

Так как ограниченная обласtь.Q, уловлетворяет требованияr.r лениы Ц из

^. 
.-

ý l, то i;ta,l- i'rto,) _, 
откуАа следует, чtо lг,,Оеif @) необходп-

мо показать, что и ЦI/]) е ii tal . Поэтону лемr.rа булет полностьlо докаэана,

если показать, что для области Q, являочейся BHeluHocTbD traoa ,(" , ir'[Qr)

" 
g; (Qr) .о.пад"от. При этбм без ограничения обцности }rожно считать, что

К, = tд: Icl < t } , т.е. область {2, является внешностьrt utapa единичного

радиуса с центроri в нуле.

совпадение if Brl i;,o,, будеrq докаiывать от противного, т.е

поскольку i;,orl . ii Е?; с
и

прелположин, что #iiщl i; tл,l
.,ili to, Rn ) , то из теоrrеиш Хана-Банаха (cr.r. f22 , с.72])следует су-

цество,dние векторного поля л€ W)i ta, i RО )
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< lГ,Ц) = 0

такого, что

(44)



для всех ц[t) е i* t {2r) ,

\tI,Цо)-| 
(45)

Аля некотор ого цоF) е it ( Q).
из (44) и рассух(дений, используlоtllихся в конце g Ц при доказательстве

следствия 9, вытекает существование обобщенной Функции l/_7a'@r) такой,

"rо 6-gшd ! в 4 Но так как векторное поле [ewp, UZ";Rп ), то ,з

рассу)хдений, приведенншх в car.oн начале 5 Ц, слеяует, ЧТО феLr,,6U2a)
Покажем, что (45) не моr(ет выполняться ни мя какuх Цо(С)е t; (l2r).

Лля этого достаточно будет убедиться, что

|. ф , dlu ц, l-- 4 ldr,rr и l (46)

для всех векторных полей ц(r)еО(аri РО ) с постоянноО Чr0 , эавися-

цей только от п " Р . Лействительно, из (46), леммы l и теоренч Хана-Бана-

,.а (см. fZ2 , ..7Ф)сразу х(е следует суцествованrпе постоянlой f, такой,

что 9h- CeLp, (Рr) . Тогда <[,ц> - 0 для всех ч(с)е J; @r), пос-

кольку tr:gl,ad ! - gшd tr! - С) . Но это противоречит (45) .Такин образоrr,

леrrма будет полностьD докаэана, если будет доказана справедливость (46) .

Условиl.tся обозначать ".р.з В 

^ 
открштый шар радпуса Л > / с центроl,t в

нуле, а через da - lларовоli слой u)*= а2 П BR
Пусть ( (с) - произвольное векторное поле из

дется такое ч"сло R>/ , что ýUРРlцlС dR

/.рUzr)

dR , которое по-прежне}.iу будеr.r обозначать через

qаd ф е w;l, fu) R; ЛП ) Поскольку область U)"

O(4l R^) Тогда най-

Рассмотриl.t сухение

{. Очевидно,
р на

что

ет условио конуса, то из Teoper.rы l

Покажем теперь, что найлется

.tlП Й

и ле."t},tы Ц слелует , что феtD, (dR) ,

такая Функц "л / е Lp, BR ) , JTo / tcl - /ttl

ограничена и удовлетворя-

lYd| | 
,;|оr;ло) 

< Сrlgul у| ,; trr,r,) 
(47)

с постоянноП Сr> 0 , зависяцей только от fz и р . [ействительно, без

ограничения обtцности l.iожно считаr", ,rо R > 2 . 0бозначиr.r а'r-dr rВз/z'

Тогяа 4)r- OiU tll, Нетрудно убедиться, что существует такая постоянная

Сr' 0 , зависяulая только от Z и р , что для всякого а(r)€ O(ar;Ro)C

с litf tOr, Rn ) найдутся 14eO 1а'r;RО), u2еОk)2rRО) , для которчх

tl..reeт lrecтo оценка
29



(48)

такое,

'u'| i,;,r;,o| 
|u,| 

*;,r,,pn,' 
С,|а| 

fi/o",K^l 
,

В то rre вре}rя мя пrБой с!Ё/rlаr) найдется [e/r,tBr) такая, "rо flC)-
=Фlrl " tl, и для которой справедлива оценка (47l с R-2 . А тоrда из

,ilitBr,K о)

(48) вытекает справедливость (47).

3анетим, что

.ф,dj! ц) о

,а"|6,1-|;ч ч@)

\
dR

l
В"

откуда и из леммн 2 следует оценка

\
BR

фF)diлl ч(с)dс - /@lf pdo,

А поскольку

\lrodr-o,
то, согласно ленме 2, *}д"r"" векторное поле цГ(С)е

"rо dittлг-/(а) " Вк . тогда

<ф,d;r, ц): i tctcltly a@)da - - <gad /,а ) ,

(49)

Покахем, что векторное поле ЦI(а) нохет бчть вчбрано такин образон, что

|<ф,dа ч> l-. 4 tylлn/t 
wr!tB";п")ldtt 

ul ,r,os.

в (49) будет зависеть только от П п Р . /|ля этого поло,с4постоянная

жиl.,t

ар) =(i)",\*r,р|#^,5_пr,(# - :,Ы {'dl!dy,

где Функция 9o|de t-R\ , зцррgосtс, lcl. lJ , }r* b)d.c-l,
С по}rощьп занен пере}rенннх интегрирования такое 4Г|r) ножно представить в

",а. а(а)=RЧ (#) , гА€

4b)-r;I, liпу)t"ЪJ_ 
,9,Ру+ 

ц ft){ асIq,

А тоrда из оценки леннч 2 мя ttIo (л) сразу же получии оценку

luгl r' (д^ rRa;< 
сrl|| 

rr(дR) - qMjn ul ,rrt.,r,
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с постоянной 4 , зависяцей только от п, и Р , откуда и слеАует оценка

(49) с той хе самой постояrrоа С*

из (47), (49) вuтекает справедливость (46). д тогда, как уже было пока-

зано вьшuе, оказывается справедливцн утверх(дение доказываемой ле}i}rы. Таки}r

образом, лемr.rа 8 доказана.

0тнетим, что ленма 8 используется в ý Ц и qактически, в силу теорены Ц

из ý 2, утверждение ленмu 8 эквивалентно утверждениD теоре..rы 8 из ý l для

неограниченных областеЙ с компактныни границани. Поэтоl.tу Becb.,ia существенно

то, что все использованные при доказательстве леr.rr.rы 8 рассуждения из ý Ц не

опираотся на сану лемr.rу 8.

Аналогичнчн образон доказнвается следуrщая

Лемr.lа !. IIаапь неоернчченная обласпD !2 с R", п>2 , с комrlаrcп-

на7 еранtлцей уОовлапворяеm wвномерно}4у условuю конуса,/aРa*, l ,- 2

цеllое чuс/lо. тоеdа if tal - i! rО
ý ]. Неограниченнче области с неко}lпактныl"tи границани

Как упе от}rечалось в начале настояtrlей работв, разрешимость эадачи (1),
(2) для неограниченных областей с некомпактннни границаr.tи зависит не только

от гладкости границн, но ух(е и от геоrirетрии области.

Покажен, что в случае, когда !2- слоП или цилиндр в Ra, задача (1),

(2) Qазреrчин" " Й; U?;RО) не для лпбой правой части |1geL"UZ)
l|ля этого достаточно будет показать, что область значений оператора (6),соп-

рях(енногО к операторУ (5), не заикнута " w;| (Q ; R^),

пусть Я- [с= bitn): с'еRО' ,, 0< ao<lJ - слой . RО

Выбереr.r Функциl0 1@l е С- (Rn ) ,"*r" образоtl, чтобы7@)- 0 np" |С'|<

" t чу@): | прп|2'l > /, и положи.,t 9@)-Рd).lО''-Т где

<>о . Тогда при с(,+ - / векторное non giad,{@)е/r,(Q;Rо),
и, следовательно, yLad,pr'W; ({2;R^ ) , поскольку область !2 инеет

конечнур толчlину( с". f5 , i. rS0). Нетрулно убелиться,что при <r+ - /
слцествует последовательность |рrt lli,, функций из i*(Bl r"*""|"ro

h,rа lgNad q - gшd ,p*l 
t oG?;Rn)- 

0.

А так как Р и}iеет конечнуD тоrцину tcM. fS , с.l5ф), то

tъ lуrdу - rлdf*| w.!,B2,Ro)-0,
р,

вследствие чего при 
", Т - / ве*rор"ое поле Уrdе принадлехит заr..цканию

.W; Р i.R") области значений оператора (6). Но //С)\ Lp, Е)) ,€G-

n" .(ý n;| А поскольку прч R?2 , /.Р.ф , всегда 
'loxHo 

вчбрать
Р' 

зl



число G(. > О таким образом, чтобы 3а_ /.ы< О-,' , то заклDчаеl,t, что об-Р' р'
ласть значений оператора (6) не занкнута . W)|, (l2; R^ ) , откуда сле-

дует неза}lкнутость в

l-p.*
Lp@) области значений оператора (5) при лwбых l22 2 ,

Для цилиндре Q-|a=(r',xo):la'|. / , спе R| ) псложи,.r

p@):Pk,z), lool-* с ц>0, где Функци^ pFo)eC-(R|) выб-

рана таким образом, чтоВыf(Хо)=0 прпlrоt< | ' УЬо)- / при

|xol >, / Приведеннuе Bb.lue рассуждения показь,ваот, что при 0<4< А
""*rор;о" 

поле gtП.d, р принадле).(ит заныканио . w;: (Q ; R 4 ) oanaý"

значений оператора (6) и не принадленит саr,rой области значений этого опера-

тора, откуда также следует незаr.iкнутость для цrлr"д9а {2 области значений

оператора tsl в Lr(l?) np,n лобu4 2 >2 , l<P* а.
такиr.r обраэои, сужение класса рассltiатриваеl.tых неограниченнuх областей

с некоr..iпактны..rи rраницаl,iи, о которо!..r говорилось в начале настоячlеir работч,
оказывается вполне оправданнын, и, более того, если неограниченнуп область

а с неконпактноli границей нельзя представить в виде конечной cyr.rнu об-

ластей спеllиального липluицева типа и ограниченных областей, удовлетворяlо-

цих условиlо Ko}lyca, то задача (1),(2) разреtuи}rа W} ia i RО ) , вообце

говоря, не для лоболfiс) eLp(Q). Д именно, nvcr, f,7o=\c-bitol:
lЗ'|./ * 

":., 
fo r 0 } , где 0<Р</ Рассr.rотDий ту }i(e Функциlо

р@)-р@). lтоГ* св>0 , что и в случае цилинлра.,ОчевиАно, пои Р>0
п2.2 чl<р<оо всегда MolKHo выбрать числоо(>0 такиr.r сбразон, чтобн

t+р(п-t) ,__ l+р(п-l)

лЙуh\еLе U)pr'R^)
. При таких q4 векторное поле

, а lр(с)ёL/(ар ) . в обцен случае

0ъсf.р\ W;i (t2 , ; R^ ) , но если 0.р. /

4-> 0, что l+р(п-t) 
- ц в<4< l+р(п-/)

noooro tГ@)e'it',tЩ, П^ l nl"", """rо of,"r*"

Jr'r*d 9[Ф, чk))d,с ,ititar;П^)

с постоянноО С">0 , зависячlей только от 4, Р)п,Р, Р . Из этой оценки

слеАует , что JлюdреW;! 
(Qr; R").

, 
Пусть х0 еГ-(ГО,"") выбрана таки1.1 образм, чтбч 2/r)-0 пои f >/

" I(€) = |' no" ý<f . Нетрудно убедиться, что при

l+ -l)
р'

_ l< << / +р(п-|) 
,

р'

, то найдется такое

; пDи таких о( для

u с'lчl

3z

F >0,



Иhd р - улП|уit"")fI| ,r,rr,Ro)- 
0,

l+р(п-l) l { зlп_tl
а если o.p.l и Эl -l+/э<в<ff

uI.1 :Iftyl#t\ft,)о,

то

цируе}rых Функций в области, звездной относительно lJaDa. Точно так хе, век-

T<ipHoe поле

fуrlg*l9 - ld|2td"")r\l ,r,, t!2r,tRо):0,

откуда следует , "то gъоd, р принадлежит за,.lыкани|о " W;', (r2о, R" ) области

значени]i оператоDа (6) и не пDинадлех(ит саr.rой области 3начений этого олера-

тора, если 0.р. # - /+p.n * 'ff следовательно,

пои Q<p< l задача (1),(2) аля области Q, o""f,"r'"" " Vir'B|r;R")
не для лпбоt-r правой части / (rlr- Lp ({?е).

Если хе .:"|" р,l , то з"д".j trl,tzl Для области !?, оказывается

разрещимой " Й, (C|r;Ro ) уже для лrобой правой части /1clelp(Pp),
Точнее. иr,rеет лrесто

Теорена 6. Пуапо нео2р,нчченiая обласtпо Q+RO , П > 2 , лtэllt фпо
преOашвлена в вuOе конечноЙ cy]l.rl|и сlлецurlлоныI лurаацеваz облаопеЙ ч оеwнч-
ченнаr облаопеllо уdовлеrпворяу7tл1, усllовuю конуса, /.р. ео (dля проспФа
rtреОпаtаеаапся, *rо Rn-F+d l. ТоеОа найОепся поспоянная С> О , завl,'-

сf,цlл |lw|oаo оп п,р u Q , rпкqя, чпо dlz лМаZ ftа)еLrlQ) сч,цеопву-

епl ве|ilорное па/lе'[(а)еV?i е; Ro ) , уdоелепооря-Ь" yФ"""Huto 0l ч

нер,венапву l8l .

Доказательство. Сначала дока).(еr,i теОрему лля случая, когда t? , спе-

циЬльная липшицева область , т.е. t?*Г С !? , гае Г- открuтuй внпуклчй

полубесконечнuй конус с вецлиной в начале коорлинат, содерхачtий полоlхитель-

нуо полуось |t z а' --0 , Со> 0l ,

Пусть ý - "дr"rч"ая 
сФера a R"" центDоr,r в начале координат. ВчбеDеи

Функцио 9|d еС- (S) такии образоr,r, чтобu SuрР 9сSПГ " \Ydr-t.
3аr.rетин, что (12) напоr4инает представление Соболева t2O] дп" &ФФереr-

(50)

.{апонинает пDелставление К.Т.Сr,rита [z] лля ди(пDеренцируе}rчх ФункциЙ в специ-

альной липllиllё-вой фластч 12

Проаол*п" /(а) нулен на .". RО , сохренив для продоr|)lения прехнее

обозначение. Нетрудно убедиться, что для i-/r,..rп справедливо

}3



h. = 

1?, *, (h) о,,*,У,,, h|,# r(йll r, (51)

В силу [rZ] , ядро сингулярного интеграла в (51) будет удовлетворять требо-

вания}t Teoperru 3игмунда-Кальдерона [Zr] , из которой следует,что npr/<P=oo
и,,rеет }.есто И(СГ)С L о (Ro ; Ro ) и выполняется неDавенство-1

lгI ,,._п _п. -=Cll/l, (52)I 

t f tK' ,к") -= 

' 
||| | ,r,о,

с постоянноП Сr0, зависяцей только от п.Р " у[а).
3аr.rети}r теперь, что sчрр у(*):,,Г , поэтону мя кашого Фиксиро-

ванного СеRО носитель Оуr*цп" ;(*rУ"х Функции переменной ! соАеоппт,

ся в конусе t-Г . Нетрудно убедптося1 что для лобой точки 
'ЦР 

пересече-

ние g,-ГО!? =Ф . [ействительно, если предполо*ить противное, т.€. а-Гп
Пl2 * i on^ какоr-r-либо точки .1р\ Q, ,о из того, что l?- обласtь специ-

ального липцицева типа и Л- оr*рпrrй выпуклый конус, следовало бч, что

tе {?
Поскольку SuРр|СР , а для каl.(дого Фиксированного а\!Р neoe""."-

ние з- Гп{?- Ф , то и носитель векторного, поля tSOl Sчррlиl с Е
отспда, из (52) " Lrz] слелует, что tr(x) еV,/j@;RП ) и инеет неСТО

оценка (8) с Toir же, что и в неравенстве (52), постоянноli t ПеУrсrвитель-

но, посколь*у StlPP ltll С Е " Q - сбласть специального липцицева типа,

то для дохазательства принамежности векторного поля (50) пространству Собо-

n""" Йf U?;Ro) оо.r"rо"но установить, что npn /<р<оо справедливо

Йо|П -Yr@Wlr, (Ro;Ro1:0, l (5з)

rаефп(с) - сrrезапцая Функция из [r7](6ез ограничения оtiцности Hol(Ho считать

"rо &ласr, Q не содерх(ит ,"о" {r: l4l< 3J).
Лля доказательства (5З) нужно воспользоваться оценкан" [t7_] и теи Фак-

To,.l, что,srrрр lЛlС F.
Такин образо..i, для бластей !) специального липruицева типа утверlше-

ние теоремu б доказано.
Пусть теперь . n

t?-!J Q;,
Lzt

rде ка).(дая из областей {). - лпбо не огDаничена и специального липO!ицева ти-

па, либо ограничена и удовлетворяет условио конуса.

Предполоlкии сначала , что )f :2 . Возможнн два варианта: либо q " 
q-

области специального липшJицева типа, либо одна из этих областей (напринер,

{)| ) ограничена и удовлетворяет условиlо конуса, а другая - не огrrаничена и

специального липlлицева типа В последнеr,r случае no"o"r""'" //r) . "rд.ftg\-: l,@l+ |,@l
3l,

точно так х(е, как это было сделано при лока.эательстве тео-



реин q, и приненин х бластч Q, Teoper.y l, а к области 4 - оa доказан,

ное нв Q, утэерхдение теоDенч 6, откуда будет следовать справедтrвость

утвер*деr"" Teoperiu б для облас:;и P=Q.UQ". В nepBolr случае (t.e.^Q, 
"

Q- спеч"ального липшицева r"п") пр"д"r..i, fl4 в эияеflа)-flrО+
+ f,r[cl, ,а.

tln) - /rtd -fla), сеQ,,

0, сеQr,Qr,

f k), оr 4- Q,,

0, cet4.

Поскольку чп обласtей t), " q утверхдение Teopeнu б ухе дока3ано, то

закrtloчаенi что утверl|(дение теоренч б справедливо такхе и для областr Р -
=ЧUQr. Такин образох, прп |,/-2 тео]rена б доказана. Пр" ,{)J докаsэ-
тельство проводится по индукции.

Теорена б доказана.

lгl

Следствие 5. В twОrtм@нllязс lleope!ц б Ом лtбоti{tаlС/рР)сучрсrп-

Baatt eйlHotBelкoe раде,luе t[с)rЙ}rа, fta) эамlч (1), (2) паrсое, чlр

ltf tа, к")
-Cf,

еOе С, - tюоtаянrrая, опреOелеше Koюpol7 фlto fuно в ateOcTtBtM 1. lTptl эttw,l

!чна7нur7 оперпор

d*,in;@;R)/0' (р) + LpQ)

явмаnв 2 Ф,еdФйl.эlоtl fawop-rtpoatpHctna

,ili ta, R^ ) /i; u2 ) - .цр(Q) ,

при болэе схльн}.х трабоэаниях к области Я о*аэчэается спраэедlrвой

слсд}frltя
Теорсна l;Ifucпto неоевшченtlм флааьР+RОrп)2 , laаll fulпо преф.

аlавлешI в оuOе конечнd сlюц саaацаJль,цв !а.ллtла|евm обмаtей u оерtмченнах
фtаавй, уОовлавормtlls р,оноlllrрнdц усllфлло KoHadl l.р.ф, t>l - целое

--о|РrО+Ф) , Тоеф на7Оаrcя поа|оян,tая.С>0 , зсlвllсяlря пtмDко att п. l
р , С ч О , пtlrая, ttttto Ом !l,фойf tЛeWi tal саilрспtsаqп рlд2ше

Оgеf!!@:Rr) мМ.r, (t), (2), уёоцqrворmцве ,.ервеныву

lul 
ftlr'{а;п") ' ' 

|f 
' 
fr:,o, ,

Докаgательgтaо TGopGнu 7 почти HG отлич!Gтс, от докa!отGлlcтэa теоgенr 6.
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ý Ц. Потенциальнuе BeKTopHue поля в пространств 
"Wr'@;R^)

В этоr.r параграФе, опираясь на ух(е полученнше результатч, нь. дадин ответ

на вопрос о то.4, когда обобценная Функция р€о'(t?), уАовлетворяlо|цая усло-

вио (4), является обuчной функцией из Lp62). Покажем сначала, что такая

Р всеrда будет Функциеir из Lo.6(Q| . Действительно, пусть Р , п9оиэ-

вольная область в R" , " 9еЬ'62) и удовлетворяет условип (4). llля про,

извольнuх ф(с)е.О@) расснотрин Функционал

<р,дУ> -- <зl,алd,9, gъаdсУ >.

Из усrювия (4) слелует, что найдетr" q>0, завrсяlцая только от Пrр,9rР,
такаR, что

l.goo.d,9, хd у, l = 
6, l gaod r' r;, E2 ; R" )

мя всех ф(ОlеО(а.
Такин образоlr,

|.р,л /> l. Co l yot 9l ,il;,(Q lRo) (54)

для всех фlrl е.О(а) . Продолпая tУ(о) "rn", на все RО , nonyu""" при

!.р- - (сн. fб , с.73])

|Ynod ф | 
fi;, (Q 

; Ro )-',"?. 
lа" у | rr,,r о 

1 
u

* с, ll orlbrwo) C,llPlrr,,o, ,

где постоянr"^ Сr)0 зависит только от Л и Р . Д тогда из (54) находин

l.p,A/>l < Ci ll {lrr,,n,.

0тспда и из теоренн Хана-Банаха (см., наприr.iер, IZZJ l , а Taкlxe из теорень.

рисса об обцеи виле виде линейного непрерчвного Функцюнаrв "аа Lv lQ) cneay,

ет сучествовеr"е i eL, U2) такой, что

<р,д!2:.F,Д{>
мя всех ф(пlсО(а) "Wlrra< С', , при этоr.t
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< 9 -7,Дф >- 0 (55)

для всех фСсlеO(tZ).
Из (55) следуёт (см., наприм"р, ГJ3 , c.2tt]}, "rо ,Р-/ 

^"n^"r"^ 
ве-

цественно энэr,lитич€ской Функцией g Q n, следовательrо, Р-Р€Lо6"G).
А так как F!LрU7) , то t|€Lp,b U?) , что и требовалось показать.

Таким образо..t, мя произвольной бласти {2 всякая Р€О'(Q), удовлет-
воряlощап условио (4), является функцией "э L",6 (!?) Но для произвольной

а такая .|) , вообще говоря,..tожет и не бuть Функцией "з Lr(l7) . При-

мера!lи таких областей могут слуl|(ить ограниченнuе области, для Koтopux в об-

ще.{ случае не инеет }recтa неравенство Пуанкаре, а такне неограниченнuе о6-

ласти с некоlrtпактныr4и границани, такие, как слой и цилиндр.

Прежде чеr,i с(Dор..rулировать основнь.е результатu, услови.iся обоэначать че-

о." ёr' В?) аннулятор подпростран.r." i}62)c'itf, Ш, К" ) , а через

$' tat- подпространство . Yl; 62 ; R;' ) :

C)l tal- {г: I eW;| (Q ;Ro ), tг-y,Ы9, f € Lp R)l.

3анетин, что из определения ё;' Ol (си., напримео, fZZ] )следует, что

ё;'Са) - занкнутое подпространство в Wr'{О, RП ) . подпространстэо

С:@ , вообще говоря, HolreT бчть ""."J*ryr"" . W)'ta iR" ) 0чееид-

"о, а;'@) с 6;' tQl . 0братное вкJlLчение инеет несто не для всякой

облаLtп Q , поё*оп"*у, во-первых, e;'rPl HolxeT бuть неэанкнутu..i, а во-

вторчх, заннкание G;l @) но}.(ет не Jo"n"o"r" " 0;'rQl . oстаlювинGя снача-

ла на случае, когда С;| @) - ё; el д иненно.Gпраэемива

Теорема 8. IЦапо {) - оер,нuченная tллч неоерrаtчеrlr!св Мrаапо в R!
П > 2 , аОовлапвоwtалRя ycJloBuro конаса ч u}lerlrtpя коtоаппrr ?вr]|лцу,

l.P - * . тоеfu е)' ral - ё'' (pl.

[окаэательство. Пусть Eita1- сильное занчкание C)'la\ в

W)' ra ; R" ) . занетин, "," ý;,(Q) -'(C;'roD, ,.". !;,{Q) л.лл-
ется аннуляторо..i подпрост|)анства е| tal . то;аЬ tcH. fZZJl (i;@t -
:E;'ta).. но, в силу ле^.н l и 8, !)rat=i;,(?), поэтоr.у E)'tl)-
=1$,1al)'^_; олr"* *т:. по_опоелеленио, d;,(Pt -i; tal , то закп0-

.ае", ,.то С; @) - C;'(l2).
3аr.r€тиr.r, ,rr" 0)'t{)) является областьр значений оператора gtad,:LrtQb

_W|'U!;R') . Из теореи l,Ц следует занкнутость облэсти значений оле-

ouoo"'d,uI , ф;,, @ ;Rо ) - Lp, (а) , что эквиэалентно (сн. ,напри-
нер, f22] ) заl*"уrости области'значений оператоDа gUd: L.UZ) *
*\nr' (t?;Ro) , т.€. Сr'tФ - E;'tпl .

Такиr,r образ"r, С: (а) - ё;' @) r что и требоэалось дока9ать.
lT



Следствие б . В преОполФ2нl)яz пеореI"й 8 dlu лtфоео гeW)'tt? ; RП)
пакоео, чпо<lliц)-0 оля всеr ц|dеi*(аl , найОапся,рtБеLrt?)
пакая, чmо ![:rаdР .

Следст вче 7 . В преОполФенLLях mеоре^щ 8 лtфал ,?eO'(l) ,уОовлаrпво-

ря|аl1&с условuо (4) , являеrпся фунlа,tuей uз Lо(Q), еслu tJ о?wнuцена, u су-
|цеФ,|вуеm постпоянная N пЕtкая, чпо фунlа4uя 9-с €Lр (r? ) , еслu t)
|le о?w.нuчена.

Следствия б и 7 очевиднчм обраэо..i вытекаDт из теорены 8.

Лля неограниченных областей с неко}rпактнылrи границаr.tи ситуаtlия усложня-

ется и начинает играть роль гео}rетрия области, а и}tенно справедлива

Teoperra ). Пуопо неоеwнuченная обtlасtпо Р t RО , п>- 2 , с Heqorq-

пакпной ернuцей преОстlпвш.а в вudе конецной сулл,и неоеинчченнdr спецчало-

нrях лufлдlцевах облас,пей u оецнuченнах обласпей, уdовлапворяацд условuю ко-

нуса, |<р<оо (Ом простпоrrм преОпомеаеrпся RorE #Фt.
G)' tal : ё;' talТоеOа 1tn поео чпобu

6" j;, il) - l), tal.
!оказательство

, .необrоOuл,ло u 0остlппоцно, чmо-

Так же, как и при доказательстве предндуцей теоре-

@)-

мы, нетрудно убедиться , "rо Е)' @ )-tio|, ta^l' . Из теореllы б следует

за..iкнутость области значёний оператора a.in ,rt|,(QrPo)*Lr(!J), "rо "*.",
валентно за}ttкнутости области значений 0; @) ' .rnup"rop" {4дd,зLоU) 

*
*Wr',Q;Ro) , ,.". с/ lл-^E;'rпl.

таким образ"^, G;|@)-(i;,'@)t ,, а, по onn"n n.,no, ё)'
-Lif,tal1', откуда и слелует утверждение Teoper.ru.

Теореиа . локазана.

Следствие 8. В преёrlоttmнчяз пеореJ|й 9 Оttя всякоео lгеW)'{аiПО)
пакоео, wао (оrц> - 0 Ota Bcer цlФеi-ql , наtiОепtся ,2еZrrГZi Iа,кая,

uro ц-ул.d, р , mоеОа ч па/ько поеОа,. коеаа Х/,, (t?) - g;, (!?).

Это вчтекает непосредственно из теоренч t.
Следствие 9, В преОпаttФ|Енuя,r mеореJ|й 9 Оля всякоео 9 еО'(Р) , уОоа-

лепворяаlрео условuю Иl , наi!апся_1оапоянная С |ш,tм, 
",rю 

cp-Celr6?),
mоеОа ч паJlDко поеоа, "оrм i/, ({? ) - li, rЛl.

flоказательство. Если область 12 односвязна, то из Teoper.iн двойст-
венности fle рама Г2Ц следует, что 0;'rOl- |r э г U W;' (з? ; Ro1 ,

фрd9, yco'(i2)J , ""п"я.r"п" "Jro, утверждение следствия 9 для одно-

связных областей вuтекает непосредственно из теоремы t.
Пусть тепер" !2 - произвольная область, удовлетворяхtцtая требованияl.t

,"ор"""' !. Нетрудно убедиться, что найдется последовательность. Р"!i., "r-
раниченных областей, удовлетвоDяпцих условиD конуса, таких, чtоРлС С t?
иf2^СС !2a_, on^ всех Ho}repob rп>/ , причем для лпбого коr,rпакта К СQ
существует такой Hor.rep /V , .,то ,( a Qrа лля всех номеров пZ>_ /
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Пусть л- какое-либо векторное поле из

lГп векторного поля lГ "" {?, и}tеет место

<Гпrll) : 0, fП-f,Z,... t

для всех ц@)е i* (l2, ) По"rо"r, в силу следствия 6, для лобоrо tп
найдется Функция рr(r)ёLr{Q^ ) такая, чtо[гл-Nl\d !, . 4 . так

как O^CaQ.r, при лtобых п>-l, то последовательност" |P_@lT.,
может бuть вшбрана такиtl образоr.l, что 9_Ь) -Р.*, (а) " l), яп^ всех

П>. l
ПослеАовательность функций l7^ral!i_, "" i*(Q) вьберем так, чтобч

[rЬ) -| в Q, " sцрр!п. Frr, при m>/- введеr.t теперь последовательность функций |Фrtxlli-, , ПОЛО}ilИВ fлtz)=
-fu(Il{rH(c) аля ьсех rп> / . 0чевидно, !rе) е Lr(Q) " {.(с) -
=Фr*r(с) в Q' мя лбвх rnB / Поэто.lу числовая последовательность a/..9'
сходится для лобой Р(о)еаQ). А тогда (сl.ьнапринео, fZзf)существует

обобчlенная Функция ф еO'(Q) такая, *".Щ<Фr,9)-<фrР) Аля всех

р@)€П(а\ откуда сразу же слеАует , "r" У:gааd,/^,u>=<УudЦu>
для всех векторных полеП Ц(g,) е0 (Q;RО) При этом, 8 силу построения,

[=04лd! 
" 
!2 . таким образом, 0;'alc|c: tеW"'({2;\О), г-

-tаd!,r/r{'Пl,Поскольку обратное вклочение очевидно, ,о ё)'Р) -
=У,urЧf W;RО ), [-ruдd У,с/еД'В)j. А,тогда из теоренн ! BuTeKaei

ё;'rаl Тогда лля сух(ения

справедливость следствия t
Слёдствие 9 доказано.
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