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!l,АдчА дирихлЕ дrlя 0пЕрАтOрА лАплдсА

в0 внЕцнOсти тOнкOг0 тЕлА врцЕния

il. В.Федорок ( Носкза )

В веде ние

Расснотрин з f;J бе"еИ.r"о {Jg}rerO , гладк,.х занкнутuх по.ерхнос-
тсй врацения, диФФёоr.iорФrrчх.:66g9g. Пусть S. ** ""rrр" & при

\.О" , ýо п9п|+Qстягиэается * orfi"*, r:N-O,И:t (bq,z
цилиндричеGкие координатч) .

Постэвин задачу Дирr,rхле :

Дц (о)-0,оеDё; ц[с)-|Iл),сеSа; u(о)-0, а-(q,с2,1r), (о.1)

где Du- ."ы"о"r. Дa . Поверхносr" ,5, при С '0л: Ф),нкция f ral
(в окрестносtпtl rпо пр€дполопенир, принадлеr€т rJрссу L' . Трсбустся иссле-

довать асинптотику рещени, задачи (0.t) пои Е*0 .

В теории тонкоrо пDоФиля раGснатриваетGя !адача об обтекании раaнФ.е9lflн
потокон невязкой неGшинэеной пидкости тонкого тела aрацGния (Ь3) ,ли тонко-

го цилинд]rа (п-2) . Пои это, ,а ýu ставится услоеие Нейнана для потенчиaл.

скорости П-З_I . П9ч J1-! задача для условий t|ирихле и Нсйнана и для рtхrо-
нерно эллиптических диФФеренциальнцх 969рбторов эторого порядка.полностьо ис-

слеАо.ана в LrrJ . Ilоп п-3 в работах по гидро- и а9ронехан"*" fr-з_l построен

глазнчй член асинптотики рqrения, но строгие r€тснэтические реgулDтатьa, по-

эидино..rуrотсутстaуDт. Дналоrичrulе 9адачи эо9никаDт a электродин!хrкG (сн.ý2).

3адача llирихле ока9чзается сtщестaенно более слохной, чен задача Нейнанr.

Уточнин вид сенейст* {ýr} . В [1-3]t оно задается урээнQнriGн

ф- EF G), |z|< t, (о.2)

где f - глад*аr Ф),нкци, no" Zf *, l, F Еh - О и н€ кончах тGл.

(|-0, z-!C ) радrус, кри.и!l.u ненулGвче. lly sадедlrr сGнGйст.о тонкхх тQл

ин!че - . друrих кооrrдин.т!х (€,7r 9) , которнс ан.л(}гхчlt rrTrHyTrr чDс-

Dоид!ль..|gl координатан fSJ . Уеаз"ение такого сGнGйстaэ lrHGGT ..iд

(0.з)

l lз
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где /- rп"я*"" 6r"*u"^,f ,0 . Если Еr2rФ - сФероидальнь.е координа-

," "'f (yrL) = сtl+t , то уравнение (0.,i) задает се}rейство соФокуснчх

сФероидов, которuе прч [+Q стягиваотся к отрезку ..:Г .

С точки зрения гидро}rеханики оба способа эадания сенейства тонких тел

вращения адекватнu, но вариант (0.3) ииеет определеннче преииуцества перед

варианто}l (О.2) , что будет показано в ý i,Z.
€chh кDа-евоё усiпоёиё не зависит от L i ft: l k) , то главнчй член

асимптотики ицется, как и в Г1-3], в виде потенциала простого слоя, сосре-

ДОТоченного на отреэке,f :

] Ё,фdt
uo(o) -

В ýl исслеяована асинптотика UоИ). прп |+0 и получено интеrральное

уравнение мя неиэвестной плотносr" 9(t, Fr) . При этоr.,r в случае(о.2)

Uo@) ,обязательно 
ииеет особенности на Kpo.lкax тела в точках 

"-0, n
7 : * f,, и возникает слоl|(ная задача об их "ликвидации". Длr этого D"
заненяется 

" tl-З] вблизи кро!iки параболоидо}r вращения Пrr" """п"дуется
асинптотика речrения задачи типа (0. t| вне Пе . 

v

Для сенейства (О.3) особенности аоrc) ' n"*", "rvrn, ý, , что су-

щественно упроцает задачу. В ý2 показано, что этот }rетод пригоден и для ,за-

дачи Неймана. Kporre того, этим rxe нетодон ножно получить аси}tптотику задач

l|ирихле и Нейнана для уравнения Гельнгольца.

0сновнче результатu этой работч бuли доложенш aвTopol.l на сенинаре

С . Л. Соболева .

Автор благодарит В.П.йясникова за полезнче дискуссии.

ýl. Асшlптотика потенциала простого слоя,

сосредоточенного на отрезке

главный член асинптотики.
Введеr.r координатч €rIrР , сэяэаrнýе с цилиндрическими координатани

с

)

соотноO!ениями

'l,,- d €'- t) (r1') ф t{, t), z-d€ ? { ({, |),(
(1.1)

гае l<€ <фr-l *t-al . Пе"ф-{ -l эtо вчтянутче сФерои-

дальные координатu. Координатч вводятся в r.rалой окрестности V отреэка

rtqr=0llzl<d ; возьнснV """д"l*€--f+d ,rо"d>0 нало.

Координатнче поверхносr, r- €о, 2=?о, 9 - Рр предполагаlотся беско-
нечногладки}iипри {o>/rl2ol--t ; при {г| чпоп|о-+t,_ они

вr.ро*даотся в отрезок .Г r-J nonyo", |t=0, "rdl, lZ=O r-z --d\
соответственно. Без ограничения общности'"о,trо считать , "то Ч(/.|)= / ,

В дальнейще" nono*"" d=/ h Ёведен условие

l ll.



t.l. Вналыхокрестностях f,/.g точек {-|rZ-ll внполнfiетсп

фG,Z)-Ц({,7)=l.
Это означает, что в областях (/* *оордпrаты {r2rР сФероuаальные. 0к-

o".r"o.rn f[ возьней в виде l<€:/+ d, ly Т ti-- l ,

Рассмотриr.r потенциал/простого слоя, сосредоточеннчй ,а отрез*е 1 :

J(t)
п (r)(r,7) : \

-|
dt, R: (t-r) t2, (1.2)

(1.з)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

R

лемма |.1. Еслч lIl)eCI Ft,t)

П tll( \, 2) 
: {К v)Q) + J (7)

ЗОесо К- urr"rр"rонuй опещпор:

,по

\ч-|
+н.

(Кl)(g) - dt,

u 1tu осlttалttочноео цlена справеOлuва а,рнка

lHl< F1,1'ttlI с,
Доказательсrво. Из(1.2)-(l .4) иr.rеем

,:\'#|,_*|ш,
,о.Rо:|t-[ l , такчто 

t

)H|..co,J,Co- xl'thnc , J=--\ lf -4dt:
:|(i+f r|)- 2{t71-2,

|:R- Q-r)k(t-z+K).
По" (q,2) eUr в сиrlу условия |.l имеем

R U) - {- 7 , R рЛ: {+ l , R'(!): ({_|) 
^

, ({+ l-z 2'), / -z + R(t): 1Y+t)(|-2),

-|-z + R Fl) - (r- lU-r), Z- z+RQ)=

= ,/€-t (-t,l r ч *

ilttl- ltrl_} lt-2l

Поэтому

{+l- 27' )

ll5



R (t)+ Rrt,l- 2: 2 (r- l, R { 2) = 0 ('/Т),
{"(l-r+ RИ) + k Ft-z*R Ft))-

- zlo (е- u +R {gl : - lfu[t r*О U+2'1'J +

+эkL, Ъ:7,Г-t + Y+1-2

из неравенсr"" ffi fzuЪ<t (. [J+ )"п"ду"r, "rо hЪ-OtktS-Л)
ппи ý-+/. Так как все логариФнu у..lножаотся "" ý- l klc.(!.6) ), To(t.5) до-
казано.

пvcTb 2.[-l+ t, t-t) . Тогда

R'-R:: (y-z)(z{.-t -z)+ z'.
Таккак {(+y)=t ,то

|-u : IF-\+ ý (у (€,ф- t)] : 0 (€-t),
и потону R'-R::0 tq,-t> . Ииеем

Ес
Т+ (#t)(l-r') .6tP1.€-l

=

Ленна |,2. Пуспо условuе 1.1 вапutнено. Тоеёа

\L:-blr-l)+ a(r,2), 1t,8)
_) u

еОе.фунtсl4lя @ бесlсонечно dlфepeHtцpaena в оаrаош V
f,оказательство. ИЙееrr

, l l) (|-€yZl/+RuD(l+{|{+ в (=D)

(€+il(1-2') ф'
В области [I1 ,".." йз (1.7) а(У,il:tоrcU). B.,on".r"V=V-(U*uU_)
8наiltfiате_ль в Фор.lуле дпя Ф - строго полоilительная Функция jn"""a С- . В

облаети V ииеен У- ъ16о10 , ,а* "то_ff(l|о4,t-|2Y>4rО ,
и потону Функция lnCt-q2V+R..tl], принадле,хит-**""i Д-(Vl . Аналогично

исследуется оставtцийся лоrариФ..i.

llб



It

(Кр.ф)-Ф,к/):l I
у(ilфq -{@ф

lt- 2l
dt dZ

-1-1

Если в последнеfi интеграле a"""r"r" f "" t, а 7 "а 
l., то получитс,

тот rе интеграл, унноlкеннчй "е-|, 
поэтону интеграл равен нуло. Далсе,

T@@th -rtvl)
R,р,,l): ii,r -l

-ii
-l-|

l

l
-,

lt-2l
Tttltpw - 9d,)

dld2 -

dt/? ,
lt-gl

так что

(Kp,y|:-:1\lltll:qtrlt' йd7 < 0.' -t -, lt-gl
Нетрудно такхе проверить, что оператор ( отобранает проGтранGтво

С* (-l,tl в себа и Gохраняст четность Функции. Его основное cBorlcTBo опи-
cUBaeT

Teoper.ra |.1 , собапвеннае фyHtа4lll onepмp, К - пмu"q,а ЛеmнОр,

Роlф t L-Q,I.,Z,.., , а еео cfle,olФ tll,eaп alO

Lо-0; Lп--T(l+t*,,.r I), a-f,Ze. . - (1.9)

В часrпноаап, otp.BefunlBa Форqам

Qdl - Роt2)
dt:-3Pot2l

п.
зlZ-l ,
ыklt- gl

(1.10)

(1.11)

а сфавеннuе энсrчешл -"р-р К р,вна

fuо--еС-2ф(п+t), п)l,
еОе f, - посrпаянная Эfuер, ф есrпь паl-фунlсtplя.

|]оказательство. Если t(2)- "осrо^нная, 
то (Кl)(l)= О

lQ): ао2П +а, |О' * . . .* do , где п >-/ , ао+0,
Тогда

Пусть

l|7
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ШllQ) , Loao у" + Qo-, {2), (1.12)

'а"апr(2) 
, полп"оr.t степени не вь.lце чеiп-l . Следовательно, ,"о*""r"о lo

полино}rов степени не вчше П- пнаарпантное подпространство оператора (
при лобом rL , Счпенuе Ко on"p"rop" ( на пространство Lo- с"лл"rричес-
кий оператор, поэтоl,tу его собственнче Функции ортогональны. В силу (1.12)

оператор Кra иr.rеет собственнуо Функциlо (которая есть полиноr.l степени D l с

собственнчн значениеr.r Х",о . Из ортогональности этих полиномов следует, что

они пропорциональны полиноl,tан Лежандра.

Форнулу (l.t0) иolrHo доказать непосредстаенно, используя рекуррентное

соотношение мя полинонов.Лежандра и принер 25 uзЕ5, c.tý&J.
Следствие . Оперлор К лфно раарLопD Оо cal"ocoftpffiHloeo 

" 
Z2H,/)

u преOоtпыло еео в BuOe uHпeq,p.tlb*oeo оперпор. с сu,млаллрllцнUl яарФl:
t

(Kv)t7l -\,?, ъоlч)Р"til,lttllt. (1.1з)

-1 '

Так как Lп--2["п (п-*о) , то оператор ( 
'.еограничен 

в

L"Ft,t).
3. Исследование оставlлихся членов разло)fiен1,1я потенциала (2.3).

Леr.,rна 1.Ц. пуапо r!)eC* (-1,1) . ТоеОа ttptl лtбо.t целu lп}0
otp. в eata в о пр е 0 аtавл е Hu е

П tlltgl - -v(?) tn tls-t) + (К v)Q) +

+ ФG, 7) 
l (ч)+ (r- л а. (r, ф +

+ (r-l) lпtс-0 6,({,2)+ 0 (t|-0') t.l.,l.l

в обltааtu -|= !,<l,l <€< l+i , еОе an,l*eC* rplr glrсазсlннп: {,r
Разлшнuе Q.l7t цMнo l/(m) wз йлференцuровалD no{,| , еОе lfttп>*оо
lтрu ПL+oo.

Доказа тельство. Введем обоgначения:

i!
}'

Ё
i=0

l)m

'i| t?) i(t -il Rо: (t -|,I

вчбереr.r /|| достаточно больtлин и представиfi потенциал П tl) в виде

П шl(Ч,l):
R

t,
l

\
-l

l,п

V,

dt.
I

, --!+ (1.15)

по Форнчле Тей.пора инеен

lt RR(
2 I0

ll8
Т-617,

ll
_ý
-Z!
j=0 R:i'

*F*



2J1-3

, гАе

кая Функция, так что

,(l)-,,п n
dt

R

0ценка остаточного члена следует из оценки для F,l и из тоrо, что

- ограниченная Функция при m>-2N+3, t|алее,

R
lt

* с, (к'- R:)П-' ц

['* ) 
K,r' i |ff g, о, + 0 цу_ 1,1il*l 1.

\Ч-Ёfу
t

J* 
dt:B

I

u,-!ft-7li(; i)

в леrtме 1.2 показано, что R"-R;-(€-r)9tt,S,7) !- rлаR

l

\
-t

:.>
r0

-|'

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(rt rll - l^) Ri'il-'

iч"dt+ l) t7l+ltp

где dt.

для интеграп"" 
}.

справедлива рекуррентная оормула f6]

|i :'ryV,,-YV ;itr* lt' t ru,f,|

ij - t-trH-rli

(2i-l'1

l

где j

верждение ле}tмu.

Из доказательства лемнu l.Ц вчтекает

Vi-
(z-?)

П,ее, {i=(rit (|l?) , ,о" 3ieC*. Из соотношения (1.18) и

явного вида интеграла vo следует, что

V, : (r-l)E, (r, r)* h(r-/) Fi (1,7il ,

'де{ rРlеС- . Из этоrо соотно|ления и иэ (l.|5) . (|.t7) следует ут_

l19



Следствие 1;1 . Фунп,цu ап , l,n преОапвtлла в вuОе

а*: A^l , l^:B^l ,

еОе А*,В* - ллнейнае uшеероduфференцuаllонае оперпоw, опобршаlце
7Фос7rrwнапво C-(-t,t) в себя.

3аметим, что разложение (1.1l) состоит из двух частей: регулярной по

ý-| (т.е. не содерrкащей ln tt-tl )и сингулярной. Регулярная часть вuра-

).(ается через интегралы от Функции rQ) " ее производных. Сингулярная часть -
только через значения 9ункчии f(f) и ее производных, т.е. ийеет вид

rlrп|

tлtч-t) 
^ fi с, (Е, r1 lY' t7),

где С. не зависят от Функции ,) Такая структура разложения типична дляlинтеiралов, которые зависят о? llалого параметра J. и расходятся прч g= Q

(см., наприм"р, f7 , гл.l, ýr'] ).

ý2. Дсимптотиха решения задачи l|ирихле

|. 0сновное интегральное уравнение.

Рассиотрин семейство гладких тел враlцени" lJr}
par.ieтpa t>0 " стягивается * оrр"з*уlГ: Z=0,\zt<d
кое семейство задается уравнение}t ф@'rz,L)- 0

, которое зависит от па-

np" 0*0. Всякое та.

, ,д. фе С*.

. Для это-

-/ (т.е. на

Иrrее" ( Ч|, ,+i) * (0,0l npn 0* 0 ; }rожно считать также, что

ф)" + "0 
пр" .I,:0 , о { 0 (это случай обцеrэ полоlкения) .Введен оче-

"rfi"o" условие фi a О при $-Q , (r,,Z) < r и запишем уравнение се-

нейства в вчтянутых сФероидальных координатах

ф р',d€ !, t,) - 0, (2,1)

злесь 72:6|" (€'- |)(/ - Z') , перененнuе лежат в области

V,l= ý_< /+ 0r, |Zl*l, 04 t,<0g,

rде|п)0, Йr 0 малы. По условио, прп 0:0 уравнение (2.t) определя-

"r oio""o* l, r- l,lyl< l, поэтоr.rу Ф(О,d7,0) = 0 . oTcDAa

ф пidrr,il-ф (N',d{ r ,е) - фр',dF, е) :

: (€"- t)(t-2" ).с + ( €- |) tp * ёl ,

,a"d,P,l ес- (V), ц{о, l +0, <(t,t) pU,])> 0 .

Исследуеr.r .rру*rуеу {ýr} вблизи концевой точки ý= !, 2= |

rо потребуеrr, чтобц радиус кривиэнu поверхности )с np" !
r20



правоr.i носике тела) был отличен от нуля. Поскольку ф', 10 non l,-0 , то

это условие эквивалентно следуоще.,ir,ф"'#.g "" S 5 
'nrn 

1r- g , или

фitо,d,о) { О . поэтоr.rу р+0 "^ У урайе"rе (2.1) иоlкно записать

((-l)(l-y+F)-ф,
,o"i,i е с* и отличнч о, ""n" " У, F 0,1) >0.

ПЬ теореме о неявной Функции, получаем, что уравнение сеr.rейств" tJ, }
поч (Hl, gц ! записшвается в виде

ý -/ + of (l, ф, l2.2,

,о. {

в виде

2. 1 . Сеr.rейство

введеннuх в ýl. При

- гладкая строго положительная Функция. Введем условие

[ýr} ""о""тся 
уравнением (2.2) в коорАиt|атах €,f,9 ,

i2i* l,0 < О <О0 Функция f't* и строго поло-

жительна.

Рассl.tотрим случай, когда краевое условие не эависит о, сrt , т.е.

дu-0 | ceDe . цlsе- l rz). (2.з)

Учитывая (2.2) , ,,io){Ho записать краевое условие в виде

ulr r: h (2, с,) ,

Будеr.r искать асиr.rптотику решения задачи (2.3) в виде потенциала (1.2) с

неизвестной плотностьD J о16р"""вая остаточнцй член в Фор,.iуле (1.3) и

учитывая леиrtу(1.2)и соотношение (2.2l, получаеr.t для 9 интегральное урав-
нение

((у)Ч) -rФ{fuо + d(r,u)l(|- l(r,"), Q.4)

где'НЕ lq,е)--["|(g,ъ)+а(t+сfrч,il,7). (2.5)

уравнения (2.q). Пчсть {r|rР- сбероrдальные координаты, а поверхносrп Se -
сФероиды {: /+ р . Тогда уравнение (2.q) прицg1 .r^

$l)(y) - r(D l"# - /,, (2,е) .

Разлоlкиl,t qункцио {. в ряд по полинонаltt Лехандра:

h(2,е): z
п-0

iotol1 trl.

2. Принер.
Покажем на простейшеai приr.rере трудности, возникаlоlцие при исследовании

( 2.6)

Тогда, в силу теоре.{ч 1.1, Форнально получин

|2l



Ро (у).
с,о

П=0

/zoIe)

Lo-k0 + lп(z+е)

Так как Ъо--еhп (п*ооl , то приР**0зrа"е*атели в (2.7)

будут обраrцаться в нуль при |ou п-' и уравнение неразрешиио при r.rалчх 9
для того чтобч построить аси..rптотику решения задачи (2.3)с точностьlо,

например, оо 0 @") ,<>0 , достаточно с такой же точностьо удовлетворить

Kpaeвolty условио "" ýа , Так как Функчия ПO)rоо"п.творяет """ ý" ,р""-
ненио Лапласа ч fl- 0 

- ," бесконечности. Поэтоr.rу интегральное уравнение
(2. lr) д9976точно рещить приближенно.

Так как hеС*, то коэФФициенты /zok)W"""loт с ростон 4 бuстрее лrо-

бойстепени4,т.€.

|/""tell=r^(n+t):^ (0<о-,ео), (2-s)

где rTL MolKeT бчть вьбрано лобчм. Поэтоr,tу "обрежем" спектр Функции l, , а

ИНеННО 3аМенин ее qункцией 
n

hлt Ч,ф -?о Ро t2)

/L1 .r".rо

llъl7,t)-hu t7,с,)l4 c"r,Я,И*,Г'-'* ,lnr, чЧ

v (х)

Следовательно, Функция

ho(c)

(2.7)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

и решиr.t уравнение (2.6) с правой частьо t . Полоlltиl.t

N:
ц
2 0<t<l.

Тогда r.rодули всех знаr.rенателей в (2.7t будут больlце чем Q, l ke l . где

а>0 и не зависит от |,П , ,

]ь

l
tu(|:Vo

hole)
1чl

ъо- hb +tп(z+е)

удовлетворяет уравненир (2.6) с точностьо оо |Ьil) при лобоп /l|
|у!:М(N)велико.

Этот'же }rетод пригоден и для уравнения (2.q).
з. Главнчй член аси}lптотики .

Пусть /, - on"p"rop Лежандра:

, если



1,1 - (pl')', p:/-t',
0бозначин 

"ерез |U1,1Ul, норнч в пространств",л L"1l,t) , С H,l) со ,

ответственно и введем г"йбертово пространство Нa IL ) с норr.rой

lvli-lul'+ sLll' +. . . + lL*vl'.
всл" ll(l) - гладкая Функция, то она разлагается в ряд по полинона,.{ Лежандра:

Полиномы

lo Fо tt)

rvli f, ['- hи+t))' + (п (a+tt)a+.. . + (о ro+ tD\

t]

--_! pllldt - iJ ( ррО 1' l'dt.

ео

чrll-Я
п=0

) "ормированч 
так, что

I
tр

п

Тогда для fiI'l;

! 
-о

l Ро' ttldt - t. (2.12)

v; (2.13)

получаен вчражение

Лемма 2.1. Пуапо lth ' 
[* (-l,t ) . Тоеfu опеwпор В уинфa,ал

на фуttlар lH) оr*rччен ш Нпш) 
" 
H.(L) пw .фa,l lп

t|оказательство . llрч 771- Q ограниченно.rrlВ | о"""rдr". llуэтьm-/ .

Для гладких Функций J 
""ее":

Lбl) : чLt + {tl + 2pl'tl',

WLI +lLl lo * rlrш,,

и остается оценить норну Функц""Рl'{ . Покажен, что

lрl'lо< с lrl,. (2.14)

}iнтегрируя по частяr.i, получаеи

l22

t

},
t' dt :- l u (r'u ')' dt _

-|

Последний интеграл не превосход", С li l; ., а предпослеАний - величинч

С Ш9l; в силу неравенства lЦЬарца. ТЙ car.t" неравенство (2.t4) дgхбg;q.
Доканен леш.у прч п-2 . }irlecн

l23



L'(t,ll : ll'l + ll'l + zlv,Ll +

+ 2p!t(Lil'+ apll'Ul)'+ ррl'/f'+

+ lpt" Ltl + epl'l {pf').

В силу (2.t4) в оценке нух(дается лишь последнее слагаеное. Iнеем

pL prl') - рр'/ ) + р" (Lri',

и из (2.1|) вчтекает ограниченность оп"р"rор".Д в пространсr". Нr(/)
Аналогично доказь.вается его ограничеiность пр" rTz > 2 .

Фиксируем пространств"Н^(L ) и ввёден проекционнчй оператор

,', Я |. F",r, *#,Уо D" t2),

которь.й конl.lутирует 
" 

on"p"rop* К . 3аменин уравнение (2.1l) ураэнениел

Ktn -!лt.ппt + P'r d tr) - Ъх , (2.15)

ilo (el F" tgl.

Число lrl вчбереr.r в соотэетствии с (2.t0).

Ленма 2.2. Еслl 0.L< 0о u0} а ilоаtwtочно r,oJlo, ллю ylpBleчue
( 2.15 lшлеап еdlнапвенное рапrенuе, 0м капоrюео о@веёлалФl а/рнrФ

lin l_ < с; lkьГ! (2.16)

сДоказательство. Пусть f=P'f . Тогда

,l
где lr- Р
т. е.

ttI,

где С не зависит оt ё . Ис (2.13) следует, что

(к-ilпчf|-Дr"4,r,, r,: h, .
||l

В силу ..,Оора rV и асинптоти *" Х,о - - 2 tп п (п*оо)

lf l * с |fоllhъ|-', 0 <п- N,

lt

ur -o]

l2tl

l (к -r hb|' { |^ = c.l[nrl-'il l l *.

ицеен



0ператор,уннопения на Функцио

< l , поэтоl.,lу ураэнение (2.15) прининает вид|pn l,

гАе

l ограничен , H*(L)

nnq)+ (i u" )t2l - (K-thо)-'l*

ll4rl, ll_ -= с l hоl-'П 
',, 

[й .

}at

9 силу ленн l .2 u 2,1 ,

(2.17)

0тсода следует (2.16).

Теорена 2.1. Пчапо !, (2) - оu*ruе уравненчл Q.15) ч

l

4о(с) - \,I
ТоеОа вф в обмсtп,l О, спц.вейuм аlенrса

lч@l-tLo(Dl < а tб, (2.1s)

еОе ц(с) - р*.ruе зафчu Q.ll.
Доказательство. Функция ЦоId удовлетворяет ураанениопЛапласа в 2,

"Цоlе) - 0 . ttокажем, что оценка (2.18) вчполняется "" 0t ; тогда по

принципу максиl.tУма она будет вшполнена gсоду э Do
В силу леим l .l u 2.2,,"""" ," ý, ,

П (n,,)l| : (hu- l) + бll - pn (lnrl\+ Б н,

ld l -. , 
ffit 

|l'п qll. (2.19)

Дr" о"""о"r" Ц|-lЪ справеАлива оценка (2.1t). Пз ленlrч 2.2 и определения

норнч (2.13) следует, что

l(ril)/}|--cl lno|-'(t*onf'. (2.2о)

Так как,в силу леммч 2. ',||tltl, = a l i/y l, , то оценки вида (2.20)

справедливч для коэtDФициентов 16 lr )о.
Полинонч F^ d1 , норilироэаннче услоэияiи (2.t2), свяэаlt с полино.iайи

Лепаrrдра_4 tf) 
', 

,ор""рованl.нr.и условие}i PoU)-/, cooTHoorc""n Fоd) -
-r/п*t Pl" tb . Пспользуя нераве"ства Г8] :

lPotll ls l, l Pi ttll = } о (о + t) (-l .t - l),

получаен, что если

l25



t (il-F_ Yn Fо tt),

то

ll/ ll

с

оО

п=0
-{

0}- qункция из (2.5| , и уравнение (2.Ц) сводится к бесконечной систе-

|f о l, llf ' | с - 7* 
п h+l) lГп+ t lf 

"| 
.,|4

ф/CS
-'|[nr|?*l @ <

l0rъъ|N --'/"

Выбирая m.-3 n f>0 в (2.10) достаточно }tалuн, получаен, что

-l
llП 0n) - l N cts")=.6ltnol (2.2l)

0ценка (2.18) доказана.
Из теоремы 2.1 можно получить более грубуD, логариФliическуо асимптотику

решения. Поставим в соответствие Функции 
'(/) 

-а rпРа ( ?) вектор

V- (uo ., il,. . .. ).
Тогда 

сэ
(й^: а {olt!.,

с

гАе

l,te

-(ho,...,hn ) и введем (N+Л *

ф
(ъ"-kйr" + >

ft-0
lоd п: l о'

ln , lп ""*rоо, 7у
( N+ t ) ^"атр"цу .6, - ;Р:,,;,

u),4
. Тогда

Поставим в соответствие Функцияl.i

уравнение (2.15) принет вид

(Дп* BN)TI: Т r,
,аa Bn - сиr..r.rtетрическая, " Дп - диагональная матрицu с эле}rента}rи

126

(hп)"^-Lп- k о



ln ъп,

шатрицч ![}, ltrrBn Л-;f'

ео

,loQ)^,?,ffilФ Ь*о).

Следовательно

Главнчй член разлопения равен

-, .-
+ Bnl, )(r,rп/:

(#)lnty| :

t

-П(t,t|-Кчr-f"\

l

({no)-' ;

(2.22l

(2.2зl

нохно разлоllить в рядч по степеня}i

нетрудно показать, что эти ряш асииптотические, и ,.ru получин разложение

hrt2l

Б
+0

Такоrо типа реэультать. иl.iеDтся в Физической литератуе. fЭ-lО] .

4. Вчсщие.приблихения.
Иs-доказательстэа Teoperru 2.t следует, ,,rо "" ý

,цо: П Qп) - ti, + ti, ,

и соответствен}к,

rде

Полохим

Тогда, в силу теореr.ý. 2.1, инеен

чор):#j{*-0(#)

с инеет несто

f;
dt
т

/: :0 (е^ ) " rп2@ MolreT бшть вчбрано сколь угодно большиr,r

В силу лешщ 1.4 и уравнения ( 2.11 инееr.r

fj-Бy,uQэ)+ Б hо ?r,t ( Z, L) + 0 р' ),

гдеПl2@ MolrcT бчть вчбрано сколь угодно больltlин, " ?dr 3* е С*.
Тен же способом, что и э теорене 2.|, rюхно построOiт6--гарнонические вне

Функции Цч,, Ц ,2 такие, что

"" ýо

|u,i ?jn| * сG, / /,2,

,

s,

Ut- цо+ б ц,,* Е hо u,, ,

lu-t1,1<c,olhel
|2?



наý , а стало бчть, и в области Р^ . Поэторив эту процедуру еце раз, по-оL
лучим Функцrо Ц2 TaKyD, что

|ч-цzl * сrо'/' |[nel".
Отсода следует, что мя лtобого m>0 fiоtrно построить Функцио (,l!, такую, чtо

lч (al - ц, (z)l < с* о^, а "2е.
(2.24l

5. Неосесиннетричнче краевuе условия
Расснотрин условие !ирихле

(2.25l

,а" /, е С* . области ! , укаЕанной в ýt Разлохин Ъ . о^о Тейлора по

степенян

иls,- h (a,y,z),

n -Fn,"'yj hi k), l,{rl=fifre"| 
Фj h Р,о,r1. (z.26l

ладкой доказuэается

Ленна 2.r. В оаmqч V оlрвеfuuво

J -r-, j, 7: dot н., /l- 0 G-t) + о U-I' ),
zOе нес-N),i+ о.

Ленма 2.\. ПуальlеС-(-|,t) , Тоzфвамсtпl\f tplMall
m>l о@,веfuтuво ttреOаавленuе

из (2.2) следует, чтоf,: O(б), !-0(Й) "" ýо r так что рiд
(Z.Zb) - асинптотический прп О+а . Поэтону для того чтобч удоrлетворить

Kpae.oliy условиlо (2.25) с точностьо оо 0(С'/'), доGтаточно э сунне из
(Z.Zb) оставить только слагаеrле с 

"оrrерал" 
i,j такrни, "rо i*/o m-/ .

ltt ограничинся случаеи i-l, j:0 , т.€. рассютрr}i краевое услоэие

,, ls, л l, k) , l, [z) -# 
'о 

,0, z). Q.27t

главнчй член асинптотики буден искать в эиде прооrrэодrrой потенциала простого

слоА !JLO(э) - 0/а"П ]U1 с неизвестной плотностьо J . пусть J - r*о-,
биан

J-_dеtЩ.
0G,2)

Вблизи точек ý -|,2-!l имеен ./- ro- {'(С"- 2') . Прямоl вчк-

l28



lП (ч) с

0а J {-t
+дrr, * {п ((- t)tsrl + 0 с"

r(r)

{
(2.28l

12;29)

ТоеОа ваФу 
" _De

( 2. 30)

(2. з1 )

. В силу

ЗОесо Д^rВл - лuнейнdе uнпеероduференцuа/lонuе оперлорd, аtlобщ-
ацле просltw.r*о f,- (-l, l) в себя.

Доказательство следует из Формулu

0П сOП Ilаzап 0zOп\
-: 

-_.0о ъO,t, 7\ЧО{ ataZ l
и ленм l .2, l .Ц, 2.3,

Teoper.ra 2,2. Пуопо

uо@) -fr П tu), ч--ё7 f (!,ф А, (d,

еОе фунtцtlя { опреОемеп сеt"ейсtпво {S, } t*r. (2. 3) ) .

оlрвеёплм а4енка

|u(d-co(cll <сЕltпеl.

flокаэательство. В силу лемиы 2.Ц и вчбора J, ,"""" "" J,
uо(о)- оL, (il - "i-' И* v *

+ В} to (of t7, el) + 0 rc'l .

Из неравенства о среднеr.i ариФ..rетическоl.. следует, ..rо |U l li* /Р
(z.2g' ,r(r])=0rcrl , и это же верно для всех производншх qункции 9 п

Аля операто3". /al ,ВлJ Поэто!lу оценка (2.30) вчполняется "" ýе , а

в силу принципа максиr.tуtlа - всаду BD, . Теорена доказана.

Этим же методо1.1 для лобогоuс }.roшHo построить Функциlо U^(C) так)ю, что

оценка 12.2Ч1 выполняется всопу BDL . Действительно, приr.iенив конструкчио

теоремч 2.2 к задаче flирихле с KpaeBur.r условиеr.

ulr, : 
Ё(О, 

l + В,п,) t*(rf r1,el))

и обозначив полученное реO!ение u, (С) , найдеr.r, что

|u @) - uо@) - tl| (с) l -. Q е' lrъ" о

" 
D_ . Аналогично строятся следупцие приблишения.
-L- 

Чтобы построить аси!lптотику решения с условие}r (2.25l с точностьD до

0 (е^ ) , достаточно, в силу (2.26| , построить Taкylo асимптотику Еlля ре|ле-

ния с краевь.й условиен

l29



в этон случае главнчй член асиltlптотики, а также последуDцие необходимо вэять

в виде

р
u

a+p<i+j

6.3адача Неймана

Поставии ," 8,

0ч(о) 0ъ @l

0п 0п

,o"heC-(R'). такой вид инеет краевое условие в задаче обтекания тела,

11, -линейная Функция E1-3]. 0граничинся осесиirr.rетричннr.r случае}r;

lL lrr-'
0ч

u,llsu - ,'yj li @,

(7rО) , и пусть координатu (€r[ r Р) , соероиАальнче.

k о (t - z") f; #)е"- r';/' *

- 
[r'- t + o'(l-?")f;']-/" ,

о

i
а

0; П cl).
0

туГt

краевое условие

причен

так что

Инеен

0п k\"-|)

так что краевое условие прииет вид

Это условие нQжно эаписать в виде

({al) 
uЩ.,- 

rU-r,lr;ff- (г'- D#-

- r(,-Г)ff(r- u* of Q,e), -/.[*,).

12.32)

(2. зз)

(2.з4)

?где drЬ - гладкие Функции, яэнчй вид которцх ясен из (2.33). Укажеи ал-

горитr.t, поэволяощий для лобого tП>0 построить qунхциаЦ* r гарноническуD

в бласти Du , равн)ло луло на бесконечности и так!rc, что

#r"Q,e) ff- l12,e),

0u, @)
0п

Буден искать ее в виде

l30
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т
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U.b) - g,,Псv).

Так как 0П/ас - -]/tе_r),0П/ао-0(l) , то, учитuвая ленr,iу 1.1l, краевое

условие(2.34) rrожно ваписать,i, "ri"
r=-{l+oAr+0(o'r').

л
3Аесь fi ,линейнuй интегродиlDФеренциальнь.й оператор, обладацttий тен свойст-
вой, что если ! е С- (t, tl , то

л
[Дч l, " Cj |rt oi lhbl

при некотор""f=j(rп)<ф. Функцио J Boэbr.rerr в виде

ч-Ёl fui)jtfl),
l-U

Тогда условие (Z.Зq) будет вчполняться с точностьD * 0P*hC). Произэеде-

ние корней из (2.32) инеет порядок ?rcu) ""Sg , откуда и следует (2.35).
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