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0Б 0днOп крдЕвOи зАддчЕ со сдвигон кАрлЕмАнА

ДЛЯ АНДЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

Н. Е. Бессчётнов (Новосибирск)

В настояцей статье изучается нётеровость односторонней интегродифференци-

альноЙ краевоЙ задачи линеЙного сопряхения со сдвигон, удовлетворяццин усло-
вшо Карле}iана.

Статья состоит из введения и четUрех параграФов. 8о введении дается
посfановка задачи, в ý l KpaeBori задаче ставится в соответствие интегродиФ-

Ференциальная систе}tа без сдвиrа, вrписчвается усrювие нётеровости этой сис-
теl.iч, Форl.,lулируttтся основнче теоренч. В ý 2 докаЕчваотся вспо..iогательнче Фор-

r.rулu, необходи}lче при вччислении коэФФициентов систенч без сдвига. В ý 3 со-

держится доказательство основнчх теореи. В ý Ч приводится три прость.х приие-

ра краевчх задач, рqцение которь.х непосредственно сводится к рещенио задач

расснатриваеr,iого типа.

Полученнче результатч ногут бчть испольэованч в прилопениях. всоду, где

речrения представиttiu через аналитические Фцlкции и a kpaeвo.i условии содерr.ит-

ся сд9иг, удовлетворяоlций условио Карленана.

Вв едение
а*Пусть ) - конечная односвязная область конплексноri плоскости /-J*

ограниченная 9анкнутчн Ko'Typo}i Г класса С*, Z- Oeý+, ý-- oonon""r""

ý*UГ до полной конплексной плоскости. На контуре Л опредепиll сАвигq,:

Г *Г . Сдвигсс буден назчвать прянь},l, если конт)rр ос.Л ориентирован по-

лошительно, обратнчr.r - в противноrl случае. На Функциях [(il , 3адан-

нчх на контуре Г , определин оперэтор сдвига WЗrЁ)-tkttll . Всоду нихе

предполагается, чтоо((f) яэляется диФФеонорФи8ноl.i KJlGtcca С-(Г) ,*'tt)l0
Yt еГ и удовлетворяет условиD Карлемана: Wo-r, 2<rt<ю.

введен э рассиотрение 2l -rерr"a BeKTopu:

[п(z)_Nr,rqkl+ф, пL-1,2,,,.,П, (1)

где Nr,,- ""r.rродиФФеренцr"п::. 
операторu видаt

i",, -2о:,",ф#, *\r^" tz,z,1'191уldу. Ql
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3дссь Р- челое поло'*итель}ое число; оЧ)tz), H''ilzz.f ) - заяа"нч е "аГG, 2t) _ }iатрицч, при это}l o'di' @ < C-(S+u Г i',' " 
Hl-i)12,E,{)

яэляотся аналитическиtлп поз,f,, ( Фу"*чrяr" в области (оrr*D),2эSt 
;

эе*rор p(Z) аналитичен " J* , и}rеет раэнер"о"r" il .

3адача. Найти аналитическии 
" S* вектор f(Z) *лесса C-(Sr u г),

удовлетворяшlий краевоиу условир:

lL

tJp = Z,W*' LN|,,, р * фd г:у (t),

Р ГdР'k -1+ lo

tC,i9 = 2"::; d,)l? ,,r,,)- \, "ulto,

(з)

где

4,ilРВN(, цl

" !d)=9,,,'.,!e) 
_ заданнчй на / вектор кл€tсса С-(г),

0пределение t. Краевая задача (]) нётерова, если соответствуоцая од-

нороднаi 9адача инеет конечное число линейно-независиl.tьaх рещений класса

t*(Г), аналитичес*r, ",ý*. 
неоднородная систе}rа (з) разрешима тогда и

только тогда, когда правая часть!(t)ес* (Г) ,оо"п"творяет конеЧно'.iУ

числу условий ортогональности.
индексоr4 задачи назьaвается разность нежду числом линейно-независинuх ре-

щений однородной систены и число..t условий разреlUи.iiости неоднородной.

Краеrая задача (З) является внутренней задачей линейноrо сопря).(ения.

3адачи такого типа вперaче расс."rатривались Карлеманоl.t. Например, в ftO]l ,n"

бuла расснотрена задача

ф* [о (hJ : еthф+ttl + !(il,
где d - обратнчй сдlиг, GGl ,9d) ,*'(t) - Фунr(ции класса Hrt!),GtllЮ,
jttl+O . К расс1.1атриваемо^tу типу задач относится так*е задача fl 1_1 :

ф*Ь(dЛ - 66ф+ gtll,
где ос - пряной сдвиг, Gttl ,gdl ,a'(heHutt),0 ttl+ 0, 4'(h 1 0
и обобценная задача Карле"а"Ъ ft 2]| ,

ф- t*(lЛ - Сttlф+th + Q(hЙ + 9(l),
,o.0(t), Qttl,/zdl,<'ft)eHrtt),"t' (il # 0 исследование нё-

теровости этих задач сводится к изученио норl.iальности или Фредголь}rовости

соответствупцих интегральнuх уравнений f!,2,t3]. Та" же нох(но найти другие

вариантч задачи (3).
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Цельо настояцей работч является нахоlfiдение условий нётеровости и ВыЧИС-

ление индекса краевой задачи (З). Опираясь на результаты и3 [l-b], }rы yKax(e}r

ряд условий { ," Фу"*цпп "{;! 
и ядра u tп,it , каждое из которых обеспе_

чивает нётеровость краевой ЗаДачи (з). в KoHKpeTHol,| случае достаточно вuпол-

нения одного из условий ( . Первое (условие О) накладывается на Функции

ОУ'Рr m-l..,,о;j=1,2 , й состоит в невь.рошденности при в,е* f еГ
(2п! - 2п[), натрицы

А;'

А,;'

А
(п4)

-рnt u,P ца-t лIп,ltwA
а)

р
u'

W/{ dr,t
-р

W
п-|

еt р

*iwt| 

(n)

'р
-р п-l

!V

(3)

р }V

Ic

д

д4,

k)
|"д

а-|

t

t

at

р

:

);,

-р и-|)

р
(а-2)

р
(5)

(6)

(7)

ъ(l) ,

где

*;'wЛ

А'!' tll : Jzr Lo{"' , a:Jt,t

Jzt

|,':, iIt
Jo- "Ап"r*"ал 

(пrп)- натрицаi а сиr.rвол brrr)t оэr""ае, вектор-стоlбец
с конпонентаr4п gl ,I, . Во Bтopo}r условии 1kч) используотся r,rатрицu a!j',
их производr"" n 

""rpiu " ф_J,'; " 
,о:]r.:" 

".no""" 
(k=2) - натрицч О;'f',

O:i'i их прои3воднче и l"ronu, O'i:!' и так далее. Наконец, " ,rno"n" I
Цiе"'k=р+t,р+Z,...) используlотся коэФФициентч разлопения Е ряд Тейлора по l

иатриц H''i'(to,{o,1/. пояооо* 
""no",n" 

/ }ru сФор,.rулируен в ý l.

ý1. Редукция краевой задачи к интегродиФФеренциальной

систе}tе беэ сдвига. 0сновные теорены

Известно [t] , что аналитический в односвязной ограниченной обп""r, J+
вектор 9(z l *n".." C-(Eru Г)представляется инт€гралон

чp)-h\ýar*" (s)

з действительнчн векторrrуtt) е С-(ГIпо"rояннч.,r BeKтopo.r 6-f,. Прп этоrl,t(t),
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С еосстанавливаотся по 9Р) од}lозначно. В силу Форнул Плеr.rеля_привалова f2],
инеем:

[v,1,1]* - i plt")+ *!# /! + ;с,

bto 
ч tt"l) - # U, d") * 2*\#"

Нам понадобятся след},DO|ие оператор, fЗ-S] '

?LОlцr=!ч(tо' -4.,oj\ #
*tu-a# Lo![,

dt,

d4

4,

o;in-#
(4)n'lU:-
Zпi,

\г

\г
л-п

'tGЧ;' h(,-?) t (t)dt,

#l"(l-Lr)uttlat,

(9)

( 1о)

П- fr2,. . .

3десь логар "о, k ЬА (соответственно h h -{) l no, (иксированнон

tеГ есть значенi"_iо.r' z-t_ое Г той ветви ло.ЗОоr*" k(r-rn) " S* ( 
"о-

ответственн. ("(r-*) ,ý- l, которая обраlается 
",yn"'npr- t-0 ( соот-

ветственно п9п N - оа ). В обозначениях (9) предельнuе 9наченпя эепора P(Z)
и его производнчх np, S+ 9 2*tоеГ вчраtхаотся Фор,.улаии

lptt"l* - Ъi*r * ir,W ,'iJ- - L| /, p-l:,., . ,

'i,t
a;:'jr'd,lш|* р* }

н'-jlt".Г,,9

поэтоr,rу граничнuе операторы нохно переписать в виде

р

9 kф t-€
to

Nr.п,J

+i
PYu',r",* I H'-n'сt".Г,,€)d

J
-Lo

ll\
гLо

rtЩt +

J с

Рассмотрим второе слагаемое Форl,|уrъ. (10). Из этого интепрала, подобно Tol.ry

как из сингулярного интегрального оператора вьвеляется характеристическая

часть, 1,1o)|(Ho выдепить произвольное число операторов Щ . Л"И"rвительно, так

как для все, |{do

Е



t"(,-?)-t+

Ра9лоlrив ло* H'j'(tr,Б,t) как Функци о о, t
t=to , получин соот}iоO!ение

то справедлr4эо раэенство

\ 
H"l-' t!",Б,ч, l 

d, Е - - H''i' (lo,{,l) пk-il rl l-r
|" н 

О0 
ttл|о,€ ) - H''i' do,{,l )

' J -},о t-|

ll

r (ildt -Z оY rф i! 1l+ Rf,j'р,,, r,

r'i'' r - +,\V :",' ",Г",t 
l а (r!Ъfr ^'j' t t o,f,,t]р Л lt, ( 1 4 )

по Форнуле ТеЙлора э точке

(11)H'',j'(t",t;.t) - Ь F,f о?' ri"r H'i,j'tl",,{,t),

ГДе 
a|j'ttol-r,f'' ffiн'^i'(lо,Го,t)|r=rо,

d|dl=tr'dldS.dS- эле}rGнт оуr" "" Г ) ,
( 12)

" Hf,J'tt"rt;ril- остаточнO.й член, инеочий по"t-tо rуль ло9яgка .v/Ll
Учитчбая (11) ,(12), второе слi!гаенос.Dорrrулч (10) з обоsначениях (9) Horrro

переписать в виде

где

нiе

" i''i'dorТort) - вполне определеннаа (/ ,2е) -лэtцrца класса Сф(г,г).

'i,i
Итак, для кашого из граничнь.х опсреторос спрtэедиво пDедст8эл€-

to

NI,i 9 -Х r'! d,lЁ r - RYi'pr,|r'U,, р
0

+ с"i',t,Е,ilaf,

Учитчвая эту Форl.{улу, а такхе обратиность предстазления (8), приходин к следу-

mleнy утверпденио;
Краевая 3адача (3) экэивэлентна системе Gингулtр.{uх интсr]юшlDФGренциаль-
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нчх уравнений со сдвиrон

К ty,c) -Д W'-'|к},,rф)у+i(Д_,, tdl+T.r{l"l)|- у {t) ( 1 5 )

относительно действительного 2l -".*rор" /l d) класса С*(Г)и действительно-
го постоянного 2l -."*rор" с с оператора}rи

,,* ^ilKI,i t, -Д o!:i) tt; t*- р r R'Ij' р ( 1 6 )

и натрица}rи 
to

Ar,j (to) : \ H''i' (tо.Б,ilаr + a?,j'tt"). ( 17)

0тделяя реальнуо и мнимуЁ части систеllч (15) и учитuвая тождество Wl6-
- WJТГ , приден к действительной систене

Np,c) =К, ý,W*'ЦF * А,с- f tto), (18)

где

где

КIF:
Р+м п.

?_ n'r._ (tol х7* / - *f), А( l) - ruj w*l 
^^d),

, li! о B,l - J r, Ь'!:'|, " ф')|, R:' = J rr\?o, к ['' ) t,

,^rllo)- J reft А,,,, - i A,,)l 41
i trl

|zlQng,l^r) , "br,r)t- вектор-стОrбец С ко..понентаНи Ч,tа . По аналогии

i [Ь] Ёr.r"iе (18) rroжHo сопоставить расO!иренн}rо систе,.rу "з 2пl уравне-

ний без сдвига:
N

itр,с)=Rеа,р+/,,с:{,
3десь 4 - @rп)- натрица с операторнuни эле..iент 

"л" WLK) W

fп=l,..,rп . Ее j -^ сrоо"а 0i вuрах(ается ФорнулоЙ

а, -wr'8,ra-j+l .pj-,

Гt,

'о-Ьr,

(19)

( 2о)

п-9
, |-0,1,,, ,,п1

(21)

10
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г_l
р: lO 

Jzеtочl| 
(2з)

llLrzc 0 J
[алее, L-(Zпt, 2t) -""rр,ц"

L:|цWЛ,...,WО-'Л]t, Q4l

наконец, p.=(y,Wp,...,Wn'p), f=(?,:.Г,i,...,W*'3), " син.ол

V\r,,.rZпJl означает вектоD-столбец с коr.iпонентаии Сr, ,. . rап.
Известно f6], *rо условие Карлемана для обратного Ъдвига исчерпu!астся

случае..r ft=2 . В этой ситуации расчrиренная систейа вчrлядит простоi

а
к; VKr* W

к: WK,+ W

Teoper.ra l . Ilаэфаму еоttоtлорФнФlч pauenltJo

эаОа,аl (3) oпBe,aatt Оейqпадпелоное раlrенuе Рфr'

Сучlественныlti ..loiieнTo..t настояцей работч является тот Факт, что элснGнтч
llil9КrWо-9.tатрицu ( Ф"*rп*".ки являотся операторани без сдзига Q,8_t : с
точностьо до операторов вида (14) они выражаотся линейньш.l образо.r черG9 опG_

раторы."о"{r{ t " случае пря}rого сдвига через оператоо"Д,|, при обрат-
ноfl - через fu1 -l; Используя этот |DaKT, расl!иреннуо систему (20) нохно запи-
сать в виде

fr tр,с1= RеQ\ р + L,c -/. (26)

8 случае пряиого сдвига оператор {+ .""r""" (26) вчраrается Форнулоt

A14

8*р :ý ý.о t1,1ъ|r р + F,, р Q7,n 
k4)

(точнее; сн.леr.t}rу l из ý2). При обратно.,r сдвиге оператор 4 a"ar"r, (20) со_
лер,l(иТ как оператОр" впда fuf , так И операторЫ L] . Од"а*О И Э ЭТО.,r СЛу-

""" ReQ= Rе Q| с оператороr.t

P+rn nk
?rp - Д 'r-^tl,)ъi 

'р 
+ f,, р. (2s)

Вчражение коэlDФициенто. Lo_k мч приведец в ý2 (ленrrа 2).
Установиtl 

"""э, 
*ра"6ой задачи (3) с действительной систеrrой (26).

(z) кмсса С* (S* U Г )
к!асса C-r) цmq.а (26l,

1,и",=tlл] , А {to'1=fu 
Ш,* 

}/Л.] (25)

9
)

u oбwпHo.

[оказательство этой теоремы схе.{атично rqoпHo изобразить диагранrrой

(3) <=+ 1151 <t (18) <+ (Ю) 4=+(26).
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Итак, пусть 9R|- ,оrолорФное решение класса С-ВrUr)задачи (3). В силу

одlозначности представления (8), BeKtopy P(Z) отвечает решение системч (15),

и обратно. Утверlцения (15)<+ (18)r(20)е) (26) очевиднu: первое вчтекает

из саного построения систеr,rы (18), второе - из того фlакта, что систена (26)

есть другая Фор}rа записи систены (20). 0стается доказать утверждение (18)сr(20)

По построениD систеиu (20)rимееи: (18)+(20). В основе доказательства обрат-
н,оrо утверIФения ле)хит следУOlцая

Ленна |. Пуопо (p,c)=(pr,,..,po,c)(Pr-et - векmор mlacca С-(Г), о

С- поапаян,лdа2С -веmор) еапо palreлue a,lcпellDr (2Ф. Тоеfu веrmор(07,е),
еOе _ п_t

gr=**Zr!v"Р^р: (p,WF,...,Wo-'/r), (29)

паrФ яемапся раденuем аlопе&vt (2Ol , прtl эпа, У d) "ло 
2l -oeаllop lcllacca

t-П, а Р+апwца t:zзt.

!ействительно, как нетрудно видеть, первая подсистеr,rа систенu (20) на

рещениях вида (29) точно совпадает с системой (18).

Для доказательства лемr.rы ! к систене (2О) слева принени}t on"p"rop d ,

0РеO+р + 0/,о - 0f ,

}iнеDт несто следупцие три тоlfiдества:

ilL-L, Of-f, ?Bear-PeQ*@. (зо)

Первче два проверяотся непосредственно, для доказательства третьего достаточ-

но убедиться в тон, что

Wo-'P*8r - 0+Wn-*P^, rп:0,1,,, ,rп-/, (з1)

С этоl цельо занети}l сначала, что уr.tножение ,.rатрицu

раэносильно перестановке строк a an no правилу
Q* ,n"." "" ^"rр"цу Р'

(|r,,, rm|tп+lr,,,rп) 
- 

(m+/r,.,, п, /,...,rп ),
Учитчвая это, а также Фор..rулу (21 ) и условие Карлемана, находиl.t, что /,^
строка Дlrj-t,.,., П

Лi - W

, натрицш Р^d вuра,(ается Фор}rулой

*i- l 
Qtпп-rа-j+ 

t 
о,п+i-l

СлеАоэательно, i-л сrоо*а 01 }lатриць. Wo-'P'|' о".""

л.-bli'ai-/.', pi"f ,tn-n,* р^ : 0i.Wo-'p^ ,

что и требо!алось доказать.

N
0пределение2.Систена (26) нётеров".С-(Г), если а) ядро оператора

конечноtrерно и состоит из бесконечно д{ФDеренцируемё.х gунцщЙ,б) неодно-

родная систена (26) разрешина тогда и только тогда, когда ее пра9ая часть
12



f е с- t Г) удовлетворяет конечнону числу усlювий

\[rttt/ tt)dL-|, f:/,.. ., п' <*о,
rДе 4r,..rОп, ::"" линейно-независи..rUе решения сопряженной к (26) однород-

ной систенu N*[:0,
Пз теоренч l вчтекает следуuций результат: если вqцественная система

(26) нётеров" . С-(Г), то краевая задача (3) такхе нётерова.

СФор..tулируен усrювия нётеровости 
"ýПlЦ.""rенч 

(26). Gистсна (26) нё-

тероэа "Г(r), есrт. оператор Р+ """r** удовлет.оряет одно..rу из усlюзий

k (bal,,..). Первое из них состоит в требовании неэчрохдснности для !сех

f,ef 
-'^atp"u"Srt) 

-.о"rоо" 4* (сн. Форrrулу (6)). Прr Дr0 y"*.""k
состоит в требовании с)лцествования конечной цепочки обратиr.lчх a ГlП опеDа-

тоооэ Еr,.,l F* таких, что ко^rпози u"^ 0*1,, , Fд уАовлстворяет усло.ио О

{сн. f3-5, 9_] ). Cyr,lecTBeHHo, что условие k no" ft>Q тахuе ножет буть эu-

ра,.(ено в тер,,rинах коэФФициентоЬ oneparopa 0t .

СФорrrумруе," ycno"r" l, более точно. Следуя f5], .*"*.", что оперaтор

4* о*r"*" ет F - преобразование, если *"rоrч" ý, удовЪетэоряет услоaиян:

сё ранг не превосходит числа 't<Zпl ; с)цест!ует нев}.роlшенная,а Л iатрlи-

u" Дlil класса С-(Г) такая, что последн"" h|-? стоrrбцоэ ,"rр"u, ý"Д,
равнч нуло при. всех t е Г.

Предполоlrин, что операт оо Q* допускает Д - преобра9ованис. Расснот-

tин оператор

0

L,оrz"t -о

,оrfuрФ :,fuiЦt,ll,+Ъ'_Ф - обратинчй "С-r)-"о.rоо f9] . злесь/- (Д,,Аr),

Дr- (2пtr(2пt-0) - натрица ранга d клэссэ С*(Г). 0на состазляGтся и9

лrнейно-независиннх решений алгебраической систенч SJ- 0. ilатрица /, про0,!r-

вольна, но такова, что }rатрица /4 не вчрохдена при {.., t €Л. Оrа ношет бчть

найдена, нопDин€рr решениен систенu алгебраических уравнен"й ДТУ - 0 .

0ператор { "о"rо переписать иначе:

Frc = С, ttl Ъ'r.lг + Соt\ъО*t + ro2x,|c+ Ru. (зз)

3десь С,th: (о,-tА)l'',

r,
-|

|с: А д 0, (32)

0

0rt
An+

0

V
d

dt
Cottt : Д

0 -rzot- -tInb
А-' ,

13



Ко.rпозиция Q*\ ""о"" 
инеет порядох Р ц представи..lа бррr.rулой вида (27) с

,.tатрица}tи

( з5)

0тнетин, что ранг ,.tатрицч

вчборе натрицu Л ("".

[опустин, uro dtl,S'il il{ О npn ..е, f,6|, т,е, ко..,|по""ч"^ Qr F,
удовлетворяет условиD 0. В этоr.r случае говори..l, что мя оператора 6/ вчполне-

но услоаие l.

Предполоlrин теперь, 
"rо dpJ ýj'({) - 0 при всех t е Г , "о on"p"rop {*{

допускает F - преобразования \rТ.,, F* . E.n, конпозиция а*rr,.. rr удовлет-
воряет усi,оэио 0, то говори,.t, что для оператор" Q+ !ыполнено'"aпоJr" ( .

0сновнuни в настояцей работе являlотся следуоlцие

Teoper.ra 2, Еспl оперпор Q* *оrr"r- (26l уОовltапворяеIl уаювш k ,
mо ,сревал эафча (3l Hiitlepoaa.

Teoper.ra 3. Еслu 4 - прялой cOBue, по uHOeKc кр.евой заOолu (3)

вачuс!7яапся по фоwwtе

(з4)

k,ir-o , п-0, |, .. , , р+ l+ М .

Напринер, первая из них такова:

Тёорема 4. EcJal d. - обрпнай cOeue, mо uнОекс lw.евой зафw (3) оа-
|а,lс!lяаллся по фwgде

s! ttl : (Srд| ,- tgp_,l, -pt!"# n,)n' .

Siilrtl не эависит от произвола, которь.й имеется в

tзJ l.

2- 2[ - #Ws!',tl ,,
,* S:ih - пФваrl сl,л,л4волuчес:кая l'alIpullд о4ерпора QrE...F* , а \, - опп-
pllow, сооlавrlяшуе конечнw цепочrсу F -преобwзоааюtй опryпор Q+ .

|L

slnul - Я KiAn (': ) sr_o ttlc,|| dl ,

2-rl - {, Рцааt !' t'1',(

(k) ,

,* Li'tll - первая а)лаолччеФая t@пwp 
_опеw|оw а*ц rо , о Fi^

рсоlор6, сосllавляlацле конечнw цепочс! F -rреобwзоваtllй о"ёраrоw -Q
- опе-
+

ý2. Вспоногательнuе утверждения

Леr.rна 2, Пуопо 4,- пряJ,ой сdвuе. ТоеОа фlл опер,?lоg, Q ааttца QОl
otp, в еfu uв о пр е0 аtп ul е Hue

14



р+н o-k
Qp : Q*p : Я l._* tt"lЙ р+R,rр,JJb0 l

еОе R" : umeepltbHaй опейор вuОа 04|, о Sr*-Qпt r]пt) , l@lwца

Kracca С-(Г), кq|оря ,rр,, Ь|,,..rltl оаwеflся фрt|улаi

|lt1,1 -

цr
A';:r

A:-,i

A,;i

А;:

Ayi

А';;,^,

А;:;"-''

Af,-';*" ,

( 36)

( 38)

Ё'о

А

Jo|a

A::i
(ro,t)

p-k ,
tп,zl1

аr-* 
-|

(2)

p-k А
(а- ]. l)

7-k
еOе

t,llo) =

l'}:i' tt,l - ,* o,, r_k*i 
(to) W9 l)r, (t) , (з7)

о Pi,*t rr!)' - вполне опреОеtlеннае фунп4uч ,crlclcФ t-(гs, ващ4леся че-

оеза;111 u ее пwuзвфнае.
- Леrrна 3, Пgqпо d- - обрпнuй cOBue, Тоеф Ом о""р-wRеI, с7.слl,Фчl

(20l ctlwBedлlBo преОаtuалеюле

p+tl4 
Rea : RеQ+ 

'еОе 
а; - 

14о 
rr_rЁ"lъ|'r, * R}||пр,

Lr-t,dol --
н;:-д

д

lr'
Ir*

ar)

rk н I1t

l<

H-,'ott,, =Д
'i,r-n*, 

tbl3!|n, dr),
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, *\р, а,t lk|-*)-цd.t,lhP-t) r l,ё,a|n d)dt, (З9)

г
прll ilpll (Цlr4Л - лФ|lpltlщ fi,!l,t),i-le , lд4фп * /=t" нулч по,ряОка

,М; h; tt,to).C* V,il 7lpl всеа i-12,3.
Аналоrом этих утверждений являотся теоренu 1,2 иэ L7J или теоренч t 12

"a [8] . Поэтоtу нь. укахеи лиlоь основнuе ..toHeHTu доказательства, оп!/стив дета-
лu.

Для доказательства лемlrч 2 достаточно в натричнuй оператор { систенu
(20) подстав"r, Фор"ул" [7]

w' п{-О .i/n,9 :Я r,,"Ъi, (l,)^ror' 1 B$,P-k,g)

и привести подобнче членч.

дохазательство леilriь. 3 слоlrнее и проводится в два этапа. На первоlr эта-
пе доказательства on"p"roo 4 расtчиренной систенч (2О) записчвается . виде

Q:F++G-rRI,'r,
где R;) - оператор вида (З9), а

р+N _ь pttl

F+ ='2 Frk|l;а"|О, С-=Я а.rtlоlъ|r.
k-0

4 OoprrnЭто представление получается в результате подстановки в оператор

[z,B],

На второн этапе,оператоОРеQ прсобразуется к виду, которO.й ука3ан

лемr.rе 3. Это делается с поноOlьо то!(деств

. p-k

wлi-О \,У : 'Е 
Pi, p-krr G) 1"|_-r-' + г:,rk) .

2RеQ= (F*+ 4-+ R'i.'n ) + (Л++ F+к|, ),

Т =ioro',rblx1+K!'.

в

Первое очевидно, второе про!ерrется по схсне," f5, ýlO], ,а" докаrано анrло-

гичное представление для "пrшсовчх" опсратороa.

ý3. Доказательство ocнoвHux теорен

Доказательство теоренч 2. JlycTb П - число линейно-нсааaисинчх ре.
щений однородrюй задачи (3) над полен дсйстaительнuх чиссл и rп'- """* усrюrrй
16



разреши!tости соответствуццей неоднородной задачи. 06оэначин череэ П чисJю

линейно-независи,.tых решений однородной расширенной систе..rш (26| и череэ z'
число условий разреши!tости . С'Фооr"етствушцей неоднородной систенн. По ус-

ловиD теоре}rы, оператор 4t рaar,пренной систеrrш (26) удовлетворяет однону из

условий Д . Ноrкак мы ух(е от}tечали, это условие достаточно для нётеровости

. Г(Г)"п.rallu. Отсода закr,lочае}.i, что числа п,П| *оrечны" Далее, согласно

Teope}ie l, каждону голоl..iорФномi 
" ýt p"r"rno!(d класса С-(S+UП3адачи

(3) отвечает действительное решение (|rС) *ласса С-(Г) систены (26lrч обрат-

но. Следовательно, число пI не превосходит числа /l и потону конечно; усло-

вия разрешиr,rости в С-(Г)расlлиренной систенu (26) необходиrlu и достаточнu

для разреши}tости краевой задачи (3). 3аненой перененной интегрирования они

приводятся к виду

гАе Цll,..l

Теорема 2 докаэана.

доказательство теоремы 3rч состоит в установлении связи индекса

систеr.iы (15) с индексоr.r расlлиренной систеrtru (€6) и может бчть пробедено по

cxeriie из f6, aл. 2] , хотя используемые на}iи операторu инеот более сrюlfiн}rо

структуруrнежели там. Не приводя доказательства полностьо, укажен лиltlь на ос-
новные .rtоненты.

Пусть, наприriiер, о( - прялrой сдвиг. 0боэначи1.1 ,aр"" .8 оператор

* \urtllgtlldb- 0, j-l,.. .,R',
l naO,

1,1^l поинёдлеrат С*(Г,l , линейно-независинц и легко вччисляотся.

а

.B - Re 2 w'-'K! .
m=l 'll

a(K)-zl + t(8),

*tM -2[ + 2(Re0\

Во-первuх,

и, ВО-ВТОРых,

z (RеQ+) - пе(ts). (41)

Фориулч (4О) проверяDтся непосредственнь.и подсчето..l раsностейrа-rП'rп-Пl ,

а доказательство lDор}rулы (41) сводится к проверке соотношенийп-l
а(Rеа+):Аt(Еi), ц2)

z(В)*z(В,)-...- z(tsо_,), (4з)

aд" on"p"ropr.l}. равнч:
J

fl _ r, 
2, 

r!_,W'-' Ki,j, j= 0,1, . . , , п -/

(4о)

17



( dл, корень /l -,й степени из единиц",Во= 8 l " обраэуот сенейство нёте-

ровчх в Г(Гl операторов. По аналогии с f6] эrп операторu ltu назчваен со-
путств)Ф|ци}lи друг другу.

Справедливость равенства (42) устанавливается по анаrюгии " [6J (с".
,а**е f7,8] ). Для доказательства соотноl|!ений (43) каIlдuй из соflутствуш|их

on"p"rooo" 8; унножается справа на обратинч П 
" 
СlГl оператор Ъ[П.

Так как **n{"nun" К; i; и..rеет нулевой порядоi и вuражается [ЦJ Ьр"улоИ

""о" К|х"': -lrr| +Т;"' , то олерато* В;1,[, j,0,/,...,п-l, мра-
зуDт сеl.iейство сопутствуOlцих друг другу нётеровь,r'в е*rr1 сингулярнuх ин-

тегральнчх операторов. К нин приненина ле}i}rа 7.\ из fb, гл.Z] , откуда п

следует требуеное" Далее, учитчвая [Ч] , "то

'(RеQ\-- ;Ьчs!'tt)f г,
получаен утверждение теореяы 3. Теорена 4 доказuвается аналогичнцм обраэон.

ýЦ. Примерч

Всрду ниже ограничения на область ý* , ""пr"аннuе 
во введении, счита-

отсi вuполненнuйи.

Пример l. В област, S* о""""отрилr краевуо задачу:
л20л

й u-0 , !l: Ц, t 0Ц2 , (44)

(L,u tWLru)r : ?, (45)

,о" Li - дкDФеренциальньlе операторь.,

Liц -- (ааur* оi"Цz+ аiзц)+(lr,Тr*{rrЕч* lrrE), (46)

VУ, on"purop пряного сдвига с условие}r Y,l'-r ,arril,lqtll, 
у rtl_

Функции класса С-(Гlu(d - иско..rое решение класса С* (SrU Г)

.""" Н:::'::,:;:::."ловие 
на коэФФициенть' aiф,8rttlr пDи которон кра-

Поскольку произвольное решение уравнения l44') Uk) - \rk) + фl
вчрах(ается чере9 две аналитическ"" " ý+ Функции 0 k) , Рrk) , тО ЗаАа-

ча (44)-(46) равносильна следрщей:

В ограниченной области ý+ "айти голо..rорФнчй вектор 9k)=@r,9r)
класса C*r), удовлетворяltllий краевону условиD

18



где

h" r'' ( r:,,,р * Еr), : 
9 tt),

',|,*,р: 
(о,,,!,,Ё, + @,з,6,r),!,

Nip = 1,8,r,a,rl#r * (Г,r,а,r)Q,

!/

t/t

ч7)

(48)

(5о)

Эта задача является частнu,.t случае}r задачи. (3), рассrqотренной вьще. 0ператор

8t

Niч - (оr,,{r,)#r+ (arr,6u)9,

Nlre:1l,,,Eo)
dt
d

р * (Fо.d')9,

расtлиренной систеitы в данноl"t случае выражается Фор,.улой
l

а* -2 S,_rtl;fu'** R * ,
к=0

гаa R_ - оператор с бесконечно диференцируеr,rым ядро}l, а

,S,rf)- Jrýrф, Sоlil-Jrý,Ф. (49)

за"с, 9о ; (4х4) -r.6лочно-Аиагональная l.iатрица с блокаrqи Jr=|l,-illrиr)l],
" ""rpr.,n 

j, 1f ; , 5. t/l таковu:

l,r 
"Ou',

gо

dzз''

аr,

[о

о.,

l^';,:o,,S';,T)

ц

+
0.,

л

ýtil=

t, ,. 
-,,,(ou to

4,,.*r*\L Ъ
|э, l",\

V. a,,l

(i, i"\
\l" d,r l

о 0rll-

В соответствии с теореr.rой 2,ýtrдостаточнuн условиеrr нётеровости задачи (47)

и, следовательно, задачи (44)-(46) является вuполнение оператороl.t (48) одно-

го из условиУ, k . Усlювие 0 для него состоит в требовании невuрохденности

,а Г ""rp"u' ý(С) . В условии l требуется невчроilденность при .се, lеГ
}rатрицы

si'ttl -r* LS,/, ,-ls"А,-Ц#л,)Г.

Последнее проверяется лиlllь тогда, когда не выполнено условие 0.

Пусть, напринер, коэ{DФициентu краеаой задачи (44)-(46) TaKoBu, что
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0" -- Qo - trr- Q2, - Qrr-

+0

t, =0_

0
0

0

tr+o , {r,

или

Во BTopor.r случае условие 0 не выполняется, так как

Qr, - 08: Qr, - Qп: Ou- аrr- 4, - {r, - tr, - 0,

L 4 w{бр ;:, бо+ о,

В первоl.t случаелоператор (48) удовлетворяет условио 0, поскольку при всех

dеГ натрица S,{l) равна:

"/ Wi,"

000
Го0 0

0tr,04,r, -

000

(51)

(52)

четuрех}rерный орт,

получии

W

0

0

0

ut

ý, tll - B1'.WLo

tос

0

0

0

0

0

0

t"
0

rч

0

но, как ны сейчас пока).(ем, вuполняется условие l. !ействительнQ, n9 опреде-

лениЕ, стоrбцами ttатрицш Дrll) 
^"п^отся 

линейно-неэависиrituе реluения алге6-

раической систенu JrфX -0 , Учитчвая (52), не нарушая обцности, ее ножно

взять в виде

-|

/ 0о

W х,'

т

Ash -
r, 0 0|

ilрисоединrrв к ней слева.!tатрицу lеr,е), rде 0i- i-a
получи},r }rатрицу ltt)=(Аr, /, ). По.i" "!"r'o*rn" вычислений

s)|!al = l,
q, *iw{;
00

00

0 -tW,

0 0

0

0С, "i W F,,

tц
0

откуда следует йSi"lll+O no.n """" l .

Лримерами 2r3 мы покаже..t, что в Kpaeвo.ri условии (45) сдвиг о( сущест-

венныl.i образоr,r влияет на нётеровость задачи (44)-(46).
20
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Принер 2. Пусть ý'- "дrr"*r,"й 
круг. Требустся найти гоrюrrорФlюе

реuение ц(2) кл.tсса С-(!+UГ)че."r."rя (44), удоэлетворящеG на границе

круга услоэ}Ф

[ч"-tuч)+(ilт"*ачЛ г-r(/), (5з)

гяе у d) еС- (Г1,
Эта задача равносильна след}пцей: найти определенньй в единично}l кр)rге

ý+ .оr,о,.оронrй эектор Р(r)-(й,92) *мсса С- (8* U Г) , удовлетворяций
краевону усrювио

k-I1Гr'Jr *m* : y'lr. (54)

3адача (54) не .яэляется нёте$вой, поскольку число линсйно-независи}.uх

решений однородной dадачи бесконечно, в чен Hollнo убедиться, взяв в качест-
ве предельнчх значений P|tt1,|!tl) *o,,no"""T 9В),|rk) ьектооа P(Z)

Функции (l/*itY , (/*riltr*".
Сит5lация в корне неняется, если в краевое услобие (54) добавить опре-

деленнчl,i образои подобранное слагаемое, содерхацее сдвиг.

Приr.rер 3. Найти голоморФное в единичнон *руr" ý* рец,ение Цk) ур".-

нения (44) класса С*(ГUý*), ,оо"п"творяпtее на границе круга условио

(.ч"- tu)+ ttEz+ ц) + W и-"+ {au)|r-q , (55)

где !{ - onepaTop пряного сдвига с условие}t Wl-r.
3адача (44) , (55) равносильна след}ццей: н!йти голо.lорФнO.й в круге

вектор,Рk)-И,9r), *мсс. C*Br U Г), удовлетворrпlий граничноl,|у усло.ио

Р,-Л{9')+ + ЬТХ,Пr - WЕцltр'f + tф,l!-y. (56}

Эта эадача, в отличие от эадачи (44),(54), lвляется нётероэой. Дейстэитель_
но, оператоо (* о"ar"оенной систсrlu в раGснатриваено..r случае вчраrается

Форr,rулоЙ

а*: ý, tllй * R *,
,ае R_- интеграль}uй оператор с бесконечно мФФеренцируеr{..r,r ядроir, натри-

,," ýr(l) вuрахается Форнулой SrtЬ-цýrФ r гд€
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После эленентарнвх вччисленrrй находин: dd,ý, ltl - ta ttl;,i' d l 4 0,
Следоэательно, оператоо 4* ,оо"летзорrет усrюaхо о. отсOда и . силу теоре-

rru 2 ýl закrDчае}.! краевая задача (56) нётероrа, поэто.rу нётероaа тэlсе ,
краевая gадача (44) , (55) .

Ли тера тура

t. йусхелищаили Н.П. Сингулярне интеграль|.|9е уравне..i.я.- Н.: Наука,

1968.- 5lt с.
Z. Гахов Ф.Д. Краеэче 8адачи.- Н.: Наука, 1963.- 600 с.
3. Сакс Р.С. 06 одно,l клrссе сингулярнсх интсгрошlDФсрснцхальlflх уравнс-

ний.- ДиrDФеренц.уравнения, ltбt, т.5, F t, с. tl5-137.
q. Сакс Р.С. Краеаче 9rАачи Аля эrurиптических GиGтG.r дr.OФеренциальнчх

уравнений.- Новосибирск, l975.- l60 с.
5. Сакс Р.С. 0б одно...ернь.х сингулярнO.х интсгроlдиOФ€рснциэльlflх оперaто-

рех, приводинЁх к }lорнirльUо.rу типу.- В кн.: ДиOФсрGнцисльнЕе уфrнения с

частц..rи проиgэоднч.rи (Трудч celrnHada'С.Л.Соболсrа), |976, Г2, с.83-
| 06.

6. Литвинчук Г.С. KpaeBUe rадачи и сингулярl0Е интGгрaль.{ь.е ура!нения

со сдэиго}r.- }l.i Наука, t977.-448 с.
7. Бессчётноэ t{.E. 0 нGкотоЁaх клaссах норraльно рaзрqrинr.х схстен одно-

нернвх сингулrрнь.х интегродиФФеренциальнO.х уравнениЙ со сдвигоll.- В кн.:

Теория к}батурнчх Форliул и прилошения'Функционального энaлхgt к !aдачан

натеriатической lизики (Трудч Gенинара С.Л.Соболеза), 1977, Ft, с.5-24.

8. бессчётнов н.Е. 0 некотошх кпассах qднонернr.х Gинг)rлярнlх rrнт€грошФ-

Фсренциальl+.х уравнёний со сдзигоil.- Сиб.нат.хурн., l978, T.19, lt3,

c.5l 5-529.

9. Товиасян Н.Е. К теории интсгральнь.х уравнсний., ДlфФеренц. ур!внеп.r,
l!67, т.3, lfl , с.74-Ф.

t0. Саrlеmап Т. Sur Ia ttrcorj.e dеs equattons "t 
= 

аррllсаЦmв.- Vеr-
hаrЁt des tnternat. маЁЕп.СФgr.., 1, Zrlrlctl , 19З2, р.138_151 .

lt. Хасабов Э.Г. Краевая 9адача типа 8адачи карлаrана.- }igэ.зуgоэ, llaTe-

натика, t963, ll2, c.l2l-t33.
t2. Литвинчук Г.С., iасабоз Э.Г.0 краезой 8адаче Гилrберта со сдвигоil.-

докл.Ан ссср, 1962, T,l02, t2, с.27\-277.
|3. Векуа Н.П. Систеrч сингулярнчх интегральнr|х урэвнений и HeKoToD9e гра,

ничнъlе 9адачио- fi.: Наука, t97O.- 380 с.
tl. Кордзадgе Р.А. Ofuая краеэая задача со сдвиго,t для урrвнс.Фlй эллип- ,

тического типэ эторого порядкао- Докл.А}l СССР, l96q, T.t55, Ftr, с.739-

7цz.

22


