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В статьях авторов f,t-t] оп"сrваотся и изучаDтся свойства лlультипликато-

ров в пространстве W!B') В часr"ости, в L3] прrп""д"нь. Teope.lrы о следах

и продолltениях лlультипликаторов. Настояtцая работа посвящена приложениян этих

результатов к эллиптическин Kpaeвы}r задачан в областях с "нерегулярнчни||
граница..lи.

_ Влияние особенностей границы на раэреши!lость эллиптических задач в

W!ta) "сследовалось 
во нногих работах, которче условно .iroжHo разделить

на две группu. В одних f5-to n ло.] - расснатриваDтся особенности границч

типа конических точек, ребеD, нногограннчх углов и т.п.i вдругих работах

[rr-ГZ] - особенности не локализуотся и основное внинание уделяется услови-
ян гладкости rDаницU, достаточнuн для справедливости тех или инь.х оценок ре-
щений. В П2] , напри..lер, дан следуцций,.точнuй в известнои с..rь.слеrпризнак

нётеровости определенно rо "" 'il | tЗ?) оператора общей эллиптической крае-

вой задачи: поверхность 0Q no*"n "o задается уравнениен t-rbl , И a.aО-

dh(il вектор-Функ ц", Y!_| 1/ чаовлетворяет условиодуль непрерчвности

\Го,trhltl'аt
<ф

х) 0т ред.Вторая часть статьи (в ней рассяатривартся ýЦ-8) будет

опубликована в "Трудах сенинара акаденика С.Л.Соболеэа", l98l, Ml.

форнулируеиче здесь результаты так,rrе отDlосятся ко второй группе. Рас-

снатриэается оператор Prke r...,_lr1} оОч"Л эллиптическqй краевой зада-

чи в ограниченной областч !) С R 
О 

.Предполагается, что ad,P - t l, -. l,
ФlП-Ki-t,l.p.-; через Й обо.*".."н оператор сужения ," 0Q. В ý3, тео-

р.""'3.1,'показаrо, что в случаеР{lЧ) <rъ отображение lPltпPi\z
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нётерово, если область Я удовлетворяет следушtеr.tу условиlо 

':'^ 
. Для

каждой точки границы найдутся о*рест"осrь Z и Функция 92 такие, что

|tп{?:[(э,у) aIl, оеRО'', y>Q@l\ и

[VР;RО'Irw:-г,/рчl .,,3десь f - ""n"" константа, " 'iiГrt; - пространство нультипликаторов " W;
при L>0 и пространсr"оL* npn Ь<0.

Согласно Teope}.te 3.Z,по"р(l-t) >п отоВражение \P;lП,PjJ "ётеоово, 
ес-

ли область ;В принадлех(ит классу 

':": 

е

В ý5 специально рассл{отрена первая краевая задача для сильно эллиптичес-

кого оператор" Р " дrп"ерrёrrной Форне. Изучаотся два варианта этой задачи,

различашlиеся способаtlи задания краевого условия. В первой постановке ицется

решение чеW:@^) уравнени.я Рч-{ rW:" @), l r l , уАовлетворя'цее

условиlо u-зeW!aPf,t!a l гд€ /- заяанная Функция ""W!tО
Показано, что такая задача однозначно разречrи}rа, еслu Ц удовлетворяет усло-

.nn N*'r'/r' по"р(1-1)*п или принадлежит классу W:O'P пr,РР-l)rП
(теорена 5.3). Во второй, более сильной постановке, краевые условия задаЬтся,

как и в ý3, с noмoltbo набора диФФеренциальннх операторов Q,/aj*b . Соглас-

но теореме 5.4, для разреч!и}rости так поставленной задачи {р" Ёr/ достаточно

принадлежности обпасти {) *n 
"ry 

ме-h и малоёти констант Липr!ица qунхций

9 , локально задаlпцих 0а . В сhу"""Нt-t)>п 
"rо равносильно требованио

а еW!-h .Для операторов второго порядка (h-Пдопустимый класс облас-

тей тот )lrе, что и в Teoper.re 5.3.

Требование а eW!-'le non р(!-t)>пне только достаточно, но и необхо-

ди}rо для разрецrи^rости'первой краевой задачи во второй постановке (cr,t.ý6).

V"*"".N!'l' лолrо сФор}rулировать в терминах е}tкости и дать более прос-

ть.е достаточнъ.е усrювия его справедливости (ý7). Наприr.rер, если Hop..ra

ivp; Bn''Il*
нала и / -Фч"кчпя из пространства 0.В.Бе 

"""" ts';,'!" 
(RО-') , гА€

,rРЦаlРt-t1-1,*7 "о"р(h)_.: ".9rФ,-7 no"p|!-t)=1 , то область

а удовлетворяет условио NЬф Полагая ?= *, получае}{, что условие

'1-";. "следует 

иэ сходи}rости интеграл " \l"r_,tЛltlРdt 
. ,"* -"*8!Ь.

с W: 'lf , ,о последнее требование достаточно также для принадлех(ности о6-

n""r, in""" r r:'h . Это позволяет непосредственно вывести из наtuих тео-

pe}r следушlие утверх(дения, обобtцапцие основные результаты работы El2]. Вкло-
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чение !l)e_|tdlf t е Lr{o, t) обеспечивает нётеровость оператор" ilаПr1 "
обратимость оператора эадачи [ирихле во второй постановке. Кроне того, одно-

значная разреltlиност" . w; @) задачи Дирихле в первой постановке получаетсл

при условии u)е_hd)|t € Lp(0,1). В ý7 отrtечено, что даrке эти, саl.iые грубые

из полученных достаточных условий, точны в HeKoтopor.r сr.rысле (ср. ПZ]l l .

l|оказательство одной теорень из ý7, даоцей локальнуr, Фор}rулировку усло-

""^ 
N:-"', вынесено в ý8.

0сновные результатu этой работы приведены без доказательства в занетке

""rоро" [|3].

ý l. 0сновнче обозначения и 9споногательнче результатu

нируе,{чх Br.tecтe с производнь.irи до
ц

ПустьQ-область.РО"W! (Р) - пространство qункций в 12 , cy..r-

порядка К вклочительно со сtепеньа Р>/.
В Wp (Р) введе}r норну

lr;Qrо- --Аlч,tгlQ|r, (1-,|)

где Vj - градиент порядка j , al';Ql, - Hop}ra в пространсr""L.IQ).

пусть \{; (Р, /Ф) - |u, u7cVi @) on" всех 7€ Гr Q)I.

чеоез \tj Ш "t, Ш обоэначиir пополнения пространств" Cr@) по

Hop'a..t lci!)lr,K " |V*t;Qlр соответственно. как известн ",fr; tK''1-

Пространства скалярных, векторнчх или натричнчх функций не различаотся

в обозначениях.

, принамежит

если

Буден говqрить, что gункчия / , заданная на области _f2

пространству лrультипликаторов м (W; (Q) * W! шп ,

yurWe" (Ot для всех чеW; @) в случае п-l 6rоо" испольэовать

обо"""ч."r" MW! В) нориой Функции / в пространс,"" M(W; Р) -*W; (9)) 
""п""rся 

Hopl.,ta ofiepa'opa у1,1ножения на / ( обозначение :

\lQl"4l.
В дальнейше" ВrВ)- открытый ч,ар с центро}r в точке z п оадчусон 1! ,

раз..rерность которого всегда ясна из контекста, "Dr-8" (0).

Череэ QrCrrCrr. . . будем обозначать положительнче постояннuе, зависящие

от "6езразl.tернýх" параметров mrlпrрr9 и т.п., а иногда и от област"Qai



Буден говорить, что величинь. (u " l эквивалентнч (обознач енuеz g nt t У ,

еслчqа*8оСrа.
Пусть 8 - конпактное поднноп""r.о Q . 0пределин енкость 9 равенст-

вон

aapP,'il; @F*f |lu;a $, , urf,tQ), u - t в окрестнос ," el

Аналогично определяется енкость cЦp (е, i! tall .

0чевидно, что если Рrс t, " qЭ Р" , т0

Фр P,"it! в))< сар (rr,Йi (р)),

и что такин хе свойствон нонотонности обладает енкость ШРИi!rРl^. Ясно

также, что при отображении поАобия с коэФФицие "rо" d, ""*о"r.'iРР,i!tП"l)
приобретает хоэФ(ициент dО-Рt. В случае П=рlрr/ "л" П<(р-l 

"r*о"r"
*Pb,i:(Ro,I) р""r" нулD для rrобого ко}rпакта. 4 .. .I

Из теоренч С.Л.Соболева о влохении прост9ансr."V/r(RО) " L_(RО)
\plr,l, p>t) следует, что енкость CapP,'ft! B"lorolrr"r" от нуля.

Приведен еще несколько известнuх свойств енкости:
(i) Пчаьрl<пп € - компактное подмножество ,"о" 3n . Тогда

щ(i,е, i! BrrD * . оар b,i! Ш"l1,

гАе С не зависит о, Р. .

(11) Для aсех коипактнO.х под.rнохеств / tшара 4

cupP,'fl! B,i - оар P,'fr! (K"l).

(lii) Если f<t , то

mp($,w!R^l),

(iv) Еслп 1>l , то

шр (Б,о,w! B"l) - ро .

Ectlr^ 1>pl , to

o-ot
Р"-Р", если оrРt, р>l "лч Пrl, Р-/;

hg Zlfl''P , ""n" о-р!, р, /,

(v)

сор (r, W!B",1) > с (mьое)tП-"'О

(й) еспм п-рt , dtq <l rTO



*р (n,W/ tK"l) ,- , (to, (еО f mьоd)'? ,

По определенио, ограниченная область 1В принадле)fiит классу fа' , ""-
ли для каждой точки границы 0{2 наадется такая окрестность , в которой iltJ
допускает ( в декартовой систеrqе координат) задание уравнение.. у -.пd , rде

f - Фчrкчпяrпроизводнце порядка К которой удовлетворяот условио Липчlица.

характеристику простран rr." lt(W!tQl*W!tПl) дает Аоказаr"а, в fr,]

Теорена 1.1. Паспо Q-оеранчченнаяобttаопDкJасф СО' ,П, l -
целае чuсrlа, m, ! 20, |.р<а. гфооttр,нопв" М N! rZl * Ё BZl) coowulll

uэ фунtааlй f 
.Wf ra па,аlа, чmо

lv, у iel, ny;el,
Sl]P
lсQ

+

Рор V,wi tK'l\/' L*р p,wi-etK^l|
|/р

Левая чаопо эmоео HewBelcrllla эквuваленmна нор4е lУ;аlл-.l . В чacTr

|х , аlл_ 
^- 

цLр_ - П'Тr 
? !r-=- +ll I Ql_ ,

е.о |mра,w; Ro)nre

гIwр,пrп ,po>l , npocTTtи,"^"oM(W!tOl -W!el)
с прооlwнспв* W; EJ) .

нос7пu ,

Р,К

где d - дп"""rр облавч Q

ласти, введен , \'l; @) норну

lu,lJI

Для того чтобu выявить зависиr.rость ЁпоторUх констант от диаметра о6-

совпаOаап

(1.2)

, ПОРОtХ-

di
i,0

l-K
lv,,u; QПр,

норму в пространстве нультипликаторов м (W; @)*W!Ql)
деннуо норrtой (1.2) , буден обозначать через

ily;€n|,,nt. (1.з)

В следуПцей теорене приведенч норнн, эквивалентнuе норне (1,3), причен

эквивалентность пони.,iается в To}r снь.сле, что отношения норн оrраниченU ,

отделенн от нуля постояннul,tи, не зависяlц"r" о, d

Теореиа l .2. 1) |ltqeы lrесlло соqпнаlЕнuе

4з



lyi2J,-x - fyo Wр, (ВrlЦh
lvgy; el

il

еОе Bzd,- * с ценпроl4 в некопораi rоu*" 0еD В елучаепр.п *8ц
!"|Фllо заленr-о 

"о Bn . Пщ m- | вrорое слаеаемое р"rо l! ; Q | 
". 

,

2l Еслч Рп > п , по uJ,еqп леа|ю соqпнаденuе

il, ;al .*t - d,'-o/P 1у l aJ р,| . (1.4)

Доказательство. Утверждения Teope...tu при j-/ содер,,rатся в теореме

1.1. (Для того чтобч получить утверждение l), следует дополнительно восполь-

зоваться свойствани (1)r(ii) емкости.) Переход ot 4!-1 к произвольно..rу

d е (0,1l осуцествляется с помоцьо преобразования подобия.

Пуст" U , Y- открытые подлrножеств "RП n а - отобран"rп" U ," У

такое, что определпr"п, dЙ2'сохраняет знак и отделен от нуля. Как , в fЦ] ,
буден говорить, что Р - P,tl - диФФео}rорФи рr, [> | , есл" элеr.tенты }iатриць.

Якфч 2l принадлежат noo.ro"""r", MUt!'' (U),
СФор}rулируен несколько свойств lПh - диФФеонорФиз}rов:

I
1) ПустьUеWr(V) "3rl/.*V -Р,а- диФФеонорФиз,.l. Тогда

I
tloaeW) {U) и справедлива оценка

il l" r, Ull r,с < сlч;V llo,x

2l Еслч Z - (Prl), апф.оrорФизr.r, то а-|- ,а**. tP,4- а"О.оr.rорФиэ..r,

,.". i12-';' ;l/Ш r_,_!_,-<С.
3) пусть хrЙW! fui " ' - P,h - АиФФеоморФизн.Тогда 1" zr|Wrl (t/)

и справемива оценка

|l" *, ?Jll 
-rз 

с i/; \,l 
ll Ft .

постояннче f, , присутствушlие в 1)-3), зависят - tпf deta', о, p,t, П

и Hoprirb. lа'iЦl|ч,_t_, . Аналогичное за..iечание относится и к следупце^rу

свойdтву.

4l пусть|lr\,! .,n !{ - открытые под^lножеств" Rn , а Zr:[.l -V " Zr:
V * \{ - Р,O -диlDФеоморФизмu. Тогда

, |(аrо а,)'з 11l ,_,_n, *r.
Утверr<дения 1)-4) докаэаr" в fl] , где рассух(дения проведены для Hop..,ru

( l.t ).'П"р"r.од к Hoprre (t.2) не вносит изr.енений в докаэательство.
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ной липlлицевой областьD назовен область G-|r- (ЧуlеRп' IеrR.о't | , .,
!rPWll, ,о. 12- Фч"кчия, удовлетвор"пцая услЬвпп Липшица l\ЦYP(crll<
<Llq - ч| .

Следуочlее утвер)fiдение характеризует коэФФициентu диФФеренциального опе-

ратора, полученного в результате заa.lснu перененнuх.

Предлоr<ени е 2,| .Ifuапо G - *"rц-ьнdя !о.fllд,lцева обtаапо u fu-

проuэвоllон,lй tp,6 -arfuotropфlзt"t: Р: * G . Пу-ь лl"

" 
o(z,Dz) -r*?,* а&в)D: , zeG

S (ц , Dq) - о}*, боtпо', , r'R:
- Ouфwttlц1,1oltorn" *" -ц " ý " Ri , сеямнме wBetctlllol|l

ýл- [R ([ о Ё'Л , а, , , (2,1)

Eetu а&а М (W!-'"'(0) -; W:h D) fuul все.r дуцыtlаlноеtсёовос. ,

* lo € м N ;-|Р' Й i l'wiur' Bi ))u "пв"ал,са 
qlзн,цl

ll, ; Ri l, _,r,- 1-1L 
<.р?r*, lan l 0l Fwt- l- h

ý 2. Предварительнь.е расснотрения
для специальной липшицевой области

lo. З""е"" переr.rеннчх в диФФеренциальных операторах. Специаль-

Докаgатсльстrо. Пуст,,Z - L(f) . Хнсен

If ОУ 
^; 

{rl,
/<lpкKl

гдс Gунниров.ниa .сдатся по эсGн нlборан нультиинд.кGоо j,з (Ly) 'rr*., "rо

2 Оr,- а,lb,,|>l, 2 (trrrl- /) - l*-pl , Q.2lbl 7 ' Ч' i,i ,l,

TlK кrк_vъ е MWllBil c M$(K|),onr*l-|, ,оrоr-сю прGА-

лохснио z.l [l] , ' 

4'



Поэтоиу

или, что то ше сайое,

0стается заr4етить, что

,о{ r, , м (w, tпi) _ w.-lLtjl+t (,{ ))

# 
ч'|л,, , N!-'u'(Ki) * w:'u'-i|o,i|-,)rKi )

# 
ur, ц. м (wf "' tKil - w: '"'(aj)).

/
6, -,r?л,.r(о*, а,) ) ч lf о!а ъ, , (2.3)

" 2'l"l(G)-Wf-rrl)) 
, " 

,"**" ле}t}rа-и воспользоваться условиен a"ePl (Wi
вч Ц.2 n r,.з ft] .

Ленма 2.1 . Пуопо 0 - *"rц-Dная лuпlдtl4ева обtlастпо u fu- проuз,

вмонm7 {p.!l -аrмаqорФвпа:R; * G . пg-rо ur|" Р - оОнороОнай йлфе-

wнl,|даJlонаrй оперюр поряока /t с посlаяннаr.u коэфuцuеwrgt"оt u S - on"-
ptlop, оtлреOеленнай wвенопвор| (2.I | . ТоеOа

Is -R , Rf ll l*t_t,* с lД- x'l Ri \ r_,* r_,n, Q-.4l

еое !- непрер"*" ooi^**'rr*T' " прооrrщ'с"пее l|W!'tKi),
( Под норной ..,!атрицч здесь и далее подразуиевается cyl,tнa Hop..r ее эле-

нентоф

ДоказатеЛьствО. ВведеМ обозначениЯзе= t| n q= | fп-Х,'; R! |b,-t-,,
Пусть еще S, {4 rDr) - глаэная однородная часть операrора J . Так как

Sr{Т.Дl - Ska\*P) "Ъ для лrобого вектопаrО€RE , то каlкдчй коэФФици_

ент оператора ý отличается от соответствупцего коаDФициента oneparopa r{

в норне пространств 
" MW:' в: ) на величину hPl . Поэтоr.rу l0-R ;

Rilс-ьh<ш.
Расснотрин коэФФициент" on"p"rop" 8 при про_изводнчх порядк"|Р|.h. .

Пусть rDорнула (2.3) сэязuваGт коэФФициентu 4о, "l, on.o"ropoe Р ; S
Поскольку в (2.3) Фигурируlот только ltультииндек"поб пор"д*а {, , то при

lРl;..lъ В СиЛу (2.2) каждое слагаемое в (2.3) содержит хотя бы один,ttножитель

D-| ?"i(l) , Аля котороrо |4;;lr/ . Так как такой }tноlхитель равен

DЧ Гъrtr)- r) , ,о l $'rRi|r_,r,*l_h<ca,

Следователь"о, lS-S,, Pi l..,t_hoШ . Леr.rна доказана.
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Повторяя с очевиднu..lи из}tенения}tи доказательство лемr.rы 2.1 и используя

приведенные в ýt свойств" (Р,l)-диФФеоморФизr.ов, получаен следурций локаль-

ный вариант ленцн 2.1.
Лемr.rа 2.2. Пустпо ваполненц все yclloBlв преёлшенuя 2.1. Дlв всеа

ftW:(R:) с носurпе.пяJq1 е.ВNП{ пrр"паruво неw.венс7пво

i(S-R)л ,R!,lr,Lt < cXE-i; ts.ПВ||ь,-|_tlt;Ril"2, (2.5)

еОе f,- пооlюянная, не эааuсяlря й rе(0,,l).
tw,р(t-|)>п ио' (l,..Ц) следует, что неравеflстэо (2.5) эквивапентно слеяуDr-

цей оценке_:

2o.0nepaTop Г и его свойства. Пусть K-lr2,... Обозначин через

Wn'l' РО-') совокупность следов "" ВО-|= |1=
пространств" Щскi ) .л*"i известно, W!'/'tK
полнение пространств " 0о*(RО-') по норме

(r,
*,)

g)zy=0)
представляет собой

65lнкциЙ из

nJ-

буден пониl,iать пространство r.rультипликаторов в

|Dп/рч,R"-' b * L,;RО'I.
где

(Duu)tr'l -
n.oMw[/otK*')

l v", rz (а+h) - y 

"ru 

@)l1Ы*"blr)/'.

tlli-b{K*'),
снабженное норr.tой оператора у}rножения. Необходиr.rые и достаточнuе условия при-

надлежности Функции классу МW'-'lrrrЪ-')о"*., " [3].

Лобая Функция ]еф 1Ра'') порождает on.o"roo|-TY , определяеный ра-

BeHcTBorii

Vl)И - 
)"_,u 

(г)у(ту+s)dг,

\
Rn'

(2.7l

В f3] по*азано, что on"p"rop Г непрерывно отображает /И W!-|o tK'-')
. Mw; (Ri )

Ле}r}rа 2.3.Пуопь {. - а-мернай лулошuнёеrcс, u Krln- цеtйе нёоtйлttа-

twvяыg цuслd,к> |"l-r > 0 ,.Ъёfu опёипор

Mwi-'b {K*) rl - |" 
(л*Tl)Gl<ll (W'R!)-r,vf-n*iЛil)

непреwвен.

Доказательство. Ясно, что
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2" tdгхlrr) - D'oo>o,_.rrr2''' (D'гу) в),

т
где р - чtyльтииндекс порядка |с l- г , съ- сопi . 0пеэатоо;/ З 

2'*| 1О'Г)tfl
иritеет тот ,(е вид, что и операrор Г , и поэтому непрерчвно от-ображает

MW;'h (Ro-') .МW;R:). отсода и из предложения 2.1 fЦ] следуе,,е-

Mw)-'/P 1по-l ) э x_nOr,l'м N; (Ri) _ w;-'"'r" (r| |)

м!/| n,-" с

прерь.вность оператора

Леr.r}rа доказана.

3о. сп"ч""льнче липчrицевu области класса

циальная липчrицева область.

Совокупность 'следов 
"" 00

*" W!|' taCl . Анаlюrично

Г - подr"о*есrво .ра"пц" dб
дания обозн""п" u"o". /r/

Как и в fl], Оуде" говорит

Функций из простран"r."W_(G) обозначим че-

определяется пространст * fu!'h tГ ) . ,о"
' . Gлед бункции / на границе области ее за-

ь, что специальная липшицева область С nrn-

t

- спе-

( 2.в)

надлежит классу 

'r:'/' 
( pr|, l - ч.по"число, lrl t,, еслч |91/v|w!'btп1.

По определенпп, \U|l-|b - СОl.

Пусть Г- *"р"rор, определеннчй равенством (2.7), где У- 
"еоrрrца-

тельная бесконечно диФФеренцируе}rая Функция, равная Hyrro приltl>l " нор,lиро-

ВаННаЯРаВеНСТВОИ 
\ lkldT-t.
Rо-'

_Пусть .r" ф - ГР - продолжение Функции f на полупространство

Rf -{а -G,D: ЕеRО-',2>0}.
Так как

ysф (ý, ?, -\*,v(r)(vry)( tr€)dt,

ff t(,u)- L, u,"," (чф(т7+у)dс,

,о Vфс MW! К|и справедлива оценка

lчф , R| l,,*7, < clvg, RО-'| 
с_,_/r* l_t_l/p

По, t-| левая часть этоrо неравенства !.rажорируется норl,tой lvg;R*'l-.
В дальнейшен всякий раэ, когда появляется ,орr"1,1r-r-цр-rь,!-цр ' иск-
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лочительный 
"nv""a t= 1 не выделяется и Hop..ra l'l.-цr* _r r/о 6rо"r фоэr"-

чать (хотя в буквально!.t сltысле это неправильно) Hopiy в л4|
ИЗ леммы 2.3 непосредственно вытекает

Следствие 2.|. Пуопо ý - 
"п",ц*оная 

лuflrццева обJюсlпD ,<llacca

^, 
t-'/P

М _ . Пусtпо аце d - палqzпелонай П-лернай лулоttо,tl,tнOекс u Г -це-,,р
лое неqlрuЦаmельное цuсло' {>!вl-r>а Toeda фунlа,лru 1*оп(D"ф)G)
пцlнаdtlылm прос'wнапва М($Ч Ri )*IVj.'"*"tДf') " ч rл"-,,"rr-

ОЦеНКа 

l2'-f Ф; р|l a_,*t_lcl+n 
( cl v р; RО-' l r_ ,-yр* h-|/р .

to. Отображение Х, и его свойства. Пусть 4- aп"ц""пьная липши-

цева область класса Мr'Ь , {>l,
Следуя работе fЦ] , .""д"м отображение

R|,4=(с,D L-z-- tapeG
равенства}rи

r-€, у-К!*ф(r,r), (2.9)

где ( - по.rо"rная, удовлетворяю|цая неравенству K>L . Согласно лекне 5.I
пз frr]n отображение Дr- tptl- диФФео}tорФиз&i.

По лемме l. Z }] ,отображение Р , .обратное к Х., , является (р, /S - о"О-
Фео}rорФизмо" 0 *R| ,

Так как обласr" f, (р,[г апо.олrорФна R! , ,onno теоренан 2.5, 2.6 Щ,
14W:h (аil есть пространство следов 6r"-*чпл "" MW! rO.

Из следствия 2.1 немедленно получае!t

Следствие 2.2. Пуопо d,- палйлrпелонай fu-пернm1 лулоtплuнёекс, |n -
целое неопрllцапеllDное uu"no, i --ld.|-n >0u L(Ю - tЪ t l,, .., Ц И )l . Т* М

фцнкцuч 1-[" (D"\)(1) п*rоМq,аm просlпwнспва
- 

M(w!, (RJ) *\,V/-'"'-"(R;)

u спщвеOлuва оценка

Утверждение об отображениu Q , подобное следствио 2.2, tрбует отдельно-

го доказательства.
Леr,r}iа 2.Ц. пустпо d. - палй.лллелоный 7ц-лернай лулоttuuнOекс, r - целое

ly' D" ъr; Ri l t4_ t-t&|+r.<c 
l ч 9 : R"' I btllr- 1-t-l1

ч

неоlпрuцапельное цuсло, l r-lвl-r >0 u a(zfl4,,F),. ,. ,l,1'Х)| . Тоеfu, фунlцuu

п*( ! 2"а i) Q ) пwнаdлайm проолlраr-"о м (W!' r C'i -W 
h'п'*п{ 

6 )1
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|ЭРа')-'7tавDrrrД 
У 

D'{a, k),

rде суи}rирование ведется по Bce}r набораr.r нультииндекaоaL-(4;i)rаких, что

Zbr-d,__l1yl >1 5 Taцt-l)-ldl-|pl сп.Jо"","льно, вчра-

*""i.(2nDOi')Bl есть сунйа слагае..tшх, ка*дое из которuх является произве-

Доказательство. Если |4,|_/ , то утверждение следует иэ определения

Р,h, АиФФеонорФиз.{а.

!опустин, что ле..lна доказана аля |4;q7y'. Пусть Р| - 1,1 ,r=N. Для лобо-

го r.tультиина"*a" / порядка N-| "л".л
,

tо%')сil : oi |х' ( a(z)).l-' :

tslpкldl

дение}r двух со..rнох(ителей

06означин через
'у 

челче поrrохительнче числа такие , чtо ay<lJ.yl,
. ТогдаZbr+)-r-tpt

|1'D"a' \ а| F'- l-]цl+П< 
clvТ rRn-'I r-,-Yr*l-t -|/р 

.

п, (z) - il [т ( ч"l-' nor ,) B,l.i-tl u

поскольку lpl>l . To1,4yl*/,/-t и к Функции z-QЧ-l/LЦrlrЛ

tt,(z)- ,rU'r' D r 1х')-'7 h Ф) ,

п,(z) : i у 
(2-'Pl2"i r,) kl.

Из следствия 2.2 вчтекает, что Функция B-t'Pd(t)-' принамежит про-

странству MW:| Ri), " так как а- И[l- диФФеонорФиэr4, то 
'rcMW!'D.

спр,веёпва oLpHKa

3начит,

5о

примени-

ltto иНДУКциОННОе ПРеДПОЛОШеНие, СОГЛаСНО Koтopo}ty ОНа ПРиНаДЛеrиТ ПРОСТРаНСТВУ

м (w!(4) - w|r-'^l'*l (cD, 9-1n,'l"il.,,,.,1-1.



,rr. м (w!' t r,-Ё' -' u +ii r б ij' 
G l = м \w!' rc l *, 

!-'-' 
u'n 

G )),

и так как |o(|-/1|d l n,iit€ мr;-' (0) ,,оЕ|Ф2€ м (wrl'rcl-w!'n'{cl) .

Леrqма доказана."=-'"r]i^-"i'"*,t 
- диФФеонорФиз}r оставляет инвариантным просTr_atl "r.о\t/! l

то Функция U , заданна е "а flQ , принадлежит пр_остран "r., Wf,rP ,,00) '
в Tol.t и только в Tor.r случае, если ur/rfu eW!-'/e r*^n' . полоlким

fu;Oе |р,t_,/r - ltlo trЪ i R*| l r,н7р .

Если здесь внесто l, взяrь произвольны О Р,6- оrБ"о,lЬa" 
"" 

R: - G , то по-

лучиl.t эквивалентнуr, Hoplly (см. fЦ , лемr.rы q.l, q.Z 
" 

q.rr:)).

ý 3. Нётеровость эллиптической краевой задачи

lo. Оrраниченные облас r, *n"r"" М!-'|Р и условие 
':U|

пусть {) - ограниченная область *n""r" Со''

06ъединим в класс t4rЦР ц{=2,3,, ,,) области {J , удо.петворяшllие
следуоце..rу условио. Для,кахдой точки границ" 0Q найдется окрестность, в

которой 0{? oonyr*"eт задание ( в некоторой декартовой систе}rе координат) с

no'olllbo qункции i|, n"*T., что V 9 с MW! 'Ч/Р ( R n-') 
. кроне того, по

'"*^;::' 
,:!.*:":"', "," область Q пр"""апех(ит классу w,-b , если

0{J ло*", быть локально задана с поr4оды

Так как lq,,F'-'/рrRп-')с WL'-/p r'Oii,""io),',,w!-hй^') , ч

баtlRП-')сW;-Ъ(R*': Ц) , ,о noo* ограниченная область "" Mfl/e
принадлежит *n".., W:'h.

Согласно 
"n"o.r"'rno 

1.5 работu |3) ,."nnp(l-t)>,П , то

llvg; R'-' | ,-,1r-^,-,/р* ffi*, lv,P ; В, @)l r,Lь t/p ,

Поэтому пеr,О(l-|>п классы ограниченных областей 14t-'h и

падаDт.

Для оГраниченной областиF класса f'О''*оa""rии через

пространство следов ""0{J Функций * W! rЛ,
вспоr.tиная аналогичный Факт для специальных липшицевuх областей класса

Мr'!Р (cr.r.ý 2), получае}r, "r" МW!'/r|аQ) является пространствон

следов бункций "" MW; tP)

пусть Pr4,,,.,Ph - диФФеренциальные on"pa,op" 
" 
j7 noo"o*o"

Wьф сов-

h/о
ц 

,(ар)
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2h,кr,..,,кh, rд. 2/z=l, к/ ..l . поa*олоlfiиti, что коэФФициентu опе-

HcTBa..t ct-'h ta) , се-r' (а) со_

cyulecтBeнHo ослабить, используя прост-
раторов р и

ответственно.

u оперпор

Р принадлешат простра
l,
(Это ограничение ножно

ранстэа иультипликаторов, но нu предпочитаем не услоrrнят5 q9рнулировки.)

!опустиtt, что оператоо" Prtr Q ,. . , ,tr Ро образурт эллиптическуD KpaeByD

задачу в каждой ,оr*" 0€ 0d2'orro."r"nr"b плоскости !-0 n "rо *"раrорР
эллиптическпа в !?

В дальнейшен Ballrнyo роль играет следушlее дополнительное требо9ание к

области р , "азrваеиое 
в дальнейшем условие}r 

'r/Ьф 
.

Для каrrдой ,o"*n 0€0{J суцествуот о*р"сr"о.r, / и специальная липши-

цева област" ý-|z- (cyli 
_I€RО'' , !>p(al]1 такие, что NПР=lJП С и

Пv,Р; RО'' 1r_,_цr_ с_,_,h< а.
За"r"Р((Ч)-П " d - некоторая постоянная, эависяlцая от значений , ,о"*" 0
коэФФициентов главных однороднuх частей операторов Рr4r,..rРп в системе ко-

ординат |с,у). Пр, f,=1 роль последнего неравенства играе, o.,l"*" lVYrK"'lý
0чевидно, области, удовлетворяпцие условио N'-|P , принамехат клас,

", fu|:'b" r"" uol"i,* n"r", W!'/r. в ý б будет дана эквивалентная Форну,

n'ooJ*" услоэия N 
е-'/Р 

n 
""r"*"'*ne 

из нее достаточнuе признаки вчполнения

этого условиl.

2О. НётерОвость эллиптической краевой задачи g cлy"ae!t-|)<tL

.1 . Еслu э t4 < п , f .р=оо ,_u обttаапо !) уОоulепворяеrrt

, по Оля лtфой фунlа,luч ц€W!ВЭlчлееm лест,о a,le',ca

Теорема 3

асловuю N 
r'iР

h

lurQlor=c|lPu;?lp,hl +2llrР ч : 0{2lj,| l р,|-т tp+ ilu, рl,) (3.1)

lp,tnq,...,bprl,W!ro,1*w:'l р)^ irr'-'-/О |un) (з.2)

Flr
HiiпepoB.

Доказательство. Получин априорнуо оценку (3.11. 5rо"" испольэовать

те же обозначения, что и в условии Nn'/' . Пусть f/ - открытuй шар r.tалого

рад].rryса,lеСr ftt), " R n R,- ..п"Й" однородные части операrоро. Р "rс за,.rороженныr.tи в то.ке Р *jэФФ"цrе"rами. Ясно, что

ПtР-Кl(rц) ; Ц п Q| 
пt=ц< 

on1a ; Ц п Ql,|+cl4a ; lJп Qlrн, (з. з)

ГДе 0.- наЛОе полонительное число ( требуемая степень .tiалости определяется

коэФФициентаrirи оператороs_R,Rr,..,rRh) . Аналогичная оценка получается для

#о,, 
||-Оi)tцul " W;--' (чп р)



В силу условия N 
Ьh 

, константа Липчlица функцuи с| }iала, поэтону в

определении (2.9) от#ажения fu,R! * G r,rox(Ho положпi" К:/ Тогда из

оценки (2.8) получаеltt, что "аrрпца i-' отличается от единичной по норне

пространств " MW:-'R: ) "" 0d)_: согласно [,sJ , для всех Функций

rcW; R:) . .f,"nr"n лл" в В, П Ё справедливо

lл,RJ lp,/ * с(nK,r;Ritr,,bzt *Ё l hR, t;R*' lr/-1-).
Налость числа l позволяет за..tенить зд"", R " Rj ," J " tj соот-

::::r"""".. 
Из полученной такиtt образом оценки и лем.|tы 2.3 следует неравен-

|:u: ЦпQlr,с< с (ilR Gч); Ц п12lr,r-rr +

|L

€ ll trР, Gч); tl п 0Р l p,FK,-t7,

0тсюда и из (З.3) выводиri оценку

lхц ; t2 nr,r " с |lP tu1; l? lо,ьzt +

L
*2 |lr р, ( s u) ; {2 | р,ь *; /е+ 

l 4u ; а l r,r,) .

Суrаr.rируя по Bcer..r достаточно ,iiалUrtt окрес r"оrrлл а , образупции no*p"rra d)
получае}t неравенство

I u : Q l p,t = с (l rч i Q n 

р, ь zh ф 
nr, О, 

" 
; 0Q |р,t-уъ+ w, а \н)

0стается воспользоваться известнчм неравенствоЕ

llч;{Jtrр,|_,= t Iu;!2lp,l *сE)lu;Рl| ,

где f,- сколь угодно riiалое положительное число. 0ценка (3.1) докаэана.
Построение правого регуляризатора не требует новых сообрапений и прово-

дится по стандартной схеме. Теорена доказана.
jО. Нётеровос,ть эллиптической краевой залачи в случа?С-tlZl,

теорема J.2. Еслч р([-il>п, l.p. - , u !2 ' $-'/' , ,-
справеOлuвп уmвефенuя пеорела 3. 1.

flоказательство. Из условия Q aW 
|-'/Р 

и Teope...u вложения

С.Л.Соболева следует, что область и}tеет ,J"""u" класса С' Понестин нача-

ло координат в точку 0СOQ и направилr 
""" 

0У по BHyTpeHHeVt норнали Kfl{).
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Пусть Z - о*р""r"ост" то.*, / иэ определения класса

Toi в силу (3.4) и (3.5),

Wпф
t/p 

,.*п-t 
,1

, т.е.

. 06оз-

. Из пос-

апВ=|l,ПG, ,д" ý-fz, сеРО'', ! >Р @j " 9rW:
начин через t, rirалое полоt|(ительное число, которое будет вчбрано в дальней-

lttel.i, и nv"r" Bn-|ZePo , lZl .PJ Вчбереr.r столь r.tалое чuсло 1Q , что

lчр ; Вrп Ron |* . g

"Е"rс ?/ пусть trCr Br),7-1 "" -8, , !р(il-[lzф) . ,".-

о""Ъr**,,rп р*-{[r ," R'-' и за,.tети..t, "ro!YP*;ko''il*=c,,
0пределим продоп*"",п" ф Функции 9* ," полупростраr.r"о ,ff paвeнcтBo}r

ф-Г9*. В силу оценки (2.8), где функция / залrенена "а Р* ,

|чФ;Рf П"- <сt/. (з,4)

Так как

Х9*,RП'' |пt_,h.СР)lР, R'-'I p,t-,/o ,

то

l*, BJ lp,l * с Plp I RО-' l r,b,p.
Пусть теперь Р - столь ..rалое поло){ительное число, что Г<f и

,t-t-о|р|Ф; Rilrp.0. (з.5)

Поскольку

ilчФ,grп п|lr,t_,*с (tr ч,Ф; В"п R|lr*/аrФ|чФ;4пкi|_"),

,t-t-Пf' Rфl В"п R: trlr,{_, * с е

Согласно (1.4), послелнее неравенство оэначает, что

trч ф; В пп Ri il r_,*|_, 
< се.

По Функции ф no"roo"r.r отображенrе L равеrстваl,rи (2.з) , ,л. К= |
леднего неравенства следует оценка

ll д -а,'; 3" п В| l ,_, -r_, 
< со,

Теперь достаточно провести рассуждения, уже испольэованные в Teopelte 3.1. При

это}r роль uapa |], "rр"", Bn . Следует при,{енить оценку (2.6) вместо (2.4).

Построение правого регуляризатора проводится стандартныr.r обраэоrq. Теорема до-
казана.
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ПовторяЯ известнче доказательСтва (сн. flЦ , 15] ), и9 оценки (3,1)

вUводим

Следствие !.| . EctTll яОро оперtюw В.2| пrрлвчаltDно, по нормуl2iQlt
е (З.1) мйilо опусlDапD.

Следстзие 3.2. Пуао Ц u V , опOсиIdе поОлнщапва RО,ЦСV

" uеW:( Vna; ТоеОа спрвеОлlва a,pь,ccl

|u;ЦпQlр,с= с (l Pu;Y пQl p,!-z/z +

-ДОr, Р1 u ; V п 0{2l оt_ *;_,/r* | u ;V п р l, ),
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