
удк 51 7.9q7

о повЕдЕнии нд БЕсконЕчности рЕllJЕний здддчи дирихлЕ

лля рАвномЕрно эллиптичЕскOг0 0пЕрАтOрА

Л.Л.Ткачёв, Г.А.Шr,iырёв (Новосибирск)

исследованию поведения на бесконечности рещений краевых задач для эллип-

тических уравнений и систеr.t в неограниченных областях посвяцено в настояцее

вреr,tя больtllое число работ. Достаточно полное изложение данного вопроса и биб-

лиограФию к Her.ry Mol*Ho найти в работах П-t8l , где доказаны теоремы типа Ли-

увилля и.Фрагмена-ЛинделёФа, исследованы вопросы единственности и существова-

ния решения в различных классах Функций ( с бесконечны}.r интегралом энергии,

экспоненциально растуцих, су..t.{ируеl.tых с весо}1 и т.д.) ,а TaKI(e получены апри-

орные оцелки.

8 настояцей работе исследуется поведение на бесконечности рецrения зада-
чи f|ирихле для paвHol.epнo эллиптического оператора 2-го порядка в предполох(е-

нии, что область удовлетворяет некоторым условия].i геоr.rетрического характера,

при которых иr..еDт }recтo Teope}.ra Хоп9а и Teopel"ta типа Хиро ftl . Полу"ена ско-

рость убывания решения при [С| в зависи,.iости от поведения коэФФициентов

и свойств правой части"

В неограниченной облас 'n Q с Rпa ,"*о"пактной границей Г- а0 расснатри-
вается задача [ирихле

L @.D)ц

uI -0,|г

0ператор/ @rD) предполагается paвHo}repнo эллиптическин, т.е.существуDт чис-

па ЪrlЛ.2> Р (константы эллиптичности) такие, что

Ъ,lll' - 
i_,о, 

@)€i(i<^,zlý|" Vле0, (з)

ау tr) : ail@).

Определение. Следуя работе [lgJ , будем говорить, что в точке 14оеГ
выполняется усrю."еЛ- Л строгой параболоидности, если суцествует парабо-

лоиа fl (1|о,/ъ) - |r|о+|\: o.p(lll)< ?.h}_,.о"." f __*"с"r"льные координа-

ты; 0 - коорлиJlата вдоль вектора норr.rали d; РВ)=SЯ(Х) , а }rоgуль не-

no"o.,O""o.r,. 52 rc) удовлетворяет условиlо Дини1 такой, ,rо П(/r!о,h)a G ,
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Пtц,h)пг - мо.
BBeдer.r некоторые ограничения ,," ,р"r,rпцу f и коэФФициенты оператора

/, (с,D) :

1) В кахдой точке С€Г выполнено условие D-P строгой параболоид-

ности и 
""*rорЪ|4r7 tCll. i направлен строго .rуrр" 4.

2) КоэФФици""rJоп"о", ор" /., (crD) принадле).(ат С' " " некоторой ско-
pocTblo стабилизируотся на бесконечности, т.е. суцествуот постояннне С и

К> l такие, что и}tеет несто

I*rou,o|, c {,+ lcl) , f,- |," ,, п , (4)

Будеr.r предполагать, "ro|1c)eC"n on^ нее выполнено одно из условий:

3) lfвl"йfu,l,е.
h t @), L 

r, р(Е n), р, }, п pч l, рУЬ - 
r!),т. 

е. конечна Hopl.,ia

lf tal, Lop| = l|tai(l+1ol)P, lrl. - .

Теорена l. Пуопо вапалнена преOпuлшнlл 1t- 3у. ТоеOа еслч tt|c)-
раленuе заOачu ( 1 ) r( 2-|, уOовлаворя,Qре услооuю

Ы lч@)l- 0, (5)
lзl-+оо

mо uqеап леспо oL|eHKa

с(ФwlL
lUtаll<7 t ,(/+lc,)

еОе О2 0 cxotto уеоОно ML/lo, а - rпiп |K-t, l-Z,п-2J ,

Teoperqa l' . Цуапо вапмнена преОrlол@нtл 1l , 2l , 3'|. ТоеОа еслч

Ц(Оl - ра.uенuе заОачч (1' , Ql , !Оовлqпворяапlее условuю (5) , по l,1чeen деспо

а,'енка 
сrc)lаР

]л(д)l< Ъ + сlrГ" lf ,Lr,pl ,
(l+,cl)f'

eOebZlr - fi- i*т>O,к,=rтъiп{к,л},
для доказательства Teope}r нан понадобятся несколь::о вспоногательных

утверждений.

Построи1.1 
"" ЦИ) среднш Функциlо

,-t
h

(,# гН)
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где

GоG)= J уз(:ffi)(2а,iаlr,ti|*, (s)

/Z - некоторое целое число, rП> 2 , ХrВ) - Функция Бесселя со з"а.,*о" У .

oбозначиl.t u"o"a с' nooaro"HcTBo непрерывно диФФеренцируе}..ых Финитных

функций.

;:::: 
":".';^'ж"k**оо"о""оп, 

t€fп функцuя F rc,g), i' {r") ,

SuРРGе[Г: lr,l *Б"пj,еае lLr- конс,rrанпп э./иumацноош в (3) ч

G в,t) >0 Vtс Ео.
[оказательство. Для Функций Бесселя справедливы представления (см.

f2o ,l-n.tx,5z]] ),

i (r,о,: I, 
irt 

0: G)dt ,

!,lxl: (;)'
litt

dt.|-

(7)

(9)

(1о)

l

\
-,

2
( еit2

tЕ г 1l+!1

Тогда, в силу (9), инеем

8вl-h2 (Я, or,,tct{; t;)

к!Г(к+!) z"
т.е. 4trl- целая Функция, следовательно, и eitel Taк)fie является целой Функ-

цией. Иэ (l0), заr.tенив f на

5 or, (a) z, z, ,
Фr "l- О l

где Zi -коr.tплекснuе, получи,.t

|t л_"
l2

Z ori @)zizj )( 2ori @)z;zj

откуда и},tее...r l Ci tz\l* Сrе'аГцlzl

Такиr.r образоr.r, Функция Gi tZl является целой Функцией

сФерического тппаЦ{fu, (c".[Zl_] ). Kporqe того, при rf|)|

(-t )*

i* l* 
,,rt," ,

экспоненциаль ного

Функция
8t

,



Cit|l е L, (К") , что получается непосредственно из Форнулu асинптоти-

ческого разлонения при |д|*м tс". [Zo , Фор}rула ( lx.2; 2r.n)

!ulol =r[Ero(c-(z,t+ ilf,) + , (h)
Таким образон, выполненн требования Teoper,ru Пэли-Винера..ГZr] . Тен санчм пер-

вое утверждение ле.{нч доказано. 0тнетим, uro GlСrt) € f," дп^ лобого

t.^(T) - п , ч.,о легко проверяется " "rn" 
*оrr*"r"" ,fgРl-t(tЦi'F),

,о. F(p)- преобразование Фурье бункции {2.

Докажеr.r теперь, что при Фиксированноl.t / функция

достаточно установить, что

?Bcl }О . для этого

l0,"", 91,c)dr > 0 Vp, i- , 9> 0. (11)

06означиr.r для удобства
п

< ý> -,}a,J@)€o€j .

Покахеr.t, что

\r"'Jпr(.rr). c)+;z9=Ctrli(91cl), (12)

т
.о" d(ýrдl)Мозначает обобценнуп Функцио, сосредоточеннуо на поверхности

ý(с)- |tr!ar,@)t,E: - l| (сн.f2Д1 , С(с)r. С>0. д"асrвительно, в силу
( З )', .л'". r"у"r7пЬ"ооЬ"'. o.""i" fl 1а1 та кое, 

", 
о А Р1- 8*Pl,ts в\Цi ta > tо r4

,я.|1g1=|gilg1| . Произведя за..rену r4а2 , имеелt

l u ''a (S pildT -| u"|dr=driJ l ui(z,'l)o, -
Еп ýto lt7l,t

(переходя к полярныtt координатаl.t и учитыЬая (10), иrqеем)

- det 3 Bl . 2о !* (t В olý l)l В rcltlЧ .

так как |g 1rll |=rliБм)=,lffi,-ф,,о
F(l$оi-Сеlхозkr>). q2'# . Поскольку преобразование Фурье

осуществляе, 'ao"ofi"a" в пространстве Ц|варцб ý ' , Te..i cal.tur,i (12) доказано.
восполь зуемся следуш|иrttи соотношения..tи :

Ftp! 1 = Flq* {tи, \F rrry Hdý - (f -9) ol ,

где Я- on"o"rop преобразования Фурье,

СТих Фор}rул,
82
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\0,*r,r, аас - (9(

П раз

(свертка суцествует и ассоциативна в силу колrпактности носителей t(I,в) ч

Р Учитuвая (12), получаеr.r)

- 1ctd)^(d(,lrcl)* . ..* l (ýrлЛ * (t $и:D* р i (о) .

А- А--
Так как к72€С , то и 9е0 . Но тогда

п (il- /(Jr'l) *9- -\ r t7-il dr
д* Stcl

неотрицательная Функция из Ь
Повторяя это рассу}кдение lTl- / раз, получаеrtt, что

\ 01*,с1 9 k)dc = (с tol)* (t (s@l|* р,_,)(о) =l ?*, (?-ý)dt > 0,

Sto о

ПОСКОЛЬКУ На КаЖДОrii 0!аГе У НаС ПОЛУЧаеТСЯ НеОТРИЦаТеЛЬНаЯ ФУНКциЯ 
"" 

С-

Тем саr.rым установлена справедливость (11), т.е. неотрицательность Функции

€ РР1. Леr.rма Аоказана.

_а-2
-2

<ý><f>) *..-* !
-щ

Р*,sпsi')*р) ol _
2

0бозначиr.r

3десь, как и ранее,

<ý> -2оу
Инеет место следуьцая

Ленма 2. Спр,веOлчво фвенопво

,: 
dl,

е

G, tt,l): Зr(r"_, 1.Еr;.у,-,т
-+

m-|

иa.tеен

п
2

dli{i

atiatjir'rF,r;)- # z,ау(r)
а' t-х

0,

J" (.(r).r>
z

r

r
Gi фdc -

|t ),

( 13)

( 14)

( 15)

'/z

еОе 0r(с,r) - неопрLll4аIпелонм gfilHuпHff фу^у*.
Доказательство. Сделав 3анену 1: €i ,

hъ

!rn'ab';):#;ili,'(ffi)
d

I
;Il-d|

V ч Ш|'.g,11/,П'.ъ\+J' аТ .

hL.€0бозначив Z- ) , получим
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(применяя соотношение

/,l
vE

tc". fZO , Формула lX.r; 7Ll)и возврацаясь к пере..rеrr.," f имееrq)

#rrk),-**V*@),-Ч )# =

(luBlr-' ) - - r-'u*" 1 u*, k )

--!l"(
2,

а, Bl(; )( 2 oi to{;
l

ДиФФеренцируя подынтегральнуо Функцио в ('|5) по 2 , получаем

0,

lr(о *Ur.Е)(tЦеrjЧ )'- 5 (r+(t" rlц:",,)# )*'.

- Yt Ur|'.>)(tL.Tj?rTr'--: 0, (х, l,|'.t ).Гr1 (16)

|1усть 7n вr,rбрано так, что t*-rl(i) r+-2> п . тогда Функция

8 brh\l)a-lr' интегрируе}.tа, и, следовательно, допусти}.tо диФФеренцирова-

ние по параrlетру под знакоl"t интеграла, откуда с учетом (16) получаем, что

#r' а ("!i) : \r'('-о'(-т)а,k,lL.Г>). fr'd{ -

п-2

i- FоrО€-;€;),

\ ,' 
U-d| 

G, ь, h|'.| >) d{.

':-^ýЗ; 
ж:"" 

", 

jli 
l ; "],.,. 

"ё, 
;оу;:;,? /:,,

. 0бозначиr.r t'! rlrli=

:V,,aotr,)

on^ t<Рп-о(Ч)-Ч-r.
Докажем неотрицательность Функции F, B"l , Для это

в леl'tме 1, достаточно показать неотрицательность Функции

для лrобой неотрицательной функци" Рk)ri:
Введеr.i дополнительные пере},tенrп" f,'= (to*r, to*r)

'tffi;F-rirl

. Пусть. 7d'), i- (Е") - Fiекоторая Функция такая, что

non lf 'l * к , где ,( достаточно велико. Тогда

цiatj
Произведя обратнуо замену

проверяется так же, как и

-(t,,...,to*, )

э{0)= | " пtt'):I

/" k rr).r,
z

/" kr>)<rj
т

t* 
9iy))rc,: l(

Еп

8I.

tlttl r ь-t) dt :



l rl'trf k (>)<{>
-t 

ttl р Ь-il 2rt')йdl':

- \ drl't, (/') ! ,"' ! nk€)r€>tdt 
pfu-t)7(o-t')d,ldl'-

Ez
'п+2

(обозначин (("> - 2 ori @) *{j+ t:-l |:* , / (l" )= odt7tt't t

- \ ( \ , 
o1"€'J 

о(<{">)< y"s-L dрчdr,)7 F-r, o-t,)/tn -
Eorz' Ё*z 2

(используя lDор}rулу F gФ- FrP , F rP) , инеем )

= (F (х!(.{,>) .r'>-t ) * F UK) l (€'l) *7 )@lr_o

_\
ьuпе

(испольэуя (l2 ), получаем)

I а
2

:(d(ýro) - a({')l(ý)- i)tll",_o.
За"", ýlС; - поверхност, . Eot' такая, что

ýrcl- |€', 2a-rd{iti + r"*,+€|*z-tl, 9(tK)l(f'l)

- преобразование Фурье от пряного произведенил обобценнuх Функций lC')tl()
(см. Dz] ) .

Таким образо1.1,

( < г><r>
-Д\
' * 9(r))rrl : lp

ýrcl

(r-t)2d')dý -

но диФФеренцируеная Функчия. Далее поступаелt, как в леи}rе l. Лемма 2 доказана.

(в силу выбора функциu | имееи) -pag,"-rf T<JJ_TTrE"ЦGt

06ОЗНаЧИМ 

F,j (t,tl- I, 
iЦ 

lj 8 и,|)df ,

а',, tвt) - |а'rС ifi G,tц|ld{,

i-Adl.i,
где f - 

""*rоо 
внутренней rор""п, * Л в точке t

}rатрица из коэФФициентов оператоо" L !t,,Ds),

\ekaldS. отсода следует в силу выбо-
ý('EL raоrр"uательная, Финитная, бесконеч-

( 17)

, l d)-l аr.ill

Леrqма 3, Пуопо фунtсt4в Ц явмапся раценuеr!| зафtаl (1), (2) u yOouвn,
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воряеm ус/lовu|о ýt . ТоеОа Оttя лфоео gg ý ,леаr, леапо преОаавленuе
оо

u(d - \;t,t
0 \"а t о, ttl tо t,,ft) u(t )dпd/z *

-jr-*' 
[#,Иr, 

,l,аrtlfil'i b,#l

Ь,#) t Ullla, n

о,
t-c
m dldh -

utilаtdl, +

tl(

аi

с,

0а

-Tu 'lоF

-lr''l
о

с,

( 18)

Доказательство. Буден предполагать, ,{19 бункцияf в Фор}rуле (6) про-

аолllена нулен на эсе пространство. Тогда, повторяя рассуrхдения лепr.r 5r6 из

[rВ] , используя интегральнуФ теореиу Фурье и условие (5), HolKHo покаэать,

"rо Vce б инеет }rec'o

Ы цtF) :ц(а),
lt+0 'с

li* Utr@) - 0.
h*.о

0тспда, в силу Фloрtlулu Ньотона-Лейбница и лемr.+r 2, получаен

ф

l (19)

- X,rc)+ 1,ю+ 1r{с) + 1, {о) ,

u(rl - l;
л2

фJ а,F,,#)оt*
ат

lb

?i-,oy t,l

ф! Wr,r,- a-tt)+arttt) !91 -
ot, J

Ьуrcl-чtl|Й t,* Lu,зt)i.

0

а"
Далсс, инссн

аq (с)
,1 а

0,- й'

=- *uardl йё,*
(ю)

Подставляя (20) в (l9) с учетоr.t обозначений (l7) и приненяя затен формулу Гри-

на, в сил)/ Финитности "оо" { (цd " условия (2), получаен утверх(дение лемriч.

Исследуен теперь поведеirе на бесконечности слагае"", Jlz) , Irlt) ,1r@)
в Форrrуле ( 18) .

3ан9чание t . Веэде далее считаен, что ПZ в представлении (7) ядра

^ ' 2(а+2)0rЬrТ) вчбраноlпостаточно больtllим,42 #. ТогАа, как отнечалось yrxe

э ленне 2, функция ?r{trt) для лрбого фиксированноrо l, будет Финитной ч
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достаточно гладкой_по tr, а в силу (!7) Функции

дут также Финитнчни и достаточно гладкиtlи.

с (e)lcl L

(l+ lcl lý'

. По теорене о среднсн, инеен

еОэ 2_,осолD уеоОно мIлоrкr=-iп{цл} |

Доказательство. Расснотрим "r"""* слагае}rое Х, r"l . Обозначин через

Blrlr(d носитель 
^оо" 

tу@r#) . no занечаниD t, ,"ее":

Вр. (а). {/, l /-cl< с,hфl, lЕl @з)l* Сr,

Где Cr n Cz- некоторuе числа, не 3ависяцие оt Q. .э-ыlу раэно}rерноltr эллип_

тичности оператора и построения ядра FВrr) . Учитчвая это, пол)/чаен

l J, tcl l < с \ r''' 
\rr rrr * dt dlz +

rT ir-' | |ud,l'fu" )rоо,ffi^,*" 
-,

(учитчвая, .Г'Ъ n"o.o*oJ*r".*o" :-
неравенство .rBn,o"oJ"l llilli,l"*"TlЪ" ,= ПГg, ' а ВО ВТОРОН' ПЕDИНеНЯЯ

!gЕ l- кr-

-,#;i # 
- t 

^u 
В 

^* 
lnl d tz -Lr* -' lffi, rr|Q* Br,,blfШ,*

2Ct

3анечание 2. В силу докаэанной в лелtнах l12 бинитности

|t, t"ll+ l lrt.l l *
c(e)lr;tL

(t+lс.t)t' '

_ п.к, _t
/ъ 

2.n+е' z 

й,

Эo.arl " 0,, еil бу,

E,i,i. O,i ,

Фо9l_ч.ла (18) является аналоrон теоренu о среАнен для гарионических бункций.

Ленmа Ц. Пуапо коэфлцuенпа ау(ilчаовлаllвормп уфlов1,1rо (4l , а ам функ-

tMll Ц вапалнено ус!ловuе $|. ToeOli urqеап деопо нервенqво

. cl"l *i(l+lдl)t llf4
0ценин ,"n.* {{С)

a.j Ё)- ау (xl - Д #_щi @+ е d-cift,- сл) .

Поступая аналогично, *"* " /л (л), с ччетон сВПсrв Qбi получаен

(21 )
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!дLr
2ý,

l!,иl. с|'h
0

I
t

а.
T,l

/rhdt

(l +Й+О t-а в= &+

фii,
ц
|э

+

,,l *;l,ф] a-
. la'

т,

,ъ
п

I lдр,,т,
-{z

hlz

h-*, I
-ф

фр

...l{ -trh-h

оО

=,l,

@l

larttl-aytolldtlt "

,,lL фцtнъ mьllцР) ,'Fп,
-qr

|auttlarаlldtlt *

пt

Eila

<с

н'
т9,

I
0

ф
,-[,J_

lхr'4
(l+lcl)' I

-Crh

l * "rr-z.tz....r, )dz|м, "0

t 12

clcl<-+
ф

-,-, l ,.. I
-h'h -sd

t lдр.,г)аrtdl&dl.(r+la)'

Рассlrотрин какой-нибудь член в сунне, напринер первчй. }|Meem

)ау (oll dTd l <

ZC,

(интегрируя. по Q и )л.итurея усJrовие (ll) , получаен )

I

i,
т
,-r-
h

ф -а-!22

l q (t+lh)^

dt
dt,

Поступая , прид€н к утверхденио ленньa.

Лсrrэ 5. ITaatp fuнr{t4lя ftal rMrral^opяql уаюоч,о

lL

Тоей Ом 
".,-rо"*rо {

|trtnl| -

l/tcll- #*, !-2.
(Ol * o8| lллееп rеало а4енка

c(e)ldv
(t + to}Q-a ,

(22l

еОе О t,tсоло аеоОно lallo, lr-mittl"trnl. л
!оксlательство. Как бчло отнечено в ленне l, яд9о аЬrГ' является

rладхой rlrнrтхой функцией1 т.е. с некоторur.и, не зависяциrrи от О постояннчни
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^*tn) 

- suрр r (r,#)сU ,|c-t|* К,l'' У , l0 ,oTll.K".

Кr, К 2. [lrreeM

Поступая далее, как в леr,r,.rе Ч, получаеr.r

t

0рЕ)

dl
(iПtl edl + t dt

u+ |tl)enr
0srF)

la'

ll,w'"r( 
ГПu

п'
-2х.

I
0

ч<С

д
2

ф

I
ц
U(,

/. mФ Q 1,L e)dh
l

*,, c4)|alL
dh< utoPz

оо i
(l+txl)e

+с

Лемlrа доказана.

[оказательство теоренч l. Рбсснотриr,i первоначально случай, когда '

f@t=0 . Как показано в работе Ll9_1 t"".r"opeMy l), при выполнении ус-
по."л!-dJ строГой параболоидности ийеет несто аналог теоремц Циро о зна-
ке косой производной. Но тогда, в силу условия |), в ках<дой точке границы

"л"., Ч > 0 . Из соотношения (l8), учитчвая леи."rу 2, получаен
0ч

ц(аl<Цt l+t7d+Хэ@),

откуда, при}tеняя Teope}ry Хопфа t и ле}.rмы ll,5;получаен оценку

ч(r) <
с@)1аlО с(dlrlL
(l+lc|)*;'

д-
(r+ rcl)q-2

(2з)

В обцем случае расс,.rотри}t две задачи:

| /е,D)ц,-f-, | /,p,D)ur-fr,
{ J (2,,)

|.o,1r-0 , Lцrlг=0,
,а. fr*0, f_-0, {=f--f -.

Потребуеlt, чтобu речlения задач. (24) суrцествовали и удовлетворяли усло-
вир (5). ТогАа для каждой из Функций Ц, , Uz вuполняется (23). но тогда из

неравенства lUl=lU гUzl* lurl +lЦ2| следует доказательство утверждения

Teope..ru.

Доказательство теоренu l'. В работе fl7] проa"д"нн оценки интегра-

no",nn" /r(с} из Форнуль. (l8). Продолжая далее рассуждения теореиы t, по-

лучаеii утверждение теорены l '.
Двторц Bblpax(ocт cвorr признательность проФ. С.В. Успенско..lу 3а ПОСТаНОЭ-
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ку задачи и поноць в работе.
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