
удк 5l8 + 5t7.3)2

вЕсOвыЕ эрнитOвы куБАтурныЕ ФOрнуrU

НА ПЕРИOДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ

Дидур Л.И. (Красноярск)

С.Л. Соболев [r] , приr.rеняя метод преобразований Фурье, исследовал

приближенное интегрирование периодических Функций и получил оценки Hop..i

Функционалов погрец,ностей кубатурных Фор}iул с постоянныr.r весом. Используя

аппарат теории рядов Фурье, В.И. Полови"к"" f2] получил аси,{птотические

оценки Hop}i Функционалов погрешностей весовых кубатурных Фор}iул на периоди-

ческих Функциях. Им же Bl получен удобный !rетод нахох(дения норл{ Функцио-

налов погрешностей на периодических Функциях.

"r".r:r::::вы 

кубатурные Форr.lулы расс}rатриваlоrс" в fЧ-6] для случая посто-

В настояцеЙ работе дан алгорит}r построения асиr.rптотически опти..tальных

последовательностей ,весовых эрr,rитовых кубатурныi Формул в пространствах пе-

риодических Фу"*цпй i: и из этих последовательностей выводятся асиr.птоти-

ческие оценки норм Функционалов погрешностей кубатурных Фор..rул.

Верхние оценки норм Функционалов погрещностей находятся r.rетодон, близ-

киl,t к .{етоду 
"з [Z] , что позволило использовать ряд оценок, полученных в

[Z] Метоп нахождения нижних оценок является новыlt.

06означения, У-{ l,...,Пl - множ€ство первых || натуральных чисел;

4 - "дr"r*rый 
куб в П-мерно... евклидовоlr пространстве,

G-ln:I=(Гt,,..,tra),0<cr1| , i е r];t- натуральное чис,ю,

4, /3 - целочисленные векторы;

у- Р z а - (a,,...,d п), lo | =) ф * *- [i]l, 0 <в; t,п-ff] - l, ;. l },

Вr=|р,/э-(р,,...,ра),lр;l<f,;.у} , t-* i lpl-'l2 oi ,

Ц=lF,F- ф,,,.., Fo), Ff 0(мdQt+л), Г;- lF,FrЦ, F;#0, ietJ i
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ie] ; fo= f ,o,,...,oor:\f ,o,..,,r;e-'u'Puqitr dlt,..doo;

Ir^=|f; / - ,enpep ,""!, rf fZ^- 1zг)'^ ?'Ifrl'lpl'^..oj ;2,п>п, п,

вообще говоря, - н€ обязательно целое.
Рассr-rотрим весовуо эр}rитову кубатурнуrо Формулу с Функционалом ошибок:

(!hrc),!Bl)-| gь)ГI,Х; {fe>dr, (1)

где

trlr ) (") - /; Z 
'urr'"'/o'tlyl 

Aoh' ,-Ztib,c-lP , Ql

P,rl=PuPi,xi; Ё:(Р,,.,.,Роf" 
'n"-Ё: 

р? , ,о. р7: / , есп,а.-72,

о!'о=,

А,<a_s - постоянные.

0ператоры (2) обладаот следуr,Dци},rи свойстваl,lи

|.Если {ral-/ ,To(J!f)el-t при

2.Пои реtsr, FеЦ, О '"л,"", ,.".rо

если

7 - ."tнoжecтBo оункqионалов вида

tJ! te'"'V+F,t) D(rl - n'""P'o .7 о:'" lo'(2"i tp*pl)".
,|€/' l

3,Пои РеВ,,, F- 0 выполняется

Q! rc'О'И,'))) @) - €Z'lii(/Э,Е) ,

h,Bар таковы, что справедливо равенство:

А"Г ''*' 
1есilэ1'- |

всегда l.1olKHo выбрать таки..t образом, что (3) иr.tеет ,{есто при всех

(з)

@!,
Р e'Bt

Пусть

)-I
G

y{o,f trll {rodt -2 r-{О'(d, co-g(o,""o)-r,
4€l

06означиlt черезс4 - КОНСТанТы,

g , т,е.
leZ! to опти}rальный Функцио-

нал из такой, что
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ПLПz! - Yt1rli!, .

В этоl.л случае f =g ngn ldl нечетнuх tЦ] .

Теорена 1. Суарапвуеm поqlеОовапеJlоностlо фунtцuонаltо" Vr j Bufu
(1| rmlсая, чпо прu 

9rе L, , t * * спщ,веОлuво

'r' Ь- " 
/r'^ l n, |}{, п, Ё 

(п о ( tl),

(о - опrrоrr.-rrоный фунlцuо^* u" !
Доказательство. В [ЗJ показано, что если !е

7

ede
-пa*L2 ,То

lРХ'-л* -
Ц2

Qп
2п

г (4)

5)

(6)

Для Функционалов вида (l) из (Ц) и свойств оператора ( 2) получин

h
tre

откуда

где

ne

lr- {zп)

l'r:- " ц+ хr+ 2@,h

J.- (е"Г'^ z' z' ' 
FсГ, реП,

l!-eA о!'h'"'(loitp-pff |'

l р+Р 12^

l9+-P|'

,

-Za

р+F
2
peBt

z
F,+ 2лt

lr<
0пределим @ из ( 3 ) следуощиr4 образон:

р

с"[> сПh"'(zвilзf]-' no, l.сl
о(€Д

0 пои lc | нечетно.ir 
;0 при о(€л,0, Р rВi tsб .

четнон ;
, рЕВЕ ,

h.&ai
5о

(7)

,



где /d - *оэqФициенты опти,.tального Функциона n" to е Х
Если r.rHoжecTBo 1,1 состоит из одного нулевого элелrента, то из (7) следует,

что ah'o - / В этоrq случае Функционал (l ) будет совпадать с Функционалоr.r (8)

из[2].
Для доказательства теореr,tы понадобятся следупцие эле.,rентарFlые оценки:

j. no, всех Ребу7 , F, Гr* .r*".rвует Функци^ o,(prF,d) такая, что

пои f, +оО выполняется

Q+7i)":Fn (/+o,(p,7i,Bl), (s)

где lo, tр, y',o)l : 0 (\П).
2. 0бозначи14 через // множество индексов нулевых компонент векторов irr;

rC ) _. Тогда n9" 
"r.*- р.!с, F*0, Fe Гr,Гr* существует Функция

ОrРrFr*) такая, что при t*oo иr.iеет ,,tec'o

(р +,d )n : (/+ az tp,idiЦ p7,!J, ,4"', 
(9)

где lortp,P,<l1-00/Г).

3аметим, что при всех р€Вб , irqrG*, F+ О, и^rеет ,{есто

|tTp|iпF,', 1.д-i,J"r11 ,d,n,l, (1О)

jc,/ riert?" ictlt2'o

3. Суцествует Функция Оr(h,рl такая, что при РrДлт, /* * выпол-

няется

lz r* /r'"' ( 2 o;pfJ- : Р + Z' с* h'"' ( z г rрfl-'- / * 
", 

( t. р),
"€r 4€r

| о, tl, pll - 0 (h).

Ц. При всех Р€ Eg, F С | Х0 суцествует Функция О, (Р, F ) ,ака" , .,то

где

} + ф имеет }4есто

(1,:)

при

(12)
l F Г'^ (l-artp,F i=| p*F l-'* * (l+ or,p,i l)| Р Г"О,

,а. |ооФ,Fil:о(vт),
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Из (6) , (l0) следует, что при d -.л справедливо

J,

+(2Е)
Fе! re0r,вЕ lp+P te^

l gт ?rr с* ( / * ar t h, pl) h''' t z 
"i 

tp+p ))- |'

1р+ Pl"
||n|"

+

,

- z|rL

{е")

t с". [zj l.
Используя (ll), (l2) и оценку второго слагаемого

t,< Qс)
t r-r?ncn/1.|*' ргi tьFf l

lF |'^

Из 181 имеем при t**
J, < (Д + B)(t + оtl/tt)) +о( l" ),

1= 1е"Г" : z |9,Zrr*h''' (zurF f (rrr,(p,i,n

Ре г*
рrВ,/Г

'^ z'z
q , получаеr.r п9иf*6'
2

(п otб ))*о (l" ) ,

FrГt Р€tлг

(,l з)

где

Для А справедливо неравенство

где

6 -]zu)'" Z u

|р |'^

l g- 
р }, св hwl р гi t р+ f 1 1" |'

!F l',
,4-*/,+ Аr+ztlЩ ,

ry*\rh,ln| р"ф)t

рr6ЕbeI,t rЛ*
t

1,-1zоГ'^ 2 Z' Fe|* ffЩ6 IF l"
-,^ z I?тАс"h'"' tz"li )'|' ,, l о
Fr' |F t'- 'р,ВЕ n l')
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2п<l lg z
р

2п ,lac*Pclp)"|2
1zuii, | р|'^

Используя оценку (8), получаен при t-oo

Дr= tzr) 
u,Zr-рrtЕ

Pi#
je0

t з-e|g"rtl*l1zEip )'r, Ф,F,*ll'

|F|'^

,
W-l' (Zrrlc't l'"' lteгtpl'l)

реВЕ |F |"

2

здес" ftrK,, К, , константы; о"о J
р Р Z СХОАИТСЯ ПРИ

Такин обра3он,

.K,h"r'z' (а lc"tlp,l)' 
*

р ] р|'"

А" lr'^ lgl'rrtz"Г" 
ё"F;l0

|2 с* Gо|еf l'

I

je9
Аналогично приведенны..l вцUе оценкаlti мя

доказчваен, что при t -оо вuполняется

t*- .

+ о (l'^ ),

Д , используя 191 , (|0),

l р|'"

вuh"Igl|,tzпf*?,

из (l3), полученнuх оц"lоY'
,

, |2 с* Рпiр- f
+ o(l,

2п

I pt2'

"8д , п9а t+o

,фс' 1zrtрl" |2

U+ о|Е)),z
р | р|'^

следует

!, = /t^ lglj,t
-?ц

)2Е

Из (Ц) имееи
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Itoilrп*u2

Тогда при t *оо получае,ii

: (zг) '^z
, |2 cn ( z гiр)* |2

4ср

т
2 (14)

р

J, * h" l lo r}r- 
^rli,( 

t+o (Б)) . (15)

прп f + no (см. [Z] ) имеет r.recTo

Je - 0(l'^). 116)

Теорема t следует из (6), (l5), (16). ! уп*
Определение. Последовательность Функционало. le^J С L ""- вида (l) на-

зчвается ас1,1!ilOпа|ачесlс|1 о?йчмлонсйо ecr' для rmбой ,,о.п"оо""rJпьности l,p'!af,{-
того же вида (t) вшrолняется

[i*
h*0

dm*
tJ2

Теорема 2. Пчсrпо ?'L, ТоеОа Фtя tlраlзвалtоной послеОовапелоноопl фцнк-

lluочалов 
|eh J Ci:- вuЙ Q) ч flpaшBalloHoeo f, > 0 прl Ооатапочно боtlоtlлrп f

вuполняqпся неwвенс7пво

leh lu_*_ r- /"'^ l!оlf,л.lgl| tt-el,
L2' ' l, о L2

еОе !о- *оный фyHlaalo"- u" !
Доказательar"о. Предварительно расс..rотрин Функционал

(l@l,Iьo) -l Гr- ф rl",)d.c,

,^" (ф|)rc) . оператор (2) , (f,rl- о npn |h,o - |,
Используя свойство 2 оператора (2), получаем

Q tcl, ,zlti\,o+Бn' ) -\ еz"аИ+F,Оd. - 
\u"',"aa!"fk'k|iiP+pffu 

-

:| ,Т, o!-ho'teuip)a пе" F- 0i

L 0 при Р.* 0; (17)

т.е. Функциоr"п (!@) , е2ЕiР+F'!') обращается в нуль во всех точках, кроме

РеГr',g , и

|lph l Wh }
>l.

-l
In^*
Lz
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lUrcl, ,еоiQ+Р,а,)l - | (lrcl,e ru''F,"')l 
. 1t 8)

Тогда из (q), (17) и (l8) иrrееr.r

etzi(ýtl 2

, lV rc),е )l

,-!,-2|П2-]r,

о!*h'Пl (zci tp+ilf l'

,ui" 2'
Fес

l>,<чt а!'{'QолF z

(21)

вида (l), удовлет-

(22l

(23)

llg l : (zri'^ 2 -l
19)

rп+
Lz IF|'^ IF|'^

Положив а!'* - С* , гд€ 42d- коэФФициенты опти}tального Функциона */ое I
получим, используя (1l),

|el'-,-: l,'^leol|^-, (2о)

L2 tJ'
Для доказательства теоре}rы понадобится неравенство, вuтекающее из (l7),(18):

l( ! @l, e2liё 
(F'o 

) l < l 1ro!," h'*l ( z cr t p*p l' l .

0

воряlоlцук) условия}r теоремы 2. Из (5) иrqееr.l

\eh l
2

Рассl.tотрим произвольн}ло последовательность 1е' 1 a ir'-

F,+

/lrlr.
Lz

где I?-p?,,
J,- tе"i"ч?ц'Fu,

lp+p12'

:1zr)-- 2' z
PeDt

| 3-r-г|'
lp+i12*

Известно ftф , что

хr-0(/,'^).

Выбереr.r е>0 Так как le Lz , то с)дlествr.,, 
"n"no tg

йr,'9-р|',- 
r?t,

,

у,
FuC

такое, что

(| -е).

Тогда из неравенства (2l), 1231, (12l ипчсть Rбо- |р: Pelso , 9-р # Ol
соотноlJения (20) следует
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ttrTi'^ 2'
rrЦ

,- Qп,Г^Z
, l(tю, е

эоitli,О

FrI

lg-rt') a!.-h'"t (эпtlр+Fl"lz 
,_

Ip+F l'^
t,"

ре

lF l'^
ly11:fti

,2rr)Ь>4,!",)я,i^,,titп+liцi*

(24)

пэ QZl, 116), (24) следует теорема 2.
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