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0 свЕдЕнии снЕшднных змдч для 0днOг0 клдссд систЕlt
нЕ типА кOши _ кOвАлЕвскOй

к урдвнЕниям ФрЕдгOльмА втOрOг0 рOд

С.И.Янов (Новосибирск)

рассматриваотся общие снешанные краевые задачи в цилиt|дрической облости

0,- G Ф ( 0 <t < -) для систе."i уравнений, определитель ,,rатриц которых

не разрешен относительно старчlей производной,

! lt,Юl ,э")i-r, t>0 , а€е,
В {с,Or,Юr)ilаO-i, t>o, (1)

ц-0 np" t <0.

Исследуется вопрос о суцествовании решения обцих с..tец|анных задач ( l ) ,

рассtltотрены условия однозначной разрешилrости, дана оценка решения через пра-

вь.е части в пространствах типа Соболева.

В рассматриваемый класс эадач входит, в частности, первая краевая зада-
ча длясисте}цгидродинаr.rики идеальной врацаrощейся жидкости - системы С.Л.Со-

болеваЕ|J. Блrзкие вопросы pacc}roтpeны в работах В.Н.},lасленниковой (см.

напри"ер, Е2J).
l|анная статья является обобtцениеr.r на систе,.rы соответствуощих результа-

тов, полученных С.В. Успенским и Г.В.Демиденко Е3] для уравнений. Исследова-

ние проводится на основании },rетодики работыЕ,3], а такх(е результатов для о6-

цих эллиптических и параболических задач [Ц, 5]

Вначале рассиатривартся общие систе}tы, затеr.r в качестве принера приво-

дится первая краевая эадача мя системu Соболева.

Введем некоторые обозначения.

Пусть б С En - ограниченная область с (п-l) -иерной гладкой границей

00- Г i Z - множество целых чисел;
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fugr&rоr степень nonn"o"" l(T) по d i ! ru (l, с) =\ е 
t 

а d,tl dt,
Буд"" 

"чrr"ть, 
что RеГ- О >l > 0 . 0пределим условия, Koтopu,.r

долшнu удовлетворять оператор" t {с,hr,Ю" ) , В [4Юr rЮr) . Для этоr

го проведеr..t некоторые дополнительнuе построения. Пусть "t tC, Г, ir ) и

.В(цс, i( ) , .,tатрицы, полученные Форнальной эаменой 0s на Т, Ю"
на i€'. Обозначиrq

ui : |!2!rdчr/*i 
(а, Г, i{ ), i = l... 0,

3десь 9 - пор"до* натрицu !, 
"

Пусть rz*B mtлl.р : ре Z, р < 0 и

.0I , к=/...0,

t*; (ЦГ, i{ ) - ": элеr,tенты,

i/, l - 1- 0, dчг{Уry|Иг, i€)<

0бозначим

a-j

где

Ter.ra

Рассl.lотриtt ..ra т рицы

Nh) : d-t г пк
0
0

ко |,

i=l
- синвол J(poHeKepa.

;;цнiiо','r!}:2ц'?':'i),",!;5','о';"Т!;-l-
* 8, Ь,сtr)..r} l K=l. . . у.

0бозначи1.1 Р*(ф - |lоГ-Р') K-f ,..,
t=l

р
/

[;

3в,г,it)=lг 
'-n"l*, 

tr,г,rr)I 
i=i....r, 

,

Е цп,г, i €) - |T-ri-Pl lr_ @,й i€)J i=|... 0
g,|. ., ll

2) Цатрицу J @rLOr) "ож"о 
представить в виде cy}r'b. двух матрйц:

J @,с,Юr)=!о(ц0") + !'1х,t,Оg),
totc,0") , эллиптическая с некоторы,.iи trr,..rtcrSlr,..rSg сис-

[r,j , "" l""rп""ца" or 7 , а }tатрица t'lсrГrlf)",^""", 
"n!"""r,(grCrit ) та*ие, 

"то

Z:, *Ж:1::, ?':5; !" 
"",o"u" !, удовлетворяет неравенстван

ney t} (Еt, i€) -. s^* ti , 
f :i.: 

.. ! .
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3) Матрицу Е ,4ожно представить в виде суr..r.tы двух }rатриц:

В {r,ц Юr) : Во {z,О") + В' (.,с,Дg),
где Во{t,0") " !о@,а)_Уразуот с некоторы}r"./, /=/,../, эл-
пиптическуlо задачу на fr (см. [ЦJ). Для простоть. считаеr.t, что m;4 - / ,
i=/. . 

:!, _ _ 
, 
},В'(rrе, 

Юr.) имеет эле}iенты 6).rr, Г,ах) ,j*n", 
"rо

"l dЧt 6a tс,Г,оg ) < -/,
6) пЁо-'"до,1 no r i"""rro.' ,"ronun б' удовлетворяет неравенст-

."", dlgr6Sc,г,i{ ) .ti I rПц l к=/.,.р, i- /.,.g .

0прёделиr,r некоторые классы ФункциЙ.

Класс W'r'' t0, В? - целuе, /2! . Будем говорить, что Функ-

ч"я f(t.d принадлежит этому классу, если она иl,iеет обобценные производ-
ные до порядка р по .С й до порядка 9 no t

Л;| (t,d|-o: 0, к-0...9 -/ ,

и Hoplra

l Y,w|'? ta)l=lflt|,Lr(ta*l,V-lcil+nю! Гt'|, ,r{о) l."o.

*^.., H|'r 1q ) определяется как

H|,r tal - wf"*' to)x . .. х wt'",*' ta)
с нормой

|i, Hf @)ll - tЁon,,wf',*' 1o,,n')".

класс W|'|tC r С,) , гА€ ct - область 0сС, Re77l^), 
^ .

Будем говорптЁ, *то qуr'*цпя У(Г,!) 
ono"r"on"*nт 

классу WfY iC - q) ,

если она иllеет обобtценные производные до порядка / по € , для почти

всех л функция 

'(Т,С) 

- голоliорФная по С "р" ROt>/ и и,{еет

конечнуо Hoplty ео эё

l g, W f 
' 
У 

r, С 
^ 

С ilL ж,(-L', 
u2 +6, g1,,W ! rcЛZ у + 

_\ 
w ft | 

у u f чс),

t)tcll'dil. "- .

3аметиr.r, что, по обобrценной теоре.{е Пэли-Qинера [6] , преоОразование Лапла-

са взи'iно-однозначно переводит *n"..Yf'v 1q1 l*п".. Wf? rC ^ Q),
Это преобразование является ограниченныr.4 операторой в рассr.rатривае}rых про-

странствах. 141



'r''^ 
r0 * Cl, =r|"*' (G,Ct) . .. x rrh,r' ( G х Сх)

с нормой

|li, н|,* (0,r/)ll- (Ё, u,,w|',r' (с 
^ 
c,l( 

)n'

0пределиr,r класс векiор-функций

Положим

Lup
Рет>у

t,p,wf tac, cl'- а0)

wf te ^с1) = w;' (с^с|)

и, по определенио,

H[tGrCl)=r|',G^Ct).

0пределим класс

лех( и т, к ла с ::, w ; t а о' iT )i' Y [".': Ц'!:., ", У," ;; : r|',',f / ., ;:" "" 
о,

CW{ (а0) ,О on^ nouln "."* С'еOС голонорбна по f, "о"RеГ>/ ,

приче!i

(jO, (iv+o,,a'),WP1
2

I d7 <с/с.

положиl.r Hle(a0, С|) :Wf' ПС,сr)х..,, Wr" (ае,с|)

с норr.lой

lli, ну,е tdl, cl,' - (Ё lv,,w|' (00 r ,,f )О' 
,

Иr,reeT место следукхцая

Teoperqa , пуспо вdполненd условuя.?) - 3) на опеwпоw tцаr,аS"

В F, Юt ,Оа ) , t/-' tгl !r/е ro , Hl, !о_, 
( G 

^ 
С, ),

P*ta)"* lri, Hl,tnr-! (аG 
^ Cl).

Toer)a сgrцеспваеп цu.сло jo? 9, пакое, чпо пчu |>fo вопрос о изращJуlос-
ra заdачu (1| в классе Hf'* ( Q ) сооdulпся к ра!енuю ура,вненuя феd-
142



еаль!,а вmо|.оео роёа. Зdесо *о-r!Г!8Пi^ , {о-ЕЮt;.
Следствие . Еслu элlluппаческая заdача

!оrc,0")V-F@), Iе0,
Во t t, Ю)ilа, - 

*( 
r' ) _

оdн_означно разрапмJщ пцl любur праоьlх часпlм F (cle He"_s G ),
Фр')rН+^_! (а0) , mо слаllанная эаоаца (li прч dослrвriочцо

оольuал l r 0,

N'' (с) 
"*о 

!rГ, Hla_, G r С l ),

Р* (T) rh !r/ € Нх,4_,_! (аС r 
Ч) ,

члееп еОuцспвенное раденu" i ( Hit"' rLl , ц вdпоllнена оценка

W, Н','" 
u 

G ) n * с Ф (il N-' 1т 1 !, |" *, н/, to* G 
^ 

с/)| +

+ Х Р*tоl4iг*О , H/,t,_^_i (0С 
^ 
ctt), (2)

3десь il : (lr... r, ) , t-dr, , ,te ), m-(r,,.. *р) , определенные в

условиях !) - 3).
Индексu в записях пространств пони.,rаотся следуоlциlt образом

to-s-toT-s, tо-*-!-Тlо-rrъ-ii, 
zt.ltl

Вопрос о разрещи,tости сrtешанной краевой задачи 111 в классе #;, Ш) ,

в силу обобценной теоре,.rы Пэли-винера, сводится к изученио краевой задачи

с пара}.етрой Г для стационарной систеr.rы:

! (g,t,Ot) J = i ,r, с'1 = ! 1*"Г tl,,1 ,

В @,т,Юс)йlur:7* tl,с')-ltпФ tt,i) {1')

Буден предполагать , "тЪ ROT rl > 0 В силу определения

' 
|j , Р* , систе.,.а (l' ) a*""""n"HTHa систе,.iе;

N F) Z в.r,Юr),) в)Й - {* t г, t) ,

Е t",,r,O") v (dDlur- ф F,r') = Р* (г)i* Fl .

П*

.l

14:



l (t)= |'* d-l\ 
;_l, .,оr; 

N tT) =|'о- t*jl 
;:::ъ' 

1-1'l =['*4,1 
:-, у,

И, далее, эквивалентна систеr.ilе ;

Е (r,г,ЮI)Т = F {г,с),

Е @,г,О)ilае:i (ц"'| ,

.о"." Т - v 1di , Ц-'(е)/* -i (г, ,),
В силу предположений 2) , ]) имееr.r

!о 1с,Ю.)i + !' (с,г,,Lr)i = F rц,l. ,

Во ta, Д")V + -8' (t,т,дr)ilrо- ФG", ).

Доказано [ЧJ , "rо задача будет эллиптической тогда и только тогда,

Rп - поавый регу-

3десь

когда суцествуот правый и левый регуляризаторы. Пусть

ляризатор для оператора (/ =(to (Х,Ot) , Во tC,4))
будеr.i пользоваться некоторы,.rи обозначенияl,tи и теореritа}rи

Rп: Нr_r(0 ) ^ 
Hu^_! rl 

-Щ*tr 
(G),

Ir-l+mас
,*j"|, ^i '

линейный и непрерывный, причеrq

аRп ,li> : (6+ го ) , Г, i> ,

где Гп, Нr_r(6 )х Нr_^_i(Г ) *Hr_r(G)" Не_ *_i r )

вполне непрерывный.

обозначиr.r He_s(Gl r Нr_л_1 (Г ) ""о"" Нr(G, Г )

lri Фr,не ( G,г )|- |i,Н r_"(6)l 
+ |Ф, Нr_,_! r )П .

Будем искать решение ЗаДачи (2) в виде Y=Rоri,Ф'
опр"д"п"""" Bn , получаем

Г - Ц rГ,Ф, + !' (g,г,Д") R,,i,i> = Ё G,r),

Ф *|ri Ф > * В' (r,t,Ю") RпrГ,р > -фrc"') ,

". [l_]

(з)

Дальше r,rы

0пера тор

и положиl"t

Исполь зуя

144



или в векторнёЙ записи

(I + го+ м Bl) < i,Ф, : < Ё, ф>. (4)

!

Покажем, что суцествует достаточно больчlое /)О такое, что для лD-

бого Фиксированного Г,RеС>Х , Hop}ta on.p"rop" tl(tr) будет r.reHbrue l.
0бозначиr,t Ц'- 1g' 1це, аа ) , l' [t, Г ,0, )) . Иr.reeH

lu'Rоri,Фr,, нп{O,г)l- l!'Rо r7,фr, нr_r( Cll +

+ lB' [r,в,юr) R, .i,Ф2, Нr_л_l t)l <

*|lПпri,Р? , Hnt(6)l < t . .,n, ограниченности Rо) <fKiir,
" Не(СrГ) l , причеrr / не зависит от Г . Для достаточно больtло_

го |>I иr.tee.it

lм riФ >, н, (е,г )l 
" !l.Г,Ф>, не ( G, г)l.

0тсQда при лобоr.r Фиксированн "" t, R0 Т> l, операторное уравнение ( Ц ) rrolKHo

записатъ в виде 
N

|t * Го (I+rr| rтlГ'].7,/, - <F,ф>, tsi

N
J а

,о. <f,i> - [+l'|ra)<f ,Р>.
Так как Qператор U+ LlBl) ограниченныП 

" 
Нр(OrГ) при лобоr.r (мксиро-

BaHHo!.t т,Rег >х , приче..t ,оо,"il(r+МГ'| = t tSl r гд€ C|l
не аависит gT f, , " on"p"rop f, вполне непрерывный . Н, [G,Г) " не

эависrт от г , то оператооQЕ+МГ'rа**е вполне непрерывен 
" Н, 16,D,

приче}r

цrр | Гоо (I+ м rclГ' l *d tl).
Т/Петr1

fiоэтоlrу при лобоrq (мксированн*, ГrRеГ >| , операторное уравнение (5)

является уравнение,ii Фредгоrlь..iа второго рода.

Вопрос о суцествовании решения краевой задачи (3) свелся к нахожденио

рещения 'rr7' уравнения (5) по теоренан ФреАгольна, либо уравнение
(5) раЗрешимо единственнuн образом мя лrобuх <F,ф> , ли€о для суцест-
вования рещения < F ,ф> должен удовлетворять Hexoтopo..ty конечноr.rу числу

условий ортогональности.
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Пусть эти условия ортогональности выполн""" VТrRеГ>| . Тогда су-

ществует решение уравнения (5) при каждом Т, RеГ >/ Обо."ачиlii через

Г=V*Г, (I+Цrrl-t 1 . Решение будет единственны,.l , если оно ортого-

нально N(r) - всем реч,ения,.r однородного уравнения ГU=0 при Tor,i же

ГrRеТ > l , и для этого рещения, в силу оценки (6), имеет,,tесто:

i-
1.7,7 ), Н, (с,г )l = d' lрl<F,ф>, Не ( е,пl .

В силу ограниченности операто р" [* |r4 {Tl)-t , получае,.r

1.1Ф ), НпG,г)| =d, tll ll. Е, фr, н, (0,г)l,

Так как решение краевой задачи (3) находится в виде i-РоaДФ> , ,о

li, н ,o(6) l < d,(y) l.Ё, ф>, н 0 
( G,г)l.

Но iblV = il - решение задачи (l') , следовательно, решение задачи

1lJ суrлествует, и иr4еет место оценка:

llF li,H,rt(6)l < dlp(l N''lcl/*,He_s(c)| +

+ l Р 
* 

G li*, Н r- л- ! 
( г ) tr) = d, ф (l ff ,_г,Оi { nT-,,,, ., {о d'') l,

He_s G)l+ltр,_т-R ,9r*г 
Р,,...,{р*т ф),| Hr_^_l7)l). (7)

0тсода

la,H,'*t' ( а r u,l1lл* с ql(ill|-bf,T| Hr2_rG, Г/l+l irclQq-H,,b.i!00, t:r)l)

Выбирая *-,!!$t; , [-
обобценной теорёttы Пэли-

инеет место оценка (2) ,

ЕД$tl , получае!.1, ,rо $*si : : ",n,
Bir-ijpa, есть решение смешанной задачи (l),причем

задач, в которых операторы !rrЬ,аr,Оr),
/,..1l , не соАержат смешаннiх призводнuх

ь к- 0, (-0.

3а},tеча ние . При речlении

l*, [t,Os,.0), ;x-t,.. 0, i =

по С " t ,..tожнополо)lситl
Исследование вопроса единственности сводится к исследованио уравнения

Фредголь1,1а второго рода, получаощегося в результате использования левого

регуляризатор" Rп векторного оператора (/: (to|c,Or), Bo[c,Oz)),
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Доказательство следствия. В случае существования и единственности

решения эллиптической задачи правы,.r регуляризатоо*^ Rп будет обратный

оператор к оператору f/ . Уравнение (4) запиluется в виде

G+мGi<Г,i, = <Ё ф>.
При достаточно больlлоl.t |) > 0 Hoprra операrор" fol (Г ) мала, и отсо-

о" <Лir-Е+tlоl''<'Ё,ф> в силу оценки (7) Функция

i=ti*t (Ro .i f ,) uro., решениеl,r задачи l .

Единственность доказывается аналогично. Исследуеr.r на основании предьaду-

цих результатов первуо краевуо задачу для систе}rы С.Л.Соболева

ý -LV,al+ gLod,P-f о,
фtv=0,

или в ttатричной Фор.,iе

t(л)t -
#-ч 0 *u)#0#
0 .ih
000л

йЕй U\

а
Гt
0

й
0
й
0

0-*

*0
00+

Vт

vy

чz

р

т.

Для нее lr-i, lr-r, lr-r , 14- 0, Rr- 0, п2-0, Пз-0, Оо --/
tl 00о

0 Т|оо
0 0 о'0
0 0 0 l,

Инеем

tсr4'1=

ltoт
Llо

йi,Оr)=\ 0 0 l
\а а а\_
\0r 0у 0z

ilBIIB,O"1,1tcl,

- !о(Ю")+!'tт,Д"),

l0c0
0t00
cOr 0

o0t'l

,-!о
*l0
0 0l
ааа
й Гуй

где а
ат
0

ц
-а-0z

0 00

0

0

0

0

0

0

0

0

рассr.rотри1.1 систе..rу Уо (Оr) . дп" """ detlo (iP= q,2+g2*€', + О

lll + 0 ,t,-lrt.-i, tr-l ,tr=2, St--l, Sr-- / , ýf--|, ýl- 0 ,

Эта система невырох(денная и правильно эллиптическая ft]. Обоз"а*и"

при

)

14,1



1-

Kir €) -е,е,

,€,€, Gi*€il
-|,(, -|, €,

-€,€, -i€,

4,|, - i |,
(rj+ ri) - i€з

-;|э l

- }rатрица ,

-i€, -i€,
взаи}rная., lo(tr€) , т.е. составленная из алгебраических дополнений и тран-

спонированная.

Есл"В- (0,0,0,1), то нетрудно, пооверить, что условие Лопатинского бу-

дет вь.полнено: строки }rатрицы Д (i rS+ ?"п))- Л ti (l+Х,п1) х

*IottE+Mtl) будут линейно-независимu по 
'rодуло 

полиноl..а l'|+=Х,-t(4,п)
3десь rL - внутренr"" ,op""n" * /4 в точке € ; 1- вектор, лежащий

в плоскости, касательной к а0 в точке € Следовательно, задача

tо(ю) i - l,
tsi|а0 - Ф

эллиптическая (с". [r,]), " 
нч,itожем применить к первой краевой задаче для

систе..rы Соболева нашу теорему.

Покажем, что решение задачи ( 8 ) суrцествует и единственно.

Рассмотриr.r задачу

АР -#r
Р|ао-р,

ц,
ау

+ :/, 

}

!l,
0z

(8)

Ес-
Из теории эллиптпч

N1венное 9ечение r
ли теперь положить

еских задач хороlло известно, что эта задача илrеет единст-

при некоторых ограничениях на гладкость РrFrа0

аF
Б

\"-f,- u,:fl-ui Vr- |r-
aF
а, , P-F,

то нетрудно проверить.,что lll (Varu, ,Vz rР) буАет решением эадачи (8).

Единственность рещения задачи {8) о,.е""д"а.
На основании следствия получаем суцествование и единственность речrения

первой краевой задачи для систе..rч Соболева.

В заклочение автор выражает благодарность своену научноriiу руководитело

С.В.Успенскону и Г.В.Дениденко за беседu и воз...rожность ознако}rиться с их ра-
ботой до опубликования.
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