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новыЕ эволюционныЕ урАвнЕния, oБлАltдlощхg 17,/ )-пАрой

В. Г. ДринФельд, В. В. Соколов (УФа)

В работе авторов fl ] Оыла предложена схема построения класса гамильто-

новых эволlоционных уравнений типа уравнения Кортевега-де Фриза (КдФ) , изуче-

на связь между эти}rи уравнениями и простыl"tи алгебрами Ли. В настояцей замет-

ке приводятся наиболее интересные приr,rеры уравнений, неявным образо}r содер-

жащиеся в работеfr] Ка* и все гамильтоновы уравнения типа КдФ, Dассl"iатри-

вае,,rые уравнения обладают бесконечной алгеброй Ли-Бэклунда tc", fZ]) и бес-
конечным набороrt законов сохранения.

l. В этом пункте мы напоl.tниr.t определение и некоторuе свойства уравне-
ний Лакса. Подробное изложение ,.tожно найти, напри}rер, в обзоре [3l.

Рассrаотрил.t кольцо # Фор,,rальных рядов вида 2 arDi , ГДе О, -

гладкие Функции от а и/ со эначенп^^" " С , а2d/а". Формула _?'h-
=,1а'!-ау!'2+аraD'!... определяет у}iножение р"д]" Будеr.r обоэначать через

(Z"rDО ) + диФФ_еренциальный операто, } а;2' . Оказывается, что для

;.; рлд" ll| = D" ri О , Л 
i 

существует единственны о оло l,| 
/О 

вида

D -_i о, Лi ,"*ы, io iM/" f = М Его коэбqициентu вuчисляlотся
рекуррентно и являотся диФФеренциальны}rи полиноr,iа}tи от коэФФичиентов ряда

М Пусть / - диФФеренциальный on"parop "э #
0пределим диФФеренциальrый оператор /| форrrулой

i/п

+ cicC. (1)

соотношение

I

л"'2iч;! а
вида

п
A:|c,L

(2l

называется уравнение}r Лакса. Известно, что оно эквивалентно системе из

(п-t) -го эволоционного уравнения относительно /; . Если L-r2+Ц,

9-дL-Lд0t
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,



А: L: , то уравнение Лакса есть уравнение КдФ.

2. В этоя пункте ,..ы сФор}rулируеr.r один из результатов работы [tJ. Гас-
с1.1отриl.i соотнсшения

lM
п : lМ - М6,

01,1 : BN - /|lA ,
at

,о" /yl=.1"+a.On' *Я u;Oi , N-л7'-rf'ёц.Oi, А-$r,(м,,/ikцrihЦ
Нетрудно проверить, что равенства (3)эквивалентнь. систейе иэ NlS-/ урав_

нений относительно дl,. , 6 , а . Эта систеr.tа связана с уравнениен Лакса

следуоlци,.r образоr.r: niona"j'o"r,n е L= 1.1N операторов, удовлетворяlо||lих (3) ,

удовлетворяет соотношению (2) .

полохtим 0, rl ='i;H *$ {u, u'o'*u"'L ), Q tol -2'" *i tu, Л ЧllS,
2rpl п-l

а. tп 1 =2О'*2 ( u, rZ' + l'7)+ uJ tr^. по определенио, будеlr считать,

"!rо QrOr=Д' Qr'lЙ : /, Ц(О !'r'" . Й.о""" цо,,.,, Цп_l Фу"*циональнu}rи

пара!rетрани 0; tп), i=l, 2" Э.
теорема . паопо М- Qi(t) " '- 

0,i!ý), i,ie |t,z,зl , ч!4еlоп

фунп,цоналtонамl fapnallwl,al Цоr.. . ,l,!r_r'u lГо r.. ., [5_t coollBelllcпBeHHo, фоз-
начt.м через / rtраввеОенuе lvlN ТоеОа ecta dлференupаtлонай опеwпор

Д опреОеrtен форлаулой

,

(з)

(4)

,

m

д =2c,Lоо

2i+l
т
+,

еОе n=ONd,L, Б=(M'lA|l)* э по соqпнаденш (3l эквuваllенпнd аlспФе uз

tr + ý эвала,|uоннdt уtр.вненuй опноаллельно Цоr.., rUz-| r[о r',, r[уt'
J. Примеры. Ниже ,irн вuписuвае}r все систеr.iы, соответствуоцие случаD

t+9 < 2 , " on"o"rop ,r4 иr.rеет наиr.tеньший возr.rожнuй порядок. В неко-

торчх системах Еlля приведения их к наиболее простоr.rу виду сделанu растяже-
ния неизвестнuх Функций и независииUх переa.rеннчх. В случаях, когда делаотся

другие заr4ены, указuвается их тип.

|) в случаях 
"1 

1=!)2+u,, l=Lq: , Ф L=(!1d.D't, Д-L7 l
в) != (Пt+2ч2+u")3-,' l=/,|',rl L-(ЛЭ+Zu_l+u)П, l=LУ non".""r-
ся уравнени" КяФ { - цr.r*6lцlr. .

2) в случая ^ Ъ, ilTroiii i-t i , Bl L=(j+аТ-L)Л, t=t?
получаетсЯ ЁодиФицироВанное уравНение КдФ Цt= Цr"r+ бц2цх.

Зl l=(!2+Ц)!l , Д = L'! приводят к уравнениD а7 - ц.сrr" +

* ýuurr. l ýu.цпr+ f u2tt, .
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q /,=r'+2а_O+аr , l-LU| приводят к уравнениD

Ц t - Цrtt"с Ь l0 ц u 
".",+ 

Z5цс ц.tt+ ZOч'u" .

5) Система

- tГtГ.,

- [tсz + 2агс а tгца

получается в случае n Д-2t+2uD+ц"+617-'rrr l-L*и в случае Фl =

- 12\Zu! +ц"1{03+zL0 + Q 1rД-i|f^о.п. замены ч+!r -ч, t/-l/ *tг .

6) Систеrrа

Цtr:а2l

at- U""с+ |lгlц+utлlz

Iu,

In

получается в случае

t/Г= tг* dtгп" ив
al l - 1 2l+ц_0'* 2' ч +til r-,l Д-L.после за}rены вида

случае Bl L=(0'+ц3J+-?Jц +uЬ+fut)tr, Д -L'r
после заliенu ttI=lГ*РцZ , гле о{

янные.

7) Систеr.rа

Iu,
|.r,

u ,tJ - долlкньш.r образоч вшбранные посто-

- - Цаra*U" - ЦЦg l

: 2а"r. + чtлгх

получается в случае а) fr-(0'+ч0'+!5ц +cl)+,Lc)n'' , A=L!
после за..{ены вида ЦГ= tГ*dцал и в случае Bl l-D'+u3'+п2а+ц 1-1{
после заr{еНы 1tf зtГ +рЦ2 й"rп", что эта систе,.rа после заr.{ены вида
t'|Ц"z+ lц2*tlг мопет бчть записана так:

I ur--2ц"""+Jа.-ццаt
l
|. dt - аtzс l цturоl utl\.

Bl l=(.02+ц )(' + С.0'|tГ ) , l=/,* ;после за..iен v чr-ц+d,о'попlr""""
систену

I r, = J tr"tr". t 3 ltгч [" + J/э uJ[r,
I

1

|_n, 
: [,", * t[rГ"+ tгчгс+з/ztr,tг. ,
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9) Систеr.lа



Г u, = цtсt + tLllc -lгt/а ,

[t -- 2["""- Utr"

получается ь случае а) L-(
бl/,=(j2+чlп'+ч) , д-

| 0) В случае /, -(_0J+ ,

U+tJГ + ц, ц-tг *г систе,4а распадается на два

ния кдФ. в случае L-(.0+u21,, ltl+r_O1Г),ЬLr

2t1 2u2 +uс+ [-Т-/[)tl, A=L! и в случае

L! "o.n" за,.tены tz*t| * ц , ц-l/ , !Г.

2u]+ tl, + r-0-|о' )2-', Д - L'! после за.,rенu

t

независи..{uх уравне-
после той же за}tенч

систе!.1а распадается на два }rодиФицированнь.х уравнения КдФ.

I'r = - а.rс+ б tГ.lIz.- luГtгс - [zIlIc ,

|_n, : 2u.." + lлгс 12 +Ut[с+ [3 [с .

t2) в случая х а| L =251ц!3+dа * t.D +Dt,l=tlo L= (2а+
+ U]2 + 12U + U) _0,1=L{ систе,,ru после за,,iен типа |/fз !f!art".+7зt/'

l.tогут быть приведены к виду

Гur=Цr""Iйо*Щzt,l

|, Ч: Д 
'""r+б 

чz ц-zt Crt,'u.+j fuцIz -tlIut),

ll1 /, = (D'+ 1uD +Ur)Q+rt7-'rr), Д=L! , после заненч вида

ltI =Ц+ 4[' получается систе},rа

диФФеренциальнчй оператор

наши системь. инеот вид

4 (5)

}

где постояннп. Д,0rt, D (для каltдой систены свои) инеот виар+9F ,

P,qea, ' ,
|3l L-(ЛJ+2U! +U")01t'1, А= Ь{ . После растях(ений систе..rу

}roжHo записать следуlоlциr,t образои:

Г ut: (Л'+ |uO +Zu")| 3t-6d,
)

i ц - (Л3 +4ttrl +2[t)(12ч-zч).

Ц. В этом пункте }rы приведе.,r еще несколько систеr.i, аналогrчнuх систе-

}re из примера l3. Все эти системы являотся векторны}rи аналогани КдФ в следу-

още}r сrlысле. 06означиr.r чере3 Rц
Уравнение КдФ r,roжHo записать в виде

!3+!ц]+2ч".
чr:RчШ)

0ul

0t
Ru, f,=|,

Flч"j) I

8

lЦ) Системы из при!rеров l и t после за,4ены U+tr*[! rЦ-lI-1Г ц



растя,{ений ,.огут быть записанч в виде ( 5) Матри u,6 - |l|| *""" (_; ;)l-| ., \n l, _, | соответственно.
\' ,;; l1= 

|nJ + 2 (ц+dп + ш.+ tгс)+fu-ч)Л-!ч-чilliцаl7+пuь), A--L/;,

lo
0 - 

[;

,2

0
I

2

2

-2
l6) L - ( D' + 2 tц+ г)l +(ц r+[t) +Р чDП-iч-tll(ЛZ+аг), A=L

Ns
+,
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tj
-9
l
6

э

3

-о
tlt /, - ( D' +z ta+[).O+|uc+t 1+1u-r)n |u-rl) (lJJ+z tttг+il.O+pt"+zr|+

+ (а-z)П-'(чг-z)), l- l!,
l0 -2 l l\l-, 0 , ,lВ- \, | 0-,l
\l l -2 0l

0тметим, что систеr.rа из приr{ера l] является редукцией систеliiч из при}tе-

ра |6, а систеиы из при}rеров 15 и 5 - редукцияr.rи системы из примера |7.
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