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вАриАциOнный пOдхOд к прOБлЕнЕ кOнтАктА

пOлOгOй 0БOлOчки с хЕсткин тЕлol.t
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В работе в точной постановке исследуется задача о контакте пологой обо-

лочки с х(естки..t телом (чlтампоrr}.Oдниrq из центральнчх вопросов в тахого рода

задачах является анализ сйл взаиr,tодействия r,rежду контактируfil|иllй тела..tи и, в

частности, выяснение условий, при которнх воз."tоl(нu концентрации напряжений.

Появление последних связано с негладкостьо решения и зависит от характера

наклона lлтаипа к поверхности оболочки. 0сновной результат работы состоит в

доказательстве того, что если оболочка не параллельна lлтаr.iпу, то концентра-

ции напряжений быть не ltox(eт. Точная постановка задачи состоит в ..tининизации

Функционала энергии на выпукло,.i ritнoжecтBe, определяе}rом из условия контакта.

При этоl..l не делается никаких априорнuх предполопенйй о характере контактного

,.tножества. Решение находится из вариационного неравенства.

Из больlлого числа работ, близких к рассr.rатриваеr{ой Ter.te, от.itети},i [l-s].
Методы приближенного решения задач о контакте пластин и оболочек с жестки,.tи

тела!tи изложенu в L6-8].
Уравнения равновеGия тонких пологих оболочек и}rеDт,следуDl!lйЛ вид t9J :
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и вдоль нор}rали соответственно; Nr,, д/r, , Nu - усилия в срединной по-

верхности; DцrЕ22, е12, - деФор..rацииiа|-<а,drоlа - положительi

ные постояннuе, 0a о a ; , {,{r,t - внешние нагрузки вдоль осей

z, r| , с2.
Считаеlt, что ось z направлена вдоль нор..rали к поверхности оболочки,

К|,К2- кривизны оболочки (заданнче функции) . Далее для простоты пола-

Гё€&r 66 = /.
Предполоlкиrq, что оболочка на границе закреплена:

0ачl- т-ц-tГ-0 на аР,
0п

fL - внеlлняя нор,.rаль 
" 0Р Функционал энергии иritеет вид:

П ta) = а | (ъr)'d, + l [r; + е',, + 2оёпЕ22+

аоQ

+ !(t-o)e,')dc -, [ 
({r*{,u+/,[) lc, d-(ul,а,u). (5;

р
flусть Х -ф (с, , t, ) есть Фор}rа поверхt:ости lшта}tпа. ТогАа сна{ения

точек срединной поверхности й, t/, [ в линейно}r приближении удовлетворяDт

ограниченио

а- [/. чф> ф, [J:(u,r), Vф- (ф.,ф.r). (6)

06означим ".о." flj (S) )=Wr' rQ) пространство С.Л.Соболева,

Н(а)-Н; (!?) - Н: (Р) , н; @) пус,ь ( - 
"но*ество Функ-

ций из Н Ь?), удовлетворяlоцих неравенству (6) почти ."ояу " 9 Предпо-

лагаеl.i далее, *rо f, f ,, {,' /а (Р ) , ф ' С* (а) .

Иоt(но дока3ать, что существует решение задачи },rини,.rизации Функционала

П на К . Это решение удовлетворяет неравенству

ч)еКz (П'(а), а,,r))>0 VйеК,

П'р1 - грЕдиент бункционала fJ(ф) . l/ |t2),
3аиетин, что если для некоторого 9ектора dо=(t[о,Цо,%)еН (Р)

справедливо неравенство rо- Ц. V ф>- 0, Uo = 1io, [о ), ТО

(П'(а), оо)>О.
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flействительно, так как в точке tt достигается }tининуl.i, а

d+edo е К, 0 >0, to П(d + el)o)> П(а))
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и устре..rляя € к нуло, получаем (8).

Teoper.ra l . В обаста !2 лцlло зафпD леру /l , опреOе./lеннw па

6 -колDце борелевосuл поdлнФеспв лIпку|ю, vпо Фtя любоео векпора

d-_(а, tlеНrап с: @) tuqеап меспо преdсmвленuе
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доказательство. выберем вектор j: (Б, O)rН ra п С: @ )
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Линейное пространство всех таких Функций обозначиr.,r через V 0пределим

на V Функционал / (а_ ) - (П'ttl),а ) . 3начение этого Функцио-

нала определяется такой Фор}rулой однозначно. В саном деле, пусть вектор

fr е Н @ l п Ci v? t таков, что Функция б*-, построенная анало-

,rn"ro б* с по..rоlцьр (lO), совпад"", . d* Тогда б*- Е* r. 0 ,
d_- ai, о , и, следовательно, . "nn" tBl, (П|tоl,Б):1П'lО7,fr )
,.l. {'tб_): Yl td_) . T"*n" образоrq, //- лuнейнuй и полоlкительный

Функционал на V . Его мохrно расlUирить Hat пространство Финитных непрерыв-

ных Функций. !ействительно, вuбереrq he С! @ l , и пусть

Р^е Ci @ l - такие Функции, "rо ,[п-h . С! tPl . доках<ем, что

поJп"до"Ьr"льносrь ! Vn) будет сходиться. Для этого обозн.""л ".р." 3(Ц)
носчтели fo , считая, что они принаАлежат ко..rпакту 8 С{2 Пусть

_reCr(a) -такаяФункция,что !=/ "а 8 "0<r</ всоАу.

Тогhа

|9*@) -Рпtu)l< l fuп,п)уtФ, l(m,п) = у lg^@) _ 
ро tcli .

В силу полоt{ительности Функциоrала ф, отскrда следует

lу ( р, ) - ф pn)l <l kп,п l{ |з),

Так как lИ,о) 
-0 

пр, пlrП +ФО , то получае..r суцествование

предела последовательности ! (Р") . 06означим эrоt noea.n ,/ (h) . Ясно,

что он не зависит от вuбоDа /а , а ф будет линейнч.{ и поло,fiительFlый

Функционалон. Для построения аппрокси1,1ирушlей последовательности векторов в

Р достаточно положить tп-r/t gо , Uo:0 Однако про-

и3вольнчй линейнчй полоll(ительный Функционал на пространстве непрерывных Финит-
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нцх ФункциЙ определяется мероЙ / :

/th) : \ Ооr.

!ля функции /* , no.roo""fio no вектору ,7еН (а)П СоО ttr?) с по..iоць|0

(10I,. это представление совпадает с (9). Теорема доказана.
Регулярность решения в значительной степени определяет характер силы

взаимодействия i.rежду оболочкой и чtта}rло.,l. Них<е доказывается, что локальная

гладкость решения на единицу выше по сравнению с вариационной. Этот резуль-
тат используется при доказательстве теореr.rы 3 об отсутствии концентрации на-

пряжений.

справеOлiлеtt

(11)

в (7)

с постоянной С , "е зависяцей оt Г . 0тсода получае..{ ограниченность ве-
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Teoper,ra 2. Пуспс сбласпь а" С {) ,.с.сэ.r,, u.o , {?о

^"ц,"пrс.во |Ф^ l > 0, | ф. | > 0 Тоеdа

(л, ц, rt ,'нЬ (Qo) r ii; ta, ) , НЬ tp| ).

Доказательство. Введем обозначения:

д r, h (л :щ F * гп, ) - 2 l ( о + l l, -т еilr-,z d r, h 1 4 =ftr 1о+rе, |А r cfl г' 
l 
;

0i - единичные орты. Возьмем области QaPrCQrC!?o так,
чтобы рассто""". о, j!2, а" 0Q, было не 

-"""ri," 
g r,0, g -аПSt,

Е:а, , D, a Q, .Предполониr. , u,o фt,с,> d, Ф, ,, ,- о в

lJo . Это предположение не является принципиальны..r и вводится для просто-

ты, Внбирая Функцио re|r t{2r), р=/,, "" QJ, ! >0 всоду,

lP|</ , мояtно по*"з"i", *io np,., 0<Х,< tr',-О<Г<? , вектор

(ttГъ, Ц l, [, ) с ко^rпонентаltи

[": а + ?v t!2 А ir аГ,

u": ц + Lr'фi оr" (афr, ) ,

[* - tr + fuр. ф; ,r" [ч Фrr)

принамежит "rоr".r"у к . после подстановки d= ( t! ъ, u L , [^ )
и вUделения "главных" членов получи1.1 неравенство

I d,, tp ulli * l d,, k! t/ )li ", |l f l'o + | f , l'о + l f , l: + l ц l| +

+lлl; - (Iи l, + [.ll, ) hdrrtyull,+1d,;rkpl)l,)|, [J:(ц.rг), ;



личины |do tgall, + ldr, (9U)l , , что сразу доказчвает Teope}iy.

l4epa ;l называется сингулярной, если она сосредоточена на ..tножестве

нулевой лебеговой r.rеры. Для лrобой иеры, заданной на cl -кольце борелевских

под!tножеств области t) , и, в ч€стности, дgлrл lt суцествует однозначное

представление

|(8)-/( dc ( l2)6) + I g(с)
Б

где

qe
Справедлива следуоlцая

Теорема 3 . Пуапо оф,tастпо {2о С Q ппкова, ,-о |Ф"l > О huш

|"P".l> О " !2о |,u, Kpole mоео, ц,lIе Hb(tJo) . тоем а прео-

с"ЙЁп"ruu Q2l сuнеумрная сосlпемrry l iew / wв|а нулю 
"о l?o ,

Доказательство. пуст" Р€Сr ({20), ё>0 - произволь-

ное Фиксированное число. Тогда из условия (6) следует, что вектор

ч)":(а+есР, Ц+€Рф1, , t l принамех(ит "rо*еству ,( . Так как

" ,о.*"- u)=( uI, tl, С ) буrIкционал ,/7 прини!rает ииниttальное значение,

'о Пlu)r)r- П (ttl) . Пользуясь произвольностьа^f , после сокращения

на е и перехода к пределу при В-0 получи}r a Qо :

0N,, dil,,

-+0ц 0".
аА2ur + K,N,,+ к" /|/ /, ф/22 )

-|

с,

Учитывая условие теоре,{U, заклочаем, что правая часть этого уравнения

прп"адп.*"t f,
берем вектор

следует
ь :ft ,) о, о ), i L i,,Ы:' ;:' ib,f " Ь.' 

эл'^,., r,'n 
-

(Пl(а), i ) - t+lчф|'
dy

Интегрируя по частяr,i в левой части этого соотнодения, получаен равенство

t+lчфl'
d,p

0тсода следует утвер)хдение теорены, приче..r доказано E,lO], что производная

Лебега меоы | lr" ,.rо*""r"" Ро равна

чr

I
9

\ too', * к, N,, + K2N22 -П йО, - lвл

ч,
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(ад'tлг +K,t/,, + KrNu-f )
'/+lчфr
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