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НЕРАВЕНСТВ С ОГРАНИЧЕНИЯltИ НА ГРАДИЕНТ

Т.Н. Рожковская (Новосибирск)

удк 517.3

ýl. Постановка задачи

Пусть J2 - оrо"r""енная област" " ,? и мя ка)rяой точки аеа
задано за!.rкнутое ограниченное строго вuпуклое }r'o)..ec'Bo KtOlCPO та-

кое, что lеLпt К{О . Тогда .,iHoI(ecTBo

ff --|[ €W:(Q) z Vttс)е КF)по"," ""оо, .ЯJ
вчпукло збмцнуlq . W!ta и содерх(ится в пространстве Wital
оператор A rЙ:@;-W;t @) определяется по Форнуле

(Дч,t) : 
I 

'о' 

(с,ч,чu)tгr,* а,аuза)u)(Ь ,

rАе a(crt/,p), оi(сrЦ,р), i=tr, ,. , П , непрернвнч no tleRlr p,eR,o
для почти всёх асQ

Предполонин, 
.что 

вариационное неравенство

tl€tC, (да,[-tl>>-0 VгrtС, (1)

инеет рещение ЦСХt (теоремý существования сн., напринер, " Lr]l. Извест-

нuй контрпри""р Е] указь.эает порог гладкости для (l) : при естественнuх ус-
ловиях разрqши}rость задачи (l) MoltHo о}|(идать ли|uь в пространствах, строго

содерr(ацих W', tO ) . Теоренч регулярности о принадлежности решения

неравенства рqJения неравенства (l} пространству W}ta ), l<m<оо ,

установленч мя различнчх частнь.х случаев (сн. fZ-S_J и 5иблиограФио тан же) .

Наиболее общим является реsультат Вильянса f5] , доказаннчй мя широкого
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rйicca нелинейнuх эллиптических операторов aто9ого поряАка при неоднороднчх

граничнь.х условиях. Во всех HataaHHUx работах в качестве Ktol рассtt{атри-

эались lцарU, радr.rусu которь.х не эависели от I или ненялись.гладко по С .

В настоацей работе доказчвается Teope}ra регулярности UeWj (l2) ,

l < П< Ю) для нелинейнuх эллиптических операторов и мя lлирокого

класса ограниченнчх строго вuпуклuх, гладко зависяцих от а ,.tнo)fiecтB

Ktrl .

. Так как r.rHo-

Yoe.D

ý2. 0бозначения и определения

l. Введеrr . R* угловче координатu (r, t)) , rде Р€R| - радиус,

" ""*rор 0d пробегает единичн)Ф 
"О"о, Jr, ? RО . Пусть уравнение

границь. |Ktrl в координата, (Ц U)) инеет вид r-r(а,tl ,

2. 0пределим Функцио lrЕхРП + Р так)ло, ,rо f,(a,P) no"

Фиксированнон ое а ""ln""r"" Функцией fiинковского относительно liножест-

ва К(О r т.€.

N tael - bnf [,а".,?* z | ее К .з:ll ,

или в коорди}отах (r, сl)

NB,pl - |р|/rЬ,Ь).
Qтrrетии, чlо peK@l , если и только .rn" N{C,p)< /,

3. Пусть Р =пrЖRsпr (ц d) , 7= Р,di,аtлър

пссrва ( 1о) и бласть !) ограничснь. " 0З tЙ К tC)
ТО 0a Р rГ < О . 0пределиrr ..r'oпecтBo

tП = |(a,u, р) еЕ, R r RО : lul< Г,, tpt- P,l,
где 0<Г. | € ф,, 0< Р. Р,.*,

Ч. 8ведем обозначение

t2u -|сеlэ z dti ь, OQ ). /}.
Пуrr, 05? е С| . Тогда суцествует 

"""no do>g такое, что никакие две
внутренние норнали - aq , проведеннче из раэличнuх точек аа , не пе-
ресекаптс' в HHo'iecTBe ай , 

._Для rтобой точки CeQ-ooo однозначно оп-
ределен единичнчй вектор il[d , инешlий напраэление Ьнутренней норr.r€ли

" 0Q в точке сое 0Q , Гд€ !о- блипайwая к t граничная точка:

diAt(c, OtJ)= It-ооl.
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5.0бозначиrq через fl(g,) toe Q-л ) np""yo " РО , проходящуо .ёреэ ,а-
чало координат по направленио вектор!Ofu[а) . Пусть проекция К{Д @€Б)
""_Н(Ф есть отрезо* V@rttai . Так как |еiпtК@ , ,otlifrQ
{,tr). О . при этон |лl=yg l'(t,tt), Сф(ч), П@)),

l @l = - mло 11 (с, tl) , сойirlЭ п pl .
,6ýл

ý3. Теорема регулярности

Теорема . Пуапо сgцеапвуаll рапенuе uоеft[ ваWФлlонноео неgоенаr
еа (1) u вцпалненd crlефlшуе yc.lloBlл:

a,l aie С'(rпl , i=l,, , , l гll i
б) суцествует константа lt ,0 такая, что

#,о' 
(o,u,p) ll {i rr,l ýlz, l е RО, (g,u,р)е ?оtr:

,l
в) цtр а(с,u,р)е L^U2), /<rп<ю i

Iul<Т,|рl<р
г) 0{2еС'*-, d>0;
д) г(t,tl)еС'(F*Sп);
е1 r.rHoжecTBa ((Д) 

"р" Cedl) таковч, что соответствупдие им пря..tче

нор..iальнч " 0К@) в точках пересечения (r'lс,-пlХl),-П(С))rrР,П(С)), П(a))
пря"ох Н(а) " 1K@l;

х() суцествует константа dre rc, 0^) такая, "rо t, l-e С'(Dл ),
тоrда /tlоеLrUэ) ч 'рч'*rп эuполняется uOеW:ёiп

псLе(D) ,rяер-|-k,
3аиечание t. Условие "е" является, по сути, условие}r согласования

вuпуклчх ...ножеств Кр), се 0Q , и граничнчх условий "" 0!? для

функций na It . Действительно, рассr.отри}l производнuе по направленио

п(о), ce!?i
в5! rTo

, бункций Fеlt П С'(Е) . так как VFrdeKtc)

{рl*Р.Г@.
dп @)

В силу граничнчх условuй f-Q "" 0Q , градиент VF в точ*е

направлен по нор..tали, кроме того, 1F Po)eK{q[ no"ro"v
сOеOQ

- r (r0,- п @ ol) = а!Щцrr, 
< r (со, п !со)).

В общей ситуации

!в;* -r(rо ,-пlаоl), Гw;>г[r.о,п(со)).
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Условие llel! означает, что при лобой точке

дол)|(но достигаться равенство.

qеа{? в последних Фор}rулах

3аirечание, 2. Усrrовие "е" выполнено, еtли условие ||lt<|| справедливо не

только "а 0!?, d и в He*o'opol.t 14ножестве Qd , le (о,Oо ) , так

как тогда для лобой точки Ое!26,

удовлетворяот условия,.r теоре}iu.

справемивu

ýЧ. Доказательство теореиы

!@l = -|,(g,-п(с)), П"l : r(ý1 п(с)),

3амечание 3 . цаоы Krcl С RО радиусов R tCl' C'(El

Введен ФуF|кции ai (ца,р)€С'(FrR, RО ), i-/,..., п

€, RО, (цu,D с {2, R , RО i

Феа, lсl-.Г,tрl=Р;

{€а, lч|>Г,,lрl>Р,

, такие,

что

Йu' 
(о,u,р)l r€j,,, l{ |',

di (с,ц,р) : ai (c,t/,p) ,

аi(r,u,р) = Фпъt р, ,

(см. f5, n"""" 11.
Рассмотриr,t вариационное неравенство

,1

uc ![, 
!W'r,ч,чч)Or-чъ,+ 

6;u";Ъч-f )t,,-,lfurrO Vчсff,, (2)

,о. l'rC' (D)' i=lr,.'ra r, по*апроизвольные Функции, " 2,>0 - про-

n."onJ.o" ,rr.no, 
{ pl : - а (t,tl.rтuo) + l;Uor; fuЦо. напо^"им, что uoc![ -

решение исходного вариационного неравенства. Та'к как для лобой Функции

F С Х[ и}rеот }tec'o

чt оl пr,ол lV F l < цм ^ t, 
(с, u)) -Г ,а Се!/, dеrп

lF wl|= о*Ь,*W F|,dппР < Р ,

';:;;:,^;l#т,:йi ,;",.,"""енства (2) , при
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Т,n:-*.u' (c,,t,vu) *lo[rl+ futt
oti

-строго монотонный f5, n",lr.," 1]] . Сп"до""тельно, iуцествует единствэнное

решение вариационного неравенства (2), и оно совп.адает с t/, .

Ввиду условия "в" и эклочения tt^elt CWL @) - 
, бункция /

принадлежит пространству Lm6?) . i"nn удастся,показать, что д^Uое

€Lm(Q ) , ,о из равенства

А uo : Iпu о- l i,u*r- fuuo* а k,цо,v а 0)

получиtit также вклк,чеr". АUоеLл({)), l<rп<оо , откуда из результатое

теории нелинейных эллиптических уравнений fбj-, "п"ду", UoeW} [?)П
л t,l3 , -'t п

п L' ' (ý?), Р=| -й при гтL7П (cr.r. также L5] ).

В силу абстрактной теореr.rы регулярности для вариационнUх неравенств

f2] в*ло*еrп" ТruоеLл (I?) справемиво, если при лобом е>0 су-

цествует эленент tJrc![ ,"*ой, что uо+ а[пИлUо): Цо в !?, t/r= 0

"" 0!? "Д,rr"сLr(Q) , rо.,rл!t1-\tl*'l -отобрашение

двойственно"rп"[r" ({J) *Lr,@), !*+ 
*-,= /.

Как показан" " fZ-SJ , условия абстрактной Teoper.tu вuполнены, если

при любоr,t F е t[ существует решение Uе Уt задачи

Т*ц=O(F-d"Q,_ц-0 ,"0!?l (з)

такое, uro A"llcLп(!J) . 3десь gеС'(К) - возрастаDцая Функция,

?rc) - 0
Локазательство теоремы сводится, такиrq образои, к доказательству су-

ществования бункций d, е С|(D) и числа Vu>! , ," ."""""ц,п, о, /
и таких, что при nfi"i f б JI реuенuе !1! эадачи (З) суцествует , при-

""on"*",Jt "Тrч€L,п(l7), _с_
Поскольку задача (3) иr.tеет решение чС С2(а ) (.". [Ь]) , ,о

Д*Uе L^ U? ) . Остается показать , что Щ€ !f, . Доказательство это-

го Факта следует из ряда лем.{, сФорtttулированных ниже.

Леr.rма l, Фанlа,ltl,я. Х
щнспву С'(D xBo.1of)

(СrР) выпашо по Р , rrрuнайаалл прос7lI-

u офлафqп сllеdуаryJщ свойопваJ"u:

2

C,lpl < tB,p) < Crtpl;

|7,1,1yul< Qtpl ; lYp\,1lgrl*Co;
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3. сццеспвуап констаmа 'lr>0 пакая, цпlо

(N' tn,pfl, ri €r€i 
>, lrl{'l, €,RО, ре Rа.. |oJ,

4. N rc,pl=?o)@,il,p^, реRО- [о] ;

5. I tr,,gl r- ? р*(с,р). N*, р, RО- [0}, ? rRo,

еОе Ci, i=l,..,ltr- палйuпелонае консlаwrй.

.Qоказательство ле}r!rы l . Свойства 1,2 следуот из указанного вчше

представлен "^ Р(цР)='Р'/r(r,Рltрl, условия "д" и свойств Функции },lин-

ковского. Наrрriца (l')o* 
,полох(ительно 

опреДеленная (свойство 3) в силу

строгой вuпуклости ""о,ilЁ{" К @ . Равенство 4 обусловлено однородностьо

Функции Минковского, а неравенство ý получается непосредственно из определе-

ния выпуклой Функции

I b,gl - N tr,pl ,- lp*@p)OK- рк )

и свойства Ц.

Леrqма 2. Сумрапвуоп фунlаllлu

чпо
ц,Dе С'(а)п cl(a)

1. ц=t-0 на 0t?; -tl>0, Ц<0
2. 0i@l - r,(c,npl), Щ=-rk,-пtс))0пв) 0пtI)

пакuе,

в

" l?;
" 0l?;

Qtr,, l, (o,1,);з.Oйрl ^ 0а'' ffiro, #,о
4. фlя лtфаi фунlсцлtt F С lt спр,е eФluB о н еwв е н опв о

ц(.)<Fрl<бrc,l а.в

Доказательство леr,rr.ru 2. На иножестве зВд определи}r Функции:

ltol -_\ ^ltylds, , Ttg)=_l _ 
Лyldý, .

Ео,€-а@о,I70
Здесь

ltцР- rylлр r [y,d)ab(|),- пtу)) <- r (у,-пtу))<о,
- 0 deSo

Тq, - fflt", Q,d corfu)| пч)) > r (у,пчl) > 0

(см. ý2). }lнтегрирование ведется по отрезку @orOJ , ,д" t.eOQ - бли

жайшая граничная точка для о , а следовательно' и для лпбого lc@orcJ
Поэто.iу
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вFl иa.tеен

tъ[t) = п(yl- п (с) Vye|oo,c],

Р =Г@tr.,
0п @)

щ_
0пlо)

аа

: !rc).0
а на границе получаеr.r

--г(ц-п(эl),

Дейсiвительно, из условия "е" следует, что ..tнoxlecтBo К tO np" Х€i-Q
заклlочено,.rежду двуr{я опорными гиперплоскостя}rи, касательны}.iи " 0K@l a

точках пересечения ?Ktol с пряrлоа Н(с) (см, ý2). Причем no^n"^ HiC)
нор..lальна к этин гиперплоскостяr.r, поэто..tу проекция "rо*"ar"" ,(/r) ,а r/!t)
есть отрезок [r|t,-пtr))i Г@,пtС , т,€.

T@l : r(цrLlо), l p1:-r,(c,-пtcl) VэeOlJ.

УчитUвая такх(е условие "*", получае}.r, что

!,7, С! @l) П С' @а).
ВвеАен Функциr, ЕС'й) ,"*уо, 

",,о /(Х)-| прц ICMl
|(r):0 по" Cet)5,p . Положиtl

Ц(rl :
(t -7tл)у (d-,t id М, сеQs ;

-a(d :

-М , rе !2,1?6, ;

(l-ytrlgtd + r(dМ, ccQs;

М, rейs,,
Q (а), щt -9lrll ,
vл: 5ёl

см. в ý2.

поскольку О=Т, Ц=! " Ftlr, ,о -l!г,,деС'(Q)пС'(lЭl

и удовлетворяот свойстван 1-3 леrrмч 2. Докаrкем справедливость утверждения ц

Р - rt (с,п(с)),
0 п@)

щ.
0п @)

,а. М=rr'ос[Г,

Определеr,.е Г

rпаt,
8n

Пусть F,J} пооrзвольнап qу"*цпя пз Хt

так как F cW!U?) с Cq'tF) n F= 0

" t- произвольнаяточка

на э;Q , то

ar.
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F@)-
0Ftyl

ltо',r Oпtу)

Из оltределения проиэводной по наllравленио и условия V FtYl е К tYl

dS,

имееa.r

'[аким образом, в получае,.r

# = h F 1у1|. цц(ч F |), п t l ))< rrъап r ( 
у, 

о), а l 1о, п ty l: П р,

И = 4 v F tyl l . аь (v F 1у1 ; п t у 
l), - ж., Q, d а + (ul,- п ryl =Дуl.

al
ц (d*2 (о) -\ l, , й rп- 

),.r* 
r r,-J 

rr r r rn 
u ь) < о l с ),

ml,rL

dц
l2

ГqлJ

rак как в силу вчбора М вчполняотся

ц (о): 
? а + у@)(-l,|-!rcl <!rc)

О[п) - jtal+ l,Lc)(YI-|(cl),-Ptc)

Если $еQ r !4 , то при произвольнон Ye0l2

в

в

и!tеет }tecтo

Р'х,

al,

lFtcil--lF tol-F tyll< чъо|,mло lvF |,dtomQ <

ceFrt)eSo
r (c,u)) . dПпъ !2 : Г < /u| .

llеина 2 ,дока3ана. 
l.

Лемма 3. Суцеспtв!"лп фунп,цu t;
'L, > 0 паlоlе, ццо прu Х, > mЛЛ |
Д*ц<0 " Q

еС|(F), i=/,,.., rL,," ч)аlо
Lо,fu,l^ Д"Глг r- 0 " !2 ,

0ц

Доказательство ле}ir.rы 3. Введем обозначения

f

lз(J

tо= mLп
г.Oа
1у;,т, 0п



Е,= tTlдс 
|о, тW' 

(",а,о r| tl, уЁа' Ь, ц,О Ul r,|,

ёz=miъ|ж[, о#цFul|, .

Пз свойств Функций Ц, б следует, что KoHcTaHrn 0о,а2 строго

ono"o'nn^ 

!. @) = ?о (, -r @))п; @) ,

лЕ,
ht= Т

Функция r ' C'(ai' Fq,

полох(ительны.

Аналогично

откуда

i,,-l ,,,,rllr,

и равна l в Mt

" 1? -!? tiz

7u2 mаI lL o,fu,l .

равна 0 в

Jhree}i

откуда, в силу леr.tмы 2 п.], справедливы

dtlr

Fцr,t,-"Го'-0"Q-,l2s7

(,-iпi,ц,t- 
ZU-n)#,

l,rn,: |(,-r)",
(t

0пr

Е|

е0

0_
1iЩ"r'- 0,

цr.
ь

{i

BДrr.-at" 
'1цr,lrЦr.*О 

. Мt/,

В Р .пр"".дливо неравенство fuT >- 0 , приче..r . l2Зq,

ъd@)' L #tъб Ь) >- д,е2>'е|,

Аналогично Ъцt <О . g, а ЪЩ (t)<- ЪЕr=- ёt
Следовательно, если Ce!?n1, , ТО

[ratd - - Vi (с,й,о йlt i,ar,r fuГtr >-

1з1



,- -Гаi (o,-tiI,vйil r.+ 4,i",r, - Й,; и ц v ol 
",r 

tt >

,. -Ьi.(t,fr, ч -r'l7 rlr у lа' @, о, v Пl с. >- 0 ,

* - Ь 
i (n, ,,,о gЛ r, + Lrцr,"-lаi Уп,ц,1 чl ,, ё,4 0 .

Еслп fiaМ61, , ТО

Trйr,-@i ь,й,ч7ri) t|fuT>-Wi@,a,vol7,! Е|>- 0 ,

Irц"-Ь'@,ц, vцl] ,.*LЦ< -Ь}@,ц,ч цlr.-е,, о,

Лемr.rа ] доказана.
Teoper.ra сравнения EsJ. ес.rа, t4n(/2eW! ta, F € L*(8), Х">fuр,

Т"u,r-g(F-u.)1 l*ur"O(F-ur) " {2,

ЦzlU, на 0Р,
по Цr€Ц1 " Q

Даtlее буёелl преФtоtlс.еапо, чпlо фунrа,|Itч 6, ttl
u чuсло Х,> rпоt,lLо,L,l ,

rleMHa Ц.пуапо Fel[ ч ч€С2U?)ПСl(D) - ра!енuе эаоацч (з|.

тоеоа \Q(cle Klal fue0l2.

ем 
[оказательство леr.rr.rч 4. В силу ленlrч 2 и условия F eJt , име-

ц(с)<FrоrcйЬ) YоеF,

I *,д(с) = -Vi (n, ц,v ЦЛ 
",+ 

lr{rr+ fu Ц <

а так как Функция 0 неубчвацtая, то

gF-t)<о, 0(F-ц)>-0
Поэтону справемивч неравенства (crr. ленllу 3) :

1з2

llиI?ale re, как е леtuе 3,

в а



r*О rg,-0(F- а), А"ц< 0 _< 0 (r_d . {2 .

поскольку "" ,р.""ц" flf) ил{еет место F 1Сl=Ц[(r) = а(С)= rl[d = 0 , ,о
и3 теоре}iu сравнения получае}r для речения [rl эадачи (3) неравенства

Ц(аl<ц(с)<а(g) . {?;

Р^".Ж: г(gtп@l) ," 0!J;

Рr_ 0=Цrc)=-r(t,-пtrl) на аР.
0пft) dпrc)

На границе flt) ,р"д""нт решения U направлен по норr,rали:

1ЦЬ) - Ж, п(r) , следовател 
""о, Ytl(t)e К|О Vce 0!?,

Лешlа 4 доказана.

Леиrtб |.Супцеопвуап цuсло Х".>0 , не завuсячlее оп 0 пйкое, чпо

"*u F€|[ ч цеС"62)ПС'rа) - ра'енuе заоачч (3| пw

fu>rпдд {x,o,'I, , fur} , по vч lo е К td VgeQ.
Доказательство леr.tмн 5. В силу эллиптичности оператора Д 

^ 
Wr-

ловие "б") и строгой вь.пуклости л"о*".r" К 1ф , r.tатрицы (ai )pj ,
(Т') 

r_ r, полох(ительно определенные.

СледоЪательно, суцествует *оrстаrта {, >0 такая, что для лобой мат-

о"u (У,i) , йi= l, , . ,, ft , вuполнено неравенство

'd')pi 
(х')рлr, 

2l^ lir'- lrl 2l2 ,

из которого следует интегральное неравенство

3десь и далее приняты следуD|цие сокрацения

\ tа' l r, 
(F1 

лr, ч,,"*ц 
;, ",(xL 

ir dn" t } 
] л'ч f Q

д
,)'dc

2
-|>-0;
'-l"0.

(4)

.?

-L

W'- t)' : 7'-t,
0,

если

если

х
7

Частнче производные функций .а; @, Ц, Р), |' (n, l) будут о5означаться

с поночьо ни'.него индекса dbira'u, (7')"j и т,д., а полнь.е производ-

1зз



нне через 

Ёr',Й7' , ffi.7" . таким образом,

d' -Z l н2lr l гl2 (5)

frl'-- (l')ri* |',uс*с1 ,

d, -' :i =i
ЙU' =а'", r Ul urr^r o'r.u+"i . (6)

Аргуr,rенты qrункци;, -a; lr,tJ,V u ) , |" {C rV U ) в случаях, не приводяlцих к

разночтени|о, будут опускаться. ЧереJ С обозначаtстся различнне констан-

ты, не a""na"*,r" о, 9
В.силу ле"мы Ц, VЦ(С)еК@l , СеOQ , или, что эквивалентно,

([Ll)r- О "" 0!) . Поэтоrчу левуп часть неравелства (Ц) н9жно

прео5разовать с учетоr.r (5), (5) следуDцин обЁазоlr:

Ь"; 
(7' 

) r_ F,чr, "*u 
r,", (?'-,)r d, -

= 
Uu ъ 

u,,, 
* rt t7' ), _(у', | - di ч,,,^U' Y*.7L lr I 

ш =

= 
It- #,F; uэlчlr^ffL,f - ui uэ,-(fь. fl t7' о- -

/IqL

V:_r а'" u._7

7y'i, (lL,)r -а;0\d
Бj

:\{uъ

d;l ur,r^(7')rл", dr.
(7)

В силу равенства

d
V;"r,^7

и неравенства

dn,

d' -; d:-а
dcrdc* d"i

\r; u'"*(?')r,*,ry'- |)r d" -

d 2

d"i,
f| м,( I

1з4
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} L_li,u') rэl,_ЧL l а" r\i,{a!; аjц)WlчV: l l"r

r\чъ(у'),, i,rtr',tШ - Iu;rr*tylr,,1yLlr 
а". (s)

вь.D€rение (7) не превосходит веJutчинч

Коtци

tr{, "|#), 
у' ),,( |L l а, = 

)!иV"+ 
ш* 0 F d(rЪtt Ь

- 
\E 

r_u, l i, u 

",,; 
fuu; о! (г,; о)tf )r tf- lr /", о,

поскольку а является решение}r уравнения (3) , то первое слагаеное

в (8) прео,браэуется к виду

В силу свойств Функчии у (лемr.rа l) равенство (9) оценивается сверху ве-

личиной

\|сГ 
(у'- t)-+cll'ulylyL|* - z,x|'(lL t)* *

+ r'(F-u),jFt*- u"*)(|')r_$L t l аr,

Слагаеr.rое в (l0), содерхащее ]?'Ul

(1о)

поэтоr.iу вuрах(ение (l0) и, следовательно, (9) не превосходят величинu

с lл'ulу q'-,Г -. * I'ur q'- )+ + с|'(|'- ,f ,

I{+ 
lD'u|'$Li + 0-zъW'[7'-tlr +

+ 0'F-u)(\*- u,r)til\r,Q|,f| ь,

, оценивается с по}rоць|0 неравенства

(11)

1з5



покажеtr, ,,,о 0'(F- ц)(Ftr- ur)(|1р^{|'- t)+ < О,

Ie,,gl r- 7р*(цil.N*, q, RО, p€Po.toj .

Действительноr.как указано в леr,r.4е 1'} справедливо неравенство

Пола

т.е
гая_Р=VЦ,
(f'Ic,vutal

о= VF
'1-t)*= 0

(мопно считать, "rо VЦ*0 , иначе YU(С)еК{Э),
), получаен

Следовательно, почти aaоду . 12 вчполняется

Таким образон, для первого слаrае..lого в (8) получена оценка

g' 1F-dFt_- чrr). z|(r,чцWr*щvu)W'(цчц-|)+ <

< 0' F- d 2 | b,v u)ГУ @,v F ) - | {t,ч u| ( |' ( n,v u) -/ )* *

< 0' (F - u) z | {c,v 0|ý @,v F)- fl + (t - 
| t с,, v ufl|'- D+ < 0,

I tr ,vF 1 , ? r.(цl ч) ,F"^

\*,(#,u' ) Q' l 
о_ Q,- l* dn *

.J 
[+ lл' uf wI- l + р - zъ1 у' 1зL,|7a".

,Qля оценки второго слагаеного в (8) рассмотрин Функцио

Фр1= 
*,ai_* 

oi,u"_),
Расписчвая полнуD производн}m, получае}r

ф (о - d'""rr* d'"ru u", r Uъ*Цrrп, r аhо l/"r*

. 
*aluurrr** UЬu"^Цп*/ dl urrч ' . (1з)

Функции аiес'(D.R rRо) 
'J". 

*."n"*r" й ,""l, 
"rо аilс,цруUпltрп

поэто..rу

Ф р1 - 0, ."nn (t,чlо),Vu(а)| 7ll.

( 12)

Пусть теперь f
136 'F - такая точка, "rо (о,u(ф,9Utgl)еТ7L Тогда



lVUtCil < Р, Проиsводнце Функций di, i-/,,,,,tL , оо 
"rоооrо 

поряд-

ка непрерь.внu и, следовательно, ограниченч ,а *nna*re й . ПоэтоиУ

ф ta) < С+ С|П'ul,, ""nn 
(о,ll(t),чu(Оlе й.

Используя неравенство Кооlи, получаен

lф pl(l')p. WLцr * с 3 Q'-tf+ с I lrЪl q'-t "

" 
сl' (7"- 0' * * l о'цf Q'- lr.

Такиr,r образоr.l, получена оценка второго слагаемого (8):

lb #, F',,* aL u,_) Ql r_ 
( |'- t)* dn| *

.l{ !ltu( tyLi + cl'Q"-tf|an. (14)

Для оченки третьего слагаеного в (8) воспользуе}.ся }rнтегрированиен по

частя...t. Так как (t"-l)- =0 "" 0Q , ,о

\r;(l')o, !",(l-l* d"-

= -b*,b;,(l'),,1(зL t)r Jo:

= -||&u,u (l')ч с',фа;#,w), (r,1-1a,., (15)

" np" [tr,u,Р) е йL
. ErRiRo

tП Ф),нкции ailx,u,P), i=l,..,, а , лuнейнч поР ,

необходиr.rо 9ыполнение неравенства lPl<H, , то

ldL. tцu,р) l < апъt ,,

tАrh| : lа'r,,,+ a|u u,,r UЬоЦ,,,il, С+ с lD'ul,

Поэтому используя Фор}rулу (5) и неравенство |(оtи, получаен оценку интегра-

Так как вне ко..rпакта

ла (l5):

l
\r;Wl, #,Q,- l* а"

vy't ( 16)
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Последнее слагаеiiое в (8) оцениВается аналогичнчи образом:

( 17)

0кончательно, из (4), (7), (8) , (r|2) , (14), (16), (17) получаеr.r неравенстВо

\ tc- zъl У' U'- ir dn ,g,,
Яlп

из которого пр" fu >4 L' вь.текает равенство
Z

\- у' (l'- ,)r dл = 0,
_9

следовательн ", (fTav1-|)+= 0 . !2 , ,." Vrl(t)eKld. l? . леr.r-

r.ra 5 доказана.
на основании леr.tм Цr5 и рассуждений, проведеннuх в начале параграФа,

заклочае}t, ",о Ацо€ Lr(Q) " uоеW;Р)П C';PF)) при П) П l
о =' 

;Е-:^|очение автор благОдарит проФессора Н.Н. Уральцеву за обсуждение

реэультатов и вниl.tание к работе.
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