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к вOпрOсу 0 глддкOсти рЕшЕниJt вдридциOнных нЕрдвЕнств
Т. Н. Рrrжковская (Новосибирск)

ýt
Пусть V - о"Фп"*"rвное банахоео пространство, скобки (., . ) обозна-

чаФт двоiственность нежду V и сопряженнь..t к He..ty V' | Д- заданнчй

оператор из V " V' " J[- заr.rкнутое вьпукпое нножество в V . Рас-

c..raT р4вается ва р,rационное йе равенство

ч€хt, <д,r,tг-ч> > 0 YчеtС 1l )

0пределение. Касательнчи Koнyco..,t * ""n*"ar", .ff в точке У

a

a

вается ннох(ество

наэU-

в

назы-

Г(хС ;t)- ilv|t,rV : Jl> о t+thеJt|

пI
_t,
trll' обозначает занuкание ,"опества ййли

v

0пределение. Нормальннн Koнycor.r * "r.r*a"r"у JГ

ВаеТСЯ ПОЛЯРа КаСаТеЛЬНОГО КОНУСа, Т.е. .irнoЖecтBo

в точке Ir

N (illu)=|gеY' i rз,/r> < 0 YhеГUt;u)l,

Если1|€Lпt Jt,,п Г(ltlrr) = V " N(lС:Л)-{О}.
НераВенство (t) эквивалентно следушlей задаче: найтч t/€fi такой, что

-Ач е N (tt; ч). (2)

Лобое заr.rкнутое вьalуклое ""о*"ar"о ./ является пересечениеr.r полупро-

странств, его содержацих, и noтol.ty представино в виде

1r8 J
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Хt={оеV:<Ц[)r-ае Yle&|, (3)

,а. J Е V' , {*r } c ag - набор вещественнuх чиса1, соответствуоOlих

Фиксирванноr.rу M;o)fiec1gy J . м^ данного l.tнoЖec16a tf, ""n""" 
(3) неодноз-

начна, но это "е сущесiве"но мя наtllих целей.

Апр.ор.i ! с V' " Ац"е V' , ГД€ Ц" , яllение неравенст-

ва (l) . Пусть Х'- о"Фrч*"ивное банахово прстраiство, непрерчвно вло-

пенное " V' . Предположиr,r, "rо Jf, }roжHo записать в. виде (3) с Фиксирван-

Hbr.r сеr.rейств n^ t n" Х' . Теорема иэ ý 2 вьцеляет класс t{Horrec тв tt ,

пр,r которнх ДU" е Х' , и и..еет следуоцее пилохение к прблеме регуляг

U классическоi задачи Дu - F " [' ,a"".rrо,

следует uеW , гд€ !У - ,"*оrорое подпрост-

a

F еХ'
p"cr"o в ! , то мя лрбого вар..!ационного неравенства с такин пе операто-

*l / " ""о*""r"* .f , со своiстваttи, указаннь.{и в Teoper.ie из ý 2, uме-

ет несто теореиа*регуляр}lости: ЦIеW . Еши Д связан с эллиптически..l

операторо1.1 вторго порядка, то классическоtr зЬдаче Дир.rхле (Неймана) соответ-

ствует ваF.iационное неравенство (D с Jt =fl! Bl (t -W! tal) ,

где Q - оrф"пченная область " Ril . В силу результатов 0.А. Ладшенскоi

и Н.н. Уральцевой [t] по Хlх прблене Гильберта гладкость раlений эллиптичес-

ких ypaBHeHni второго порядка, а также paleHrаi кпассических задач мя таких

ypBHeHrai обусловлена ли|rь гладкостьD данных,и (в случае нелинейньо< операто-

ров) поведение}t на бесконечности функций., образушtих оператор. В частности,

"*, ,4 соответствует линейньri оператор с коэlDФициентани класса С* ,
0l? еС* , то раttение HepaBeHcTB€t (1) пра lt='i'rtPl
QC=W:@D бесконечно диФФеренцируемо. Как показали Брезис, Стампак-

кья [Z] , гладкиl.tи (r. С- ) будут такпе рещения.неравенств (l) с мно-

ности. Если мя раtlения

что из вклDчения

х(ествани

JI = |t ei,t ! ta, Пrlо,r,= t Iе

иr,llл
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ХУ =|tеW! tal, l , cdo > lI,
а

гАе РеСiП)- вьпуклая Функция.

Qднако и3вестно, что np.r данноr.r on"*ro* l результатв по гладкости

завriсят от пш9од}. 
""оr""ra" JГ ] и.itеотся пр,iнерь. (crr., напрtнео, f3J ) оа-

номернш( задач с оператороti лапласа с ..t'oпec'Ba,." Xt Citrel (ПC\l!al),

Hr*= |/tеV , < l,h>=*l ,

=|ceV: </,ч)>пеl,

=tле V: < l,t> < еrl

D

в которьо( даilе пр,r данньOк класса f,- р"r,""r" неравенства (l ) , вообце говоря,

негладкое.

Результатрl из ý 2,3 (в ý 3 разобDанч частньЕ случаи) вьпеляот, в частнос-

ти, класс вар}rационнь.х неравенств без порогов rладкости, т.е. неравенств,

гладкость рещенцi которь0(, как и в классическнх задачах, зависит л]dtь от глад-

кости даннчх.

В ý Ч пиводятся пиftrерн вар..iационнчх неравенств беэ порогов гладкости,

а fакrе разбирается сrrучай ннохества с поточечн}r,rи ограниченияни(как в зада-

че с прпiтствиен, gадаче Синьор.rни и т.п.). Из nЕrнepa 7 видно, что .lнoxecт-

ва с поточечнE.rи огDаниченияa.tи нс удОВлеТВОрЯОТ УСлОВиЯl"t УСТаНОВЛеННuХ 3ДеСЬ

Teope},t n- Х'эLrв?) , хотя в прстьD( ситуациях ,"*n. tt r.oпHo опи-

сать в виде (3) с гладкиr,i сеrейство, J . Как известно t3] , ииенно пр. та-

*", tf,, с локальнЕ.rи поточечньr,tи ограниченияrlи, наблодаDтся пороги гладкос-

ти и вкпрченп" AU"1X' не и..lеет .{еста пр.r noora"on"r* Х' . Такин

образоr, пр.!}rер 7 показьвает, что конечносr, ! , непустая 
""уrр"""о"r"./

и т.до - суцественнЕ условия в попученнчх здесь результатах.

ý2

Введен обозначенияl

V;

Vr"

1ю
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Без ограничения обtцности будем считать, что tr # d " t / О

Иножество всех таких Фуr*цпоrалов /€ J , дrrя которых гиперплоскости

Hr,n, проходят через lдар [/rчо,,=|rеV,, l ч-со [u -- а }
обозначиl.,l 3л(tГо) , '.".

lrtuо) = |t е! z !h,oe Urчгоl, < 1,1o) =*rI ,

Jt*ltfo) - заrrкнутое вьпуклое "rо*""r.о " Vа через , опредеrrяеr.iое

trttrо) по Форlуле

l["lto) : [иеV ; <{,t> > n, Vle!*([o)I .

Леr.rма | . Пафо rое |tt . ТоеОа пptl лобам Д, >О

N (tt. tо) с, uпv' 1-1"([о|! ,

еОе tДrъ ?ill обозtв,лаап конuческw обоttочку лrщэс-ва 7?|,

Доказательство леr.iич |. Сначала гiокапе.{, что

tC п U"( %| = tС"чгоl п UL ( [о) .

Тождество (lr) очевидно, если 8r &rlГо) = Ф . Пусr" J\
-Jrltоl*ф . т"rо"

(4)

<{.ч)>-dе Vce[r*(%|, У[rt,,!*1tоl. (5)

Действительно, если l С ! - .t, ,tyo ) , то гиперпл о.*оrr, Н, _,
не инеет обtцих точек с шар|,.t U*t[ol, и поэтоilу последн}оi целико.. лепит в

одноr,r и9 полупрстранств, соответствуоOlих гиперплоскосr" Hrru, l пр1-

чен и,.rенно в полупространстве Vi.n, , так как точха Го из l'apa

[InlLo ) пзrrнадlежит V;, ' -", 
no опр"оо,"r"п,,f ,r{.Цr rп,

Y[, et . в "acr"ocin, <t,to) >-d, Vlе3-3r(lГо),
Пусть Л€ t"({l П Urtcol . Тогда из определен"я ffL(to)
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следует

аиз(5)-

чение такпе верно.

Докаже}r тошестэо

<(,,r ) ,- n, Yl е !л ([о) ,

a
<l,[> r- <, Y[е !\! ъ![о),

т.е. геtt " хСъчIо) п U;tо) g Jt п U"Vo).
так как tC StLrcuo, Vx>O, Y,Iое 1tt , то обратное вкло-

(6)

Для этого достаточно показать совпадение касатёlьнuх конусов

N (Хt ; $) = N (!СъQrо); [о) .

ГOt: [о\ = Г(fiъttоli trо).

пуст" hеГ(ttъl[о); [о )

torТ такие, 
"rо /Lo- /t, в

. Это означает, что .wa"r.w, f1o ,

V n !го*tоhоеftп{Uо), пос*оп"*у

СоеХС*tcо\ n ffrLo) вьrrуклое, то весь отр€эок LЦ,Соrt.h) ле-

*"r"tf,r(1ol . Полагая t.miлlfu,tо} , в силу (l) получаеи

[о+ tloe 1С"{rо, n [I*(iгоl - lt п |!*tc;,

т.е. при sсех п справедливо вмочение Lое Г (I: Со) . В силу

."r*rуrо"r" " ! конуса Г(fr i[o) , и}iее.{ /Ье Г(!t ; tо) , т.ео

Г(tt"(tI) i tIo) gГ (fr; trо) . Обратное вклDчение очевиано в сi.лу

элоriения tt Е tb tLo l,

Справемиво вклочение

N Ut"tc;; to) с й'' Р*lrоlJ. 17)

Действительно, допустин, что с)ществует элемент F е N (It"rrol ; [о )

Ta*oi, ",о F/йП'|-!"(tоl) . поскопьку Ы'УЭ"tЦrУ

t

занкнутьй вьпукльй конус, то суцествует гипеrrлоскость, опорная к
122

r'



a|'|-xrtrol} " о и отдепяоiцая ".о or Д , ,.". JheV TaKoi, что

< Eh) > 0 i <p,/t> <0 Yр.tпu'|-!*tчоl\,

в частности, . !,h>, О Yt е t,
Но тогда no,, лrtr,м l > 0

N kго) ,

<l,[o+th> = 1[,[o>+t<C/L>> осс Vl еt*{tо),

т.е. !Io* !h, е Xt и, следовател ""о, ft, сГ (ttrttIo); tГо) .

Поэтому долх(но вьполняться неравенство < F, h.> <0, Тем самчм получа-

ен противоречие. Из Фор..iул (6) , (7) следует утвеFtдение леirr,rы l.

Используя рассух(дения докаэательства леr,r..iч l и учитнвая , "rо N t1[;$)=

= [0} n- !го е iпt lt , l.io).(Ho ДОКа3аТЬ

СлеДСтвие l . Для лtфоео эла"lенла tr€ lt lЦ"lе ап lLle cYlo в ?L'lqц е i?-l€

N(JС;u) gйv't J}.
Пусть

вида t3) .

Цо - еrlerne вар.rационного неравенства (l) с ttHot(ecтBoм tc

Теорема. ПасmD !aХ'
Д. У конечно

Еслu

llJlu

ы. lIlr, " 6
Bz. Jao е хС,

,о Д ttoeX' ,

Ytсt , rdе t-Фпsl>О,
0>0, <l,ao) r-ce+d Vtet,

Доказательство теоре.,iы. Пусть вьrtолнено А. В силу эквивалентности

(l) и (2) из следствия l иrrеем

Поскольку ""о*""r"о J состоит из конечного числа эленентов

-Auo,l,/ (ХС зuo)c rou'|-t}.

. ..,t^} СХ', ,о

йu'|-;;J= t-u8 ,j li , ci,-0I с х',

t=|{,,..

t
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ОТКУДа 
- Atloe Х' ,

пусть вьrrолнены условия Bt, в2. Еслч цоеiпllt ,,о il(ff;U)=|OJ
и утвер,i(дение Teopeiiu очевидно. Пусть цоg flJf, . В силу лемны t , при лобм

fu>0

- Auoe N (fi,uol с й,u' L-!rш)\ .

Покажеr.r, что при Ъrd, 2l

a

йu'|-!ъ(ч)У с х',

пусть ф a ТПV' |-t*(Uоl\ , т.е. с)дlествует последовательность

Ф.ешпl-t*(u;\, "roo*u""r* Ф . V . при этоr.r эле_

,arrn Ф^ определяrrтся соотнодение}t

м4

j=l
ф
'tn

ч.>=-

['l ри.{енин

инеет }iecтo вl(JlDчение

, то существует эле..rент

,

где

{'.{r^', u' VrеV,

,f,{'|*rr+d- ,[r',u)J,

М^,* , 
'i^'ro 

, li^', !"tu;,

фл к эле..rенту цо- lIIo i

Мп|

{фr, цо-r) :F ,,l'', {
llll'

{о-цо) ,-
l

так как (!'' !.{Uo)
что

hf', [I" t uo ) TaKoi,

- &е!' '
l

lr:^'>ll l ,
124
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Поэтону

.ф. , цо- аоr r- У ,r'|;-< r;' uo - /ri' >) ,-

n@)lJ,
J

. так как *_ф V ,,о l*Пч,<Фпst

t

,- у "i'La- 
бxJ ,- 4 у

l=l О J-'

в , поэтону

Irlп

0<z
l-|

,j^'- ?l*[u, 
, t цо-аоlIч -. corrsf ,

откуда спедует равно}rерная по rп ограниченность

но, в силу условия Bl , иr,tее..,t

I

фla х' . Даiствитеlrь-в

ма

.-.6Zс:''<сапstД i,tl
В силу реФлексивности Х' r.ioltнo вьцелить подпоследоватепьность фa,

сходяllуDся -"6о " Х' к-некоторону элейенту rax' . Но тогда фы-F

" V' и, сrrедовател 
""о, ф = F е Х' ,

теорема доказана.

3амечание l. Как видно из доказательства, теорена вьцеJtяет кrlacc

,rо'rrr. tf, , мя которь.х в кахдой ,о"*е [ € flXf, нор,rальнчй конус

N (Jt ;il (апрrорr из V' ) n"*r, в проGтранст "" Х' пр.i условии,

"rо !f, задано Фор.rулой (3) с cer.raicr.n^ ! ", Х'

ý]

Пусть W- *Оrr"*aиэное банахово пространство, скобки ((. , .)
обозначаот двоlствснносr" ".*, W и сопря.еннЕ. * ,*" \{ 1

PaccMoTp.rн частнuй случай (.3 ) : ХС

trJ(''ф
'п ll,Y'I,r'

14п

i,t

с

(8)У= {tеV; .= 
х, Вt> >- р, Vg е G| ,
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rде .В: У-У t лЕнейнчй непрерrэньй оператор, е a'\l' ,

0боЗначим ".о." 8'Z W' . У'оператор, сопрпенньй к 19

FiDлексивное банахово пространство, непрерtЁно влоrенное в

Предrrопение l доказано.

В пилохениях мопет возникнуть сиfуачия, когда

uаll

В1. lglr,* Фпst VgrG,
в2. JцеJС, d>0, ..?, Вщ> r- f+p, VyeG ,

* АuоеХ',

Доказательство предлоrения ! вчтекает непосЕдственно из теоре-

мн ý 2, так как нноrество 181 поrно записать в sиде (3) с

t-8*r, пr-Fr, !-.В*0.
Прrчен поскоrlьку В* непрерчвен из Y' " Х' и

!9lr,-. cOT$t Ygе 0 , ,о ltlr, < Фтбl VI et.

Fr€ R.
. Пусть У
W'r"

B*Y'CX', 4о. Ешение вар.ационного неравенства (l) с "rо*""r"о lf,
впда (8) .

Предлопени е l. lfuotb aCY' u *"щr,ор j' неf.рФавен * Y'

" 
Х' .Еqа

Д. е хонечно

е

в*y'
"гладкин" подпрстранствои (в снь..ле В*Y'ф Х') . В связи с этин

paccнoтprrн сrtучай, когда дпя Ёrения ао эtпФrнено равенство

( Дuо,lг)=<. СВцо,Вс) VlгеV,

4 - ,"*оrом опеDатор ,.з l/ W' . Апиор.l 0a W' ,

не является

(9)

гАе

lLllu

126

в

- С BUo е У1' . П pr въ.lолнении Dавснства (9) сп Fведrrиво

Предлопени е 2. Ilyotto |CY' , Еспl

Д, G конечно

,



, < coilst Ygе G ,

Bz. Jц< fr
,о - C&uo еY!

, trOz <<g,Вrоrr>рr+d Vgе?,

Доказатепьство предлох(ения 2. 0бозначи,,r через

занкнутое "rоr""r"о " [ :

tw={аеlV: <= ?,аr>', Р, Vg с С| .

Очевидно, что treJt , если и только "*n Еt't"
раttение (l) , то в силу (9) иr.rеем

< CBuo, Bo-Bu}) >0 Yс<ff

<< C.Duo, llг - Buo>) >- О Yttг е Хt, ,

-Cnuoe N (ffn; Buo),

в,. lf ly

вьalуклое

. Так ках Ц;

(1о)

XCw

или

откуда

a fiно*ество .[n порохдается cer.aicrBo". 4 "a V' , пF.r это.{ условиl

предлопения 2 таковч, что для лпбоi точки ае aJCw нор,rальньй Ko't/c

l,t (tvt;4/) пгrнарtепит Y' (сн. занечание l ). Следозатапьно,

-CBuo€ Y' .

Пусть

пукл}.li }rнопестэоaa

. В пимерах |-5

ýt,

Q - оrр"""ченн€tя область 
" 
Rl , границей 09 еС-;

v = 
,i,t! {ol ,{еС* (F)

€ Дu,с) - \а
Ваиационное нсравеЁство (l) с mераторо,l .ида (l0) и лобшr gaHKHtTs. au-

\vu.vc-{u)d,o, ц,ое'il! tal.

t c,it! tol ии€ст сдинстaеннос Beюre

uое tC (сн. Е3] )

принер l. Поrrиэдральнос нноrcстaо:

tr 1n r'it!ta) , l 9; adc r*i , 1,1" ", oI
1п



где 9.eW; @), п2-о, р>2, dj€R , fi* d . 3десь XLW!{ol,

",о*".r.о JГ и..rеет вид 0) с !- lЦ,...,[^| , 4=9ie\!ta1,1-1...,п.
Как видно из Фор.tулu (lO) , элеме", ДЦо eW)' r,al отождествляется с

обоfuенноi Функциеi -АЦо-f е.0'(Р) . Из теореич ý 2 (вролнено ycrlo-

вие А) сrrедует, что эта обобrценная Функция регуляр|{а: -Дuоеw! tal ,

,.". -дцо-| ,Wi tOl . такиtt обрзоr.r, pallellиe t|o неравенства

(t) является р€шениен задачи Дирrце с првоi частьD (неизвестноi, но это не

вапно для наших целеrl) из W! tlЭl . [,lз теор.rи регулярности радении кпас-

сических залач [l] "r."^ Цо!€W! Ш . Следовательно, гладкость рqле-

ния обуоtовлена л]л!tь гладкостьо Функций Qtr,..r9o . В частности, t!о€.С* ,

гrф
еслп с|.€L , l=f,..,,П.

В paccHaTprrBae}roи сr,lучае

N (!с, ч) = {l ,Wr' (а) , [ --g Ligi , Lj r0 ,
l

!,. 
Ъj=0 , "-" l 9,,cdcr||.

Из (2) слсдует, чtо Цо уАовлетворяет 9адаче Дир,rхrrе -Auo-f - -РЪr,
в Q , uо= 0 ,а аQ , rде Lj>-g - нскоторче (нсизвестньв) числа.

Принео 2. ГипеFtлоскость:

J[=|ce,it'rtal, \rrЬ-0|, 9eW; @).

3десь ннопесr.о JI инеет вид () с t- |-P,YJ ,dg=П_'- О ",
X'-Wita) . и. теор.нь. (ý2) получаен, что

Auo- - Ацо- { ,V,[ tOl , отк)|да oorWi' ta,

?

a

3десь нор,tальнrй конус пg Г е 0Х[ инеет вид:

rt (xt ; n)-|grrt! (Q) : 9 -?up, ъе R|,,

и поэто|lу рq!ение неравенства (t) удовлетзорЁт задаче l]иракrе
a
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Принер 3. Конус,.

Х[ L|ce'itital, 
\rr*r,)чdа,-0 

Ypе {| ,

гдс {-|9.W; U?) з р 20 п.э.в Q, lplylg21< col ,

со-utЫ >0, 9"е Cf,@), 9оrо, 9ор Ь.

Нюпестзо Jf, инест эид (3) с

У -|l eWr' tol ; l -9 + tpo, р е {| . W! tal.

Првспrн усrtоaliя Bl , 82 теорэ.{ч иg ý 2:

Пусть

Тогда

|[|r;rr=| 9+ Lolw;ta* Сr* |oJ r;r,- шýt ,

aocfr такое, что l[оэО, rпь(sчрdопsuРРУ)>0,

\ tprpo|ro ldc 9очdпз|)о Vpet!,

{-

9
т.е. в}.поrrнено такпе усJrовие В2. GледоватеJlьно,

нrоrество ./
',iоПно 

3аписать такlе в виде

Auo--Aцo_{,Witol
о" цоrWf,'tоl,

(здесь X'-W! ta )

l;,, 

",. 
||

) " 
отку-

Приrrер l. ItapB

t -

it!Bl ,

tл. Йj (Q) : |tt

У -|с eil', tBl z Q, t) > - | Yg ,il! ral з l gl q, ,о,- l| .

3дссь скобки (.,.) обоgначарт скалар{ое произведение . itlra . Нно-

хество t состоит ,Е Функционалов / "na" t=-lr+reWr'tal,
Tcoprra из ý 2 здесь нспF.нGнина, ,"* *"* в caнo}r определении./ . a-оr"r"

еrо "негладкость|': У ф L2(P) . 0днако бiаrодаря спсциФике щара Baprs-

ционноQ нсравенство HG инест порогов гладкости. Дсйствительно, abnrdreн }юр-
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l,|альншй хонус мя t в точке ue dJГ z

ll W ; il = |l "Wr'tа): t -fu(A [-[), fo , 0l.

Из (2) поrучаен, что р€Uение Л, HeDaBeHcTBa (t) одноэре}rенно рФtает следую-

цуо задачу:

-дцо-{=ъ(лчо-u) в {2 , цо-0 "" 0Q

0тсода в кilleн сrrучае цо€С- (а) tзл""" гладкосtь 1!о опFеделяется

.-n"o*o.r., / ).

Принер 5. 0граничения на градIент:

У = |aeitr{ol, \r, r".dо ,.0|,

rae !-(p,,...,pl|. (Ц (a)l , п2/: р>2.
3десь инеен 

""о*""r"о ./ вида (8) " }У - (lr({?Dl,

В,г= ld u, il', (р) * (/,, (aln, р, = 0,

з - {. (t'; (rrl\l с W',

в*9 = - dM 9, ( \# (a)f *'lti' tа l.

из прем.'енил l поrrучае^ AuorWi'' t?l , откуда urrW|шl.
Рченпе Uо удовлетворiет задаче

-дUо-f =- х,dTg " !2 ,Цо-0 "" 0Q с...е*отор..,, х,)о

в следурцен пrli.ере V-V/r' tOl, W-Ul!'taa),Y'GC'nlD),

<ДцD:\(оu. Vс-цr-|u)dд, ц,tгеW!tаl. (11)

а
Onep"rop 14 коэрtlитивен " WJ

лоri HHolrecTB. Jt gVt!tal
@) , поэто+rу прr лпбоr.r занкнуто}r выlук-

с)цествуёт единственное рф!енuе а0 не-

равенства (l) с оператором (lt) [3] .

Приr.rер 6. 0граничения,на границе области:

,ю
{

}



1[ = {ceWl@l , \ цrd Г ,, 0| , 9, Y' .'
ае

здесь r.rHolrec ""о It и..iеет вид (8) , где 8:W'rU) -W'! taal
па

ратор следа, 
'= й,

Граниче области 0l2
0rrя g!енпя Цо

( см. (9)):

Даlствитепьно, !Г=Цоt

Поэтону из (l) вчтекает

i Сс= #,wi(Ql*Y-k Uл,

пел Vче Ci @).

- оле-

- оператор диФФеренцирования по внутренней нор,rали к

о

вар.rационного неравенств5 (l) имеет место соотноцсние

.lao,c> = t Р ,rаГ = (( Сцо , Пr) Y t eWi rо)
ар

a

, Auo,!Z) = *J a' цо* цо-{Jrydс, о VgeCi@) ,

следоватепьно, 41, в !) удовлетворяет уравнениD -ДUо+Uо-{=g . из

предrrох(ения 2 попучаеrr CuoeY'C Cn"Ot|) . Таки}r образом, рапlение (/о

неравенства (l) является также ралениеr.r задачи HeiHaHa

-Auo+uo-{=g в !? , *= )-9еС""1аа1 "" 0Q ,

где х,>0. Поэтоиу uоrС'** @)- (см. g11 ). при более гладких'</

гладкость раtrения 4, повчшае тся .

Приrrер 7. конус Функцl4i неотр{цательнчх почти 
"aпду 

a Q ;

|C,[u.rtiQl z u@)>0 п.в.в аI . (12)

Н"о*есrво ./ }roilHo записать в виде (3) следуоцин образоll:

Х[= {аеW!tа: \gtdз.-о YgеGlt, (1з)

а
ГДе 

6=U€С*Rl), 0.зю)<|, suррrпЕ* dl .

Эквивалентность записей (l2) и (l]) показьэает

Лемма 2. Вслu цеfrr(Q) , ,rto tr>O поqа ваоОу в Q , ecrtll

ч mалько u*u \ ? [d.C > 0 Yg eG ,

Доказательстaо лемнu 2 MolrHo сэести к доказательству аналоги*rоaоlзi



утaсрrдени, дпя непрерьвньж Функций, используя Teope..iy Лузина.

В этон npr}.tepe пиведен наиболее простоi сrtучай: в кахrдоi (или почти

в каlпдоi1 точке значения Функчии дол)fiны удовлетворять одно..lу неравенству. Проr

более обrцих локальнцх ограничениях ( например, вектор-Функц us г€l'i,lr'taD^
по.,т" всоду в зВ принаIцежит вьпуклоr.rу ..rножеству КсR^ ) функция

lJ[d в кахtдоi точке должна удовлетворять систе..tе (Boзl*oltHo, бесконечной)

неравенств. Однако и в простоi ситуации пиr.rера 7 лно*ество Jf, таково,

*то се"е,;сrво 4 не .,leнee чеr.i счетно и условия Bl , В2 одновре}rенно неэьalол-

}

ни..tн при Х'С L, ( Q )

YgеG и

. Деrtrствительiо, допустиlt, что l3|rrro, < слпst

I
а

Jaoett, l >о : у aodc > lro VyeG.

Тогда ill2
rl=

slJPP'

0днако правая часть последнего неравенства l.iox(eт быть сколь угодно нало.i, по-

этоr.iу оно невозr.rо,(но пу 0 >О . Такиr.r образон, результатu из ý 2,3 здесь

непp.r.tени,,iБ, но вклDчение AU*eX' n- r"*r* !f, не ииеет иеста мя

произвольных Х'с L.UJ) 1 .". fЗ] ).

Пра обсуждении данноi рботu 1,1.Н.Хазан за}tетил, что если КПМ име-

ет непустуо внутренность в топологии Х (7t/ - пояппосrраr.r"о " [ конеч-

Hoi коразмерности ) , то вклrrченп" Дrt"еХ' r.roжHo доказать, основываясь на

тон Факте, что Функционал из V' , ограниченньй сверху "" ""оr"ar"a ..Z

пр}rнамежит Х'
Автор благодарен м.н. Хазану, а также Н.Н. Уральцевоi и д.Г. Кусраеву

за обсухдение результатов и полезнuе занечания.
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