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ЗАесь Д = (|tl r.,., Еп), 0=(0rr,,.rOп)- "ультивекторь., 
такие что zi-ro/,

Li=l|', i = l,. .,,п , rде Пi , l, , цель.е числа. Ранее в [9] для уравне-

ния вида (1) при условии, что|1,|2| и средние l|'lrW7+?л9п!f+9,6uли
получены точньaе по порядку убчвания на бесконечности оценкп решения.

Введен следупцие обозначения:

t:, I/:u! р*, lcl=a,r+...**o,

(*,р) = Zol pr, {с)а= (2"?)n, h=(?-, а . . .,Ln*"),

i 
'"r= 

1r"iq" \_r-*'Yreld€ - преовразование Фурье Функци , fсr)

' /tЧl - обратное по"*о".п""rие Фурье ) .

НЬ.характеристические }iногочленч оператора l ГrOJ и его главной части

LoWl 
;Э=, 

ОчЛ* налагаеr,r ограничения:

l. Дл" лобого € е Rо

со.€)^ u lLo (dfl| 5 с,.€)r. (2)

2. Дr," лпбоrо € е R"

]t oEll >- сr{ €rr , (з)

,о" f -1{ r...rlo), пъ=(пrr...rпо) - целочисленнъ.е нультииндексч,. такие

что ПLЁ.- lirl, 
^-r' 

- li о li' - е; 1Е=(сr,,, ,r2о), 0=(01,..., ео ) -

l"tультивекторы, определяDцие оператор LLDJ ) i Со, С, , С2 - некото-

рче положительные константu.

Расснотрин средноD Функциlо

tl= t,l'

цс(Ф) - |rоi^Ъ| uttl б tt-r,,ilаt
Еп

(4)

(5)
1з5

С ЯДРО..r УСРеДнёния

бtt,,,)=(эпir \
еЙ€е-ltlti€llЦ о, ,

п



где К - достаточно больщое число.

При вчполнении условий (q) , (5) для лобчх }rультиэектора РrlРl)Q,.п чис-

ла К > Q в силу леннч l из [9] инеет место оценка

Df а tLuilu ср,лu-|dl-(а)'fl (t, (fu)r)^ , (6) t

rлсц):а прrЛ-(l ,ц)=0
Пусть

Будем говорить, что Функция

при |Г rl , ai ц)i , /=/,.,.,П.

ýn= [Ре r*, 
:Yr^lnPцell 

(trwt{.ф, 0€ ф,d - t|,

ýлi = t u, |lu(c)l(/+ txtil dд. "о}.

f@)c Lr,l,p(E),t>O- ,,"*", 
".'nn

(7)

(8)

р)

(1о)z

l{, L,,n| : \ I fpll(t+lcl)P d, .n ,

l
Еп

Еьа

c"f @1da=0 , 0<lбl-< 
'.

Определение. Функция u eS'x наsчвается обобrценнчr.r ре!rениен уравне-

ния (.t) с правой частьо fe$'n ,."n" Yrе|, вuполняется равенство

(u,!,* W7Ф - (f,{), (11)

где L*ГД - Форr,rально сопрlrен*lй - LLЛ оператор.

Лениа | . fuапо u@е S; Тоеф ам почп,t осеа gеfо чrqеепl

леаlо

boun_P) 
- u(Ф,

еOе [х - насалоgя поалеОошпелоrлос7пD futиlqqpoB.

Дока3ательство. СначаrЁ покаlе}i, чтt) средние ааР) сходятся к ЦtО|

" Lt,_t! (с Beccrr (l+ШГ1 , cr.f2, c.79]t). По интегральной теорене

Фурьс
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С учетоrr этого инее}t

(используя обобrценное неравенство Нинковского, получаен)

-пh
(ес)

" 
о l |ц@+Е) - It@'),,L,,_H|l0 rц,rldt *

\ýrt,ilor=GФ,tJ) - l.

Ео

<0

Еп

l |ц@ +т) - urc), L ,,_,t|l i ц,лlаr +

(fu**M

- . I lц @+т)- u@), Lц_illli B,ulldt <

Ф);мп

<с ýшр. lц(оrт)-uЕ),L,_^tх l liс,,tildг*<t>^<мг '| " 
<il^"u

+ с. 2lu, L ,,_r| l 
' 

iо,tl|dг.
(fu\rм

Делая замену L -t и приr{еняя оценку (6\ с р-0, к>п
l1,2

, получаеr.

luo lc) - ц [al, /,,,_n l 
" 

с __ýч .,la lа+il - tl [cl, L,,_rtl *
<t)^€Мrr

dt
+ crlu,Lr, -л|

(l>л>М цt+<t>*)К

Откуда, вьlбпрая ll сколь угодно больчlиr.r и переходя затен к пределу

i-0, в силу непрерывности в цело..r Qункций n" Lrr_l (с". fZ, теорема

1з7

\

i.

a

,



111.1] ), получаем аulаl * tl(a) . Lrr_tl . В силу соотн(це}оr, иешу ра9-

личнuни вида}rи сходи..tости ФункциональнO.х последовательностей (c.r. ft0 , гл.

Ylt, ý 2] ), за*lю,.аеr4, что суцествует последовател"".r"r. |Д"} , такая что

Ц,o*l0) + ll (3) по.,т" всоду.

Леrrма доказана.

3анечание. Веэде в дальнейOе}. интеграл по парэ,iетру усреднения будеlr

пониriать в сr.rысле сходиr.rости по данной последовательности tГк .

0бозначиrq

ё, G,,t) = rr"i4' \ ;ile;,nt,ti€ll" r^JuL rr1ll2^-''гL-wld(, 
-

Еп

где черта aзначает ко}tплексное сопрахение.

Лемr.rа 2, Пуспо aes; - фобценное раденuе урвненuя Q) . ТоеЙ йя
,..o,<"iLl. есеtr 

'а 
Ео чмееп леспо преОстtавленuе

friu,a = @|"'|,"

=-L* LDt7 рчi'П \
Е

Доказательство. Имеем

(12)

2д

, ,,пlz
=|4El l

Ео

;iц arliltlol d€-

; 
it€ 

r-ttL 
ur'l 

&(- 
2к l t L (i €,l'-' \,гL t ; € l Пld € =

;itr stttt€|l'^ 2^lrr uсlЫ t ticldl -

1а,
+

1з8

--L +

LDt d,t\, (1з)



' 3аме-иr, \-,-) для lшбсгt,, (иксироэанного lr> 0

Пс gсlр1,1ул.: Лейбница пол)rчаеrt

Ф),нкции 0,,ёrýСýпr,

d
т

л
ц[о4) е G,ddtdt --пЬ

,J,rt*| - ,!.hiа)=-(zt) ''
t

I
ь

с

t

a

a

lучитывая t12) и (l]) , имеоr)

к Функции

-EtE
е

l
Еп

|Lh

J !. " 
@+ l) L- Г!r7 t, lt, d dld,r - r^ 

* 

!!"r 
*, a,,t, tй d r.= 12п)u|'

Приненяя ленну.l, получаен трсбуеное. fleшra докаэаю.

Ленна 3. Пaalto ueS) - oбoбltteHHoe рацеrаlе у|wвненrв (1| , еОе

f @)el,.r,o, p>l + l, ,l+l, ,# . Тоеф ём любсео мулоtлuuнdасв

Р-И,...,Ро),tPl>-0 , tцеq, реФр нероенс,Ё,о

|D?ur,- 2fuъ"; CGoll"Cl/ri"*ti')l1,Lrn|, (14)

eOe|=l0l+lP,a+(r+/)8., -l, ей|-фOк,hпhr>l ч с не

завuсчп оп а
Доказательстао. Приненяя Форнулу ТеЙлора для ФункчиЙ r.ногих перейеннUх

fz, txrl.Ц.ll.J

f'l - Z л' 1,ol4 - ( Z lr мо)u-r)ldгl lrt(e l: } l1t,*l

е-ttЁ как Функции * (-iti| ,,,,, -ito€,. ) , получаел

:rа Фi- 
i 
r-"",a ф u-фt dг.

зяесь |it€|'- i,'.rt.r. )/', ci,tcill- Д 
(itл€-tf , l ! - l, ! . . l" ! .

(15)

Использ5lя эту Форнулуl иrrеен
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f ё, tc,n1- 1эоi|

_,rоf ^,, 

!,(Ё 
Щr' *\;,,r,,,д,'u;i'' u *i *),

,*'t-iсf'ЦG,fldу +

na,{ k"i*\ i,re l+P
l

0
dil* U-il'dос,G,t)d,у.

|"uo', 
О| 

rrc)' с, (€,rl d€ -

, е"((-;g) 'е,g,о)dl-й # tr*l-Ч'|'.

li;u"t,-o'*,r,}|
0

ht

. с я IaI vd,{| lл,r,
lrb}}, I, Еа 1,,

.0'о,
а2

,

+

lD'o

е (-r() (16)

l0,G.ild€dl.

Приненяя леlrrу 2 и равенство (t6) , получаэн

l лLr,- й 
цL- 

t,.а-" 
| у | yY "q rnac рr ( )' 0, Е,оW dtl -

= 
|,о,г' iЦ[о,,й ! пr! r"Ъ,rl n' 

о,tE.o)dE r

|6Z iс€
|-ц)"'0,

ПСрВuй hнтGгрaл t Ф.{гуgli.х скобках рэвсн нулр a силу уGлоaия ортогональ-

ности (l0) ; ,lтopoc сrrагсGно,g оцGвlн по ноАул0 с учетои огр€ниченности интег-

рала по 
", lldd*u-Tlm|< l! . стало бчть,

0

G,0еl
Еа

!
тli1.1H

-l
Еа

Гfi
h1

1{о

(17)

|,



У, 
€,lli*Pi l с, rc.uld € . rV rc, l'* 

Pi 
;'Ъа 

< е >gJЪ 
уr.fdе .

0ценин ""r..pan 
no { . Используя неравенстэа (2) , (]) , инеЫ

поскольку а<О ч tГ>/ , получаен)

(аеlвя занену rе€=€ и учитэ.ваF,что !fКý)л:<tГе'аF)л< С<f)_ ,

-l0l-Q,l+p)
<cU

3десь Z=|8l + В. р) + (t +il|*- t

\ i tT, ft*|t rПЧ'еЪfL#лru -чоrеOФ 
(18)

l+l0l
Так как {1/2 

- 

, то t>0
0rio

Подставляя это неравенство в (lJ) и учитчвая, чтоР)9+/ , получаен

-D?u,
h2

l-.c х
trl<Ё,

l2

\ n 
-,,, -,,, r, 

", "dol у, L 
t ol 

* с (Ъi \ l,')у, /,, оl .

h,
lDРц, -а,

Лао,rа доказана.

Следстэие. Дм поqш всеg t€ L
Lп чдеап леdпо преOаtавленuе

0л 1, tc
h-o

t-с)€
0, G,Фd€dt,

u@) =Z
Fl<п

г'
J^td-(rГО d,r

gI

'r7 
*

еOе

I дс,Iг'
Еа Еа

Со-tцп t8я)-с
' t-ф

t r-o' rrg" G (€,оld€dt - !9,йоr,,ЕLa

цdl (19)

Е4

п- ttaKoe, wо п*lrW2m (0 оlреоеленое (J))

Дока3ательстэо данного утвершения для псевдодиФФеренциального опера-

тора с однородн}r синэолон приведено 
" [В] . В случае однородного квазиэллип-
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тхческого уравне}fiя с перененюп.и,коэФФициентаии в виде 09) коэФФициентu по-

линонit зuписань. в Ш 
'_] 

.

Пшненяя ра9лохение в ряд Тейлора с остаточн}.и членон в Фор}rе JЪгранrка
ctp

Функции 9-' , инеен (О<t<t)
t

uпlal- kоГ"!,оО,)"n"' Е"#--Р,*у',{А 0t€,u)dldt-

-
с?

[il| U€lr 0 (€,dd€dt +I"I,raI
Еа Еа

(zоl

l,еоiО I и/;t e-;lrt;rl'i"€"еЕ,ddхdt -
ЕL Е4

р|Fm

Iс
+

lрlзt t+t t

лр
-Я 

*.
лltсп f !

l

-?!пЦ, i" Iu,/l I, 
-it\uP*e'gill*ldt.

Е4 En (2о)

l'.

.\
Дtа ядра ?trO) инеет }.есто следупцая, аналогичная ( 6) , оценка:

@|no +t
v#l

ср
рlРп

",f,l-

||l +ttt)- лР б 1f,tll < сr,л[-urFФОl Q- l bl i^
(21)

(d- е прu [<l , d-0 прg tr)l ) , которая вчтекает из неравенст-

ва 191 работ" Е9] . Фесь(Р=lrr,,.rf1) " l(- лобче н)/льтииндекс и число,

lfl = r)l.'!'o, С?,* - константа, не зависяlцая от 1) п К
Проrкеняя эту оценку прч lГ))l , uЕ (Ю) получае}l

|u"Bl - fu
}

142
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"l Z1lpl.m+l {, ,r*r'! ,,Лl e-illpqYr'c" тк,ч)dЕмl"
ЕЬп

с

Еп

lцttл|
-<С z

lPl-п+l р v- т
l
Еп

р

олеl-Q,0).,.-trо

(так как поy. tГ>l и..iGет несто неравенство (O<t<l 
'

l
l)

I Lг
е,мс

(,-|#l) (t+ lt-cal)
* nfu (/+]rl)

(/+ lll )
, то инеоl )

* rn} 1l*rnl/ i \#rdt,i'la-Ф,ol+tlo,-n u

< с (/+ иl)
tt+п+t

lг -191-1lя.D0411+ilo'oa

0ткудаrу9итчвая эь5ор r7Z и приненяя ленr.rу 3, получаеи, что paвHorrepнo

на лбсtн к(|япакте инеет несто

liп_цr@) =.?_:r#,
С+ф lрl<п t J

Полагая е-h rО-lъ-' " п"о"*поя к пределу прu|+Q, в сил), леш{ 1,2

получаен требуеное. Следствие доказано.

Отнетим, что в случае пол}lrарнонического операr.ра f( успоэuе на I77,

ознэчает, что в простр"""ra. ýj попадаот гар..rоничсские полинонч an l-П
порядка и не попадаот гарнонические полиноlъa более эчсокой степени.

Теорена . l1успо ueS', - обобценное реuенuе уgвнеwл (1l ,

fElle/r,.u,o(Er), P>l+l, l0|+8*(v+l)> l . Тоеф сgщеавуqпполuноп

f,Crlrna*ai чlо
(

14з



lц tа) - P. tol.c (r+lrli' I f , L rp G )|, (22l

zOе у- >0|gl+ О,пиР+l)-l
ПоttllнцqQО члцеапацО

рO,олс+ 9;4,1 t 9+I)

.f, ,rl:Z_%
lPl<tll # , 

со- 
!уt -fun@.

будеи считать, что lcl> l . Обоэначая Qtnl1r}r*r+#

9

Доказательство. Поскольку нас интересует поaедение на бесконечности,

, в силу

слсдствия и!iееr.

u (а') , Рr@> -
Е'

-atz
-(zа)'

l

I
0

I r о, t, U-цn)dt * 1roid' | аr\rвё(цi/r *
Ео'Еп

f ttrЦ(l-о,ч)dt = ЦrХr*lr.

lё,tt-cdl *crlclP1 t+ltl)рг-'"l ,

Р - ,16* число, С, - константа, зависяцая от Р

dt

I,*)"

| ,iro,|;r' k (лl, е4 )r'r| с, t€,dd€l -

?
-ф

+ (2го) (23)

( 2l,)

,$.

3десь а
по" [< l

!ействительно,

- некоторое полохительное число, которое будет вчбрано ниilе.

инеет rlссто следупцая оценка ядра Q G,cl ( lc1 ,1 )

где

wtф, Ё - цdl- ро| 
2 

| 

i.rо, 
ct |е-it€ е" G, {€, ddg| -

( эд"", 4;. коэООициентu разлонения (lg,l+. ,.+lcol)P

лlz
= 1еr)

,
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( интегрируя n., .асr", n., { и при!rеняя Фор}rулу Лейбница, где

коэФФициенты в нёЙrиrrеен)

ф-

u

= 2" t |irr#'! е 
d€ е"' 

Д8rr- 
ilfll-'G, (€,,r)dr|"

".,а L ll (\Ш!-'С,(€,,r)ldc
l, t=p ,рs/

получаен

-lcl

р

0чениr.r

(l*tcl)P

lt ( г-wl+(.'l-Р . с (, * tt lf n

lil|+P*,aa,cl 
t F c,l U+tttf аt *

(поступаа далее как при докаэательстве неравенства (9) 
"з [9.)

!нитuвая| что |/,< / , получаеи)

-<С
-lel

Тен саичн оценка (2Ц) доказана. Подставля^ ". a t, и учить.вая, что t!71q7 ,

lJ,l= l2r'ol' dt

} l1,al v+llDРdt<сlOГРlf ,L,,pl .

I

l
0

I /,r, i,lt-r,ddtl-
Еп

u
с

l

..I
0

wl

I,1oc t
I

t, . Приненая неравенство (2t) с f-0, tl)-0 , получаеrl

а ,, '1'о
a,\t l d Й dt - с\,г-о,dоI'# 

" "

(25)

,

I
lcl

l
t

l(-lol+po,,,*+tl,p
lf , L,,rl .

(26)
-. с (l+ld)

145

a



0ценин t, . Приненll р..снGт.о (16) при f-O , tчитч.ая усло.иi орто-

гональности (l0) , инеен

l
l!

ф

l х,l - Vd*l,}rr")" д, r,u
t

п't'Ъо|dоеваасш|"f
т

ЕLп

l

/l
0

,iE

(используя неравенст9о (l8| с!r-0 и чсловиеf >-l+l, получаен)

из (23) , (25) - (.27) инееrt

-. 1r,}, 
I f , L ь pl,., 

dЁ'''-'аl Hl 
с l /, L rrl w|Н4-О ";" 

(rHH) 
.

Полагая L J
р4-п*йМ i 0"шо- Y0*, О,й" ЧО'*,

<cllLLp' 
.,Э,Т"о 

an\i,Lýi l/i IG,(€,r)l/€-=

lцlоl- €, tnlt .clf,L,,r| (l* lol)-r.

L27l

г

ý

Teoperra доказана.

двтор приэнателен Б.Н. Чистякову за ценнь.е эансчания э ходе о,69ушения

работu.
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