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СНЕЧtАННАЯ ЗАIЦЧА ДЛЯ 0ДНOГ0 КЛАССА УЛЬТРАГИПЕРБOЛИЧЕСКИХ

урАвнЕний с пЕрЕ}tЕн}lшни кOэФФициЕнтАни

Б.А. Бубнов (Новосибирск)

, Вобластrа-Ф,Т)*DrRР lгд€ О,обп""'r. RО сграницей

S еС'^ , npn"er' 2 }iожет совпадать и со Bce}r простра""r"о" ,?? ,

расснотрин ди(ференциальное уравнение

[, = 
r rр 

ГаК 
6,t ) urr+ Осо цt1 ur+ а (o,fl u+ д u + ll 4r, у, h u- { ta y,t l, (1 )

*""r,On" 
уравнения (1) будем расснатривать сйешаннуо задачу в следупцих слу-

l. Пусть

р-2, 4о40, Дu=
кlсл
|ркп

К tцt)> l>0, t>o, a*p-opn,

22
Mu =Z {, et)ul,!,,+ } lrBiluy| {Иyt)tl, уеR2,

-l"'d (ци,tlл!ч),

'"о"" ,!, {, tЧtl *rЪi , tue R2 , знаконеопределенная.
2

2. Имеем

+

р = l, d о4 0, К Btl > l > 0, l > 0, Дu -J 
rr- 

Ц"' Oi {цtаt ln! u),
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а*F - apn i 
^lul 

ч = l, @, t ) uu+ lrtay,t)ur+ 6@у,t)а, усР,
на знак Функции 6r\tl "" о.п""r"l'никаких ограничений.

]. Наконец,

р= 2, &о< 0, к> d> 0, {rо, Дч =,Z*rгtf-ai h*tааl!ч),
2 _, lрлlп

а*F, ар" i |"lч = А IrИilur 
r.+ 

l{cy,hu,

У:(у-,,|2), |t,|r> 0,

**" },lrИtl Пi знаконеопределенная.

На оператор Д буден накладuвать следJ/Еlцие ограничениl:

tlttt
|Иuilаt-!\rrl;,фыl,r\tu(аt,|моiаь-r!r,i"о,.

для лобчх комплекснознач}ýх Функци й tlelltaTlrwiolnillrл) .

Коэr!фициентч уравнения (l) - вацественнuе Функции, и

ке СSцQ), <оrс'(0), Q€ с'@о), апFеС'*'(0о),

8i,lr"C'![o), 4"С"Ш), !,е с'(а) , Lо=fu,т),2.

В работах П-6]I р""ч""тривались краевь.е задачи длl уравнения вида (t)

сt начальнuми даннчни прп|-g , onep"ropa М , не 3ависяlllеrо от У , при

услоэии, что rgроr(денrе прч t-0 происходит степеннч..a образон, а TaKli(e

хоrеа Nlgrt17-g , но при это.ii вчполнено условие корректности 2Bo-1K1l>-
> d>О , .аеденное В.Н. Враговu" LZ_l дrr" параболо-гиперболических урав-
нений.

В работах f8,9] расснатривались эадачи для уDавнения вида (l) с.началь-

"r*" даrrъ,"" no # э"да Ц(0|lLЦs0-0 , ЦtrЩ)- 0 , Л,>0
В случее постояннвх коэФ(ициентов задача Коuи для уравнсния вила (l) иэуча-
л€tсь в 01_1 . В Etl расс,.атривались волросu единственности задачи Коши для

ультрагипефолических уравнений.
Расснотрим l-й случай.

3адача l. НЬйти решсние уравнени, (l) в области 0 , удовлетворяо-

щее следуfiцин услозиян:
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а 0, ul, (2l0а

lп

0u _0з
0п 0х,

- 0,
t-0 r

Г - ь,г). ý *д2, 0цпt|. . .r 
йОо 

,

(Пr,...rЛо)- 
""*rоо 

внутренней "op""n" * $
Лемца 1 . ПусlпD Оr> 6, , поеёа

g (Ъ) - еОllЪl
!"

g'Qlsl- 
ql7u-slds. 

с, , ъе R2 ,

Доказательство следует непосредственно из вида фчнкчии ;/
Рассr.rотрим в области ао задачуr

Рr ful - рдр ( ll Kru* оtо[t + а[+ А r +l,| алtrг-{fu),

[|tr_o=0, o|ro-f"lr, _- 0, Го-Р,Г)r,$,
lg

(3)

аlп-

0п

где оператор М liЪ) опредепяется следуOцим образо.l

(4)

(5)l"| Li й ч=- (а, 6 rъ,ъ, 
- r},l,",У r 

|i t"-s)uwds,ъеR|

6 til - преобразование Фурье Функции lаFl) no n"p"" еJilцх уTeoperra l . Пуопо сgtt|есlллвуоп поспаяннае f 6rСr, 0' пакuе, чло

ll 1,1 " 
сэ е*р (+), ll il < сзеч (Lu),

l ito l., l lr txl < с, аар (;F) еср (- аrlъl),

lpoK + 1cottr'r-lr0, а>l>о,

Тоеф йя лtобой fuнlсшt" f tЪl по,кой, чmg

{tъlеорiLт 
t роор(h)1, /'(Q) ,
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lt \
0о
Vi r"*'- - *Щ] *оЬw t r !, r 

F, *р (h) -

- zt|ъlеср -l
trC

dъd?о-Е$)1ф,
п

сuцеФлвчап еOлlнопвенное ра!е|це мфчu (3), ( 4) , dм кФлороео слрвеФtuм
а4енrrд

\\
R, IJ /+ l1l3

Ь; - (r, *,F., lъit,lЪр(*l
орГf,щ(h)-

+ (63+ qtllM- ео|ъlелр(fr|а"аl- 
!, },L' 

+,|rlлi,о,l'+

rД, 
У;, l|*eP,t *l + 6 

| t l?чr 2 б lъl, 
" 

р (f;P * d а,- r, Е ( f ),

еое 02-гF, {'-lГ,
q не Malal,ll л Цf ;

2аr>оr+ o,t - 2оелрГ#)rо, бзr6s; 6,<0з о >0 i

as* 8t - е о *р (;т)' 4, О, lo,1, О > с, (t,d, K,*o,hr), о.

Доказателэсrво. Расснотрии в области 4о эадачу

P,ru (ъl = etp(r#)*"rl+ €, tц+ qч + lц +

+ лl,Liъ7ч- f lй еч[- о l a,l ор Ы,
ulr_o- urlt.o- о, u|ro= Нlr: , .,=#lr- 0, ё20,

где

o(l - .(о * *|,-Ые к о l il#, *, (+),

(6)

(7)
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at =а + dpl,,*r;)h r r*W (Ы# -

r,*r|; Ы1# (i, r )= 
а,+ о,,

о*#*р(;,)
te*,

|1
UrelcJ

tчч)квlъlесрЕ; ,

M,fu ъl,г=-l,ъ',I-il,ъ,t+еср|чt*lrrр(lL,|)!У*r'О*ЁН.о(i,М,

22

ъrR', {"^: - 
}, 

{rъrЪ;, l,fui{;L;,
3аметим, что если U(Ъ)- решение задачи (6) , (7) прп €-0 , то

Функция t(Ъ)-чO)есРРtr,turр (Ъ\ - редение задачи (3) , (q)

Тогда если иц доках(е}i однбзначнуп разречrи1.1ость задачи: (6) , (7) .поч f,- Q

то в соответствуlощен классе получиr.i однозначнуD разрецtиность задачи (3) ,

(l,) .

Рассl.tотриr,t то)fiдество .

Kui tK+ z.r,ttrefzа
t-lll

R2оD

t

0
l
,

-I
t

ъdDhd
\\
R2'

l+ l a,13
ро еср

l!-| -
\tьо'I

6 Ро

- К; К (оо+ а, tъt\r,dlhdtdl -II
R2D

Ьр'йцоЛiчdаJ

t+|ъll (tre)trt

пlfulз Рdъdл +

t

I
0

V'or*
,lоrJаллltlч -

2

I
pZ

ц

/-I1l!

t

-\\l
Роа

! Ь*, 9l+ а*р yl ai ud а

a
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(8)

t
-\\

р20

t
_ll

р20

| (@,цt+ м,Liъ7ч.Еt\
} gаъсiiа,D :
1)

9-%+91,9f *рЫ,%-rчЬ, еч
Гt+аС
l

+

+ |оr+ o,t)ltl + ао бо< 0 о|

Приненяя ле}rну l и условиl на Функции

в левой части (8) последний интеrрал:

<0, 03>0 ,

л
lц ,l,, l (Ъ'! , оцGнин

,]

- 

t tr' 
t ь- оl' *ph r * lы*pril- b,-6,f )ls! *| :цl* r

ut+\
J)

-I
R'

dъdtdл

#* 2 t 8, l' 9 9, d йt d! + g,} 
i )

t

- Il\
R2о D

ъdtd0d

t

lIl<| I \ \
p2oD

oiq
lTlT

t

dъdtdТ- iJ.l }

9еор alfu

/+ l а.lз

l+ tutl

п х

dъdtdl +

лdldо +

I

* t ,-r,zlrrl/r}

t

0

щ +0 уоdъdtdD

еu;
t

-I ll
п2 о!)

t
-il l\-Fол

t
- \ \\

R2OD

#rц2dъdtdл-Ii}
u|(v2+ v,цl

l l+lъlз

л, uigo

#[rlztt,
2

9Р,
,|, u+

9
+
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есрч'qt

t!)
- 

ir,;11 апаldл * t
)

пf)ч'* tiор|ьпt*пф!
.t+ |?L| l+ |?ul!

-3
т(

/+ ltl3
dъdtdп ,

(9)

Иэ ToIцecTBa (8) , испольэуя оценку (9) , в силу вuбора Оо<0, аз и

о| получи..r следупцее неравенство

a

Ir,r
(1о)

lr
,/лdq,

0о

Если теперrь расснотреть вuражение

l l l Пф),, r,,r (p,,u)r, т,)у,dъdtdl,

,* п,!!"Оr$,*еЫ * fr* (ол+ o,htъt+",t],

то после интегрирования по частя..,| с учетон оценки (l0) получиr.r

(11)

Из оценок (l0), (ll) r.rетодоrr продолжения по параиетру доказывается раз-

решиность задачи (6) , (7) для f,,20 . Далее предельнчr.i переходо}r прп Q-0
на основании оценок (l0) ,(tl) доказчвается разреши}rость 3адачи (6) , (7) для

0=0 . !окажем единственность реJ!ения задачи (6) , (7) прч е-0 Для

этого принений прие..t D, t Д .

Пусть ЦtrЦ2 - Ава реluения задачи (6) , (7) при е- 0 , тогда из

тоIцества, аналогичного (8) , для разносtч Q!o Цr- Цz получи.l

}} t^* ff) 
uir,u'Pr к*ф#'* *р fr)жr

r i ч, лi 
" 

D : 4#d-d n r\\,} 
* 17" р,

- Ц! к*р И [аlъl(аur+ ua)цpr?+(a,+o,1)trl+

* 
",{а 

*d t и + !,\\ry,r r|"t t sr,t1 r

|u:u *,Ll D} u,l' +,J, 
*tli 

uffц а ъd о,< с, Е ( ) .ll,
fQо
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-Е*Ь) о" ъtt
2

2

t
t

l,-Iz"Iar I
оlл.llkrЧКr"рфJ

|frrа"trtttьr+а,t|dцR'оD l cr' (t + t r.t3)

0ценин интегралu, стоящие в левой части тоIцества (t2)
t

+ (o,t+ о. ) пt)аъ dёdл - о.

,", 
r+ 

* оо t + lъl (оr+ 6' /l)аrшал

(12)

l

ui
?ъ

fu

+l

t

=*\ \\
tоо

It з
+

а



t

r Ь\\\ffi|, Р * * ойП' *Y, n ut 
r р; q ilфillа

t

,,s- ! 
r\j } 

ffi *о 
W 

r oot+ ь,+а,tlп|лълtd_, +

I

2?,

t

ll
R'o

t

0
\
D

\
R'

I}

h *rP,t * l^цu,- u t У лlН п $|-* х

.2
a"llitч'2

t

ll
0D

liYЖe"pP,ro,1)lrl*

l+ lл,l3

*.rр 
Е. 

t +@r+ qtttxllxatlл+ !

ru,lfaxdtaarcV, u' о рГrt r r,t r цr o,t)t xl d bd tfu .

вчбрав ?а,|з так, чтобч едК+kоtе+/-qr+ч;t'r'r-4rо , у1

испольэовав вбоо аоrОl,О , которtrй ны сделали при вuводе оценок (l0) ,

jor'' , из TolrДecтBa (l2) и оценок на интегралч Irrr, получин неравенст-

Ж -rli n (о,* ql) t ъl * u,fld ъ d.0 <

t

,I}I
R'о D

_. l
R'

(1з)

чиl.t

унноrив левуФ и правуЪ части (l]) на *rГ+tРоЦР (-'Д, полу-

z !ро,пLп К -. r Т 
tr' 

( z.ос lч, l + l, r r),
зо



где

)тсода следует, что u -0,
Этии и завершается докаэательство теоренu l.
Расснотриrr задачу, сопряrеннуr) к эадаче (|) , (2) :

z =#тuъ!d), ф)Чччtх^]7dлd4

L*u-!(a,y,t), t|
t-r t;0,4;rЩ,l; -#Iг-0,

L*rt - оператор, Форнально сопряхенюlй * on.p"ropy /rц

уttl-\\hепРJ*п,+

0dч
0п* ,

м* Lойч = - (i, lч пр,- lfi,l,x,)t-jfin-or' g)ds, ?ь е R'.

- ц

,де

В области 0о рассиотри}l следушцуо задачу:

р, u (х) = еtр Гi) ro, u,V, * Fi)Fr Н1-,I*НLЦ 
-

* 
#,*rrr- # 4-**,|*lu+М*Гi^,Jч -!(д,), (14)

, (15)

ь

бtъ) аdоелаrcоряwп yclloBllяjl пеоре-
пакче, ч|ло

olr-, - [tltr-, - 0,, ul ro {"lo=
0

Teoper.ra 2. Пуспо Фgн,сш,lч lrj,ol, ,
ъа 7 u сццеопвуоn поспояннае Poi О

о- в4+ елр Нrlh + К tг # 4, 0, 0,

[р,К + 2.c.ottr'-4lK*pф, d>0, )

Тоеф, dм лtФаi фунtсtал" {l СЪ) пакQ7, чпо
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сgпцеспвуап еаlнс7поенное рацеr{uе зафllu (r4) , (r5) , 0ля копtороео вdпалнена

а4енка

ф,,рIl h - ро шр('r] € L' (0 0),

!, l, t*r,""'lx 
+ #1,,оLh - 

^*рЬ+) 
-

}, J [,' 
* lh) 

- n -R,l о;, l!*[f - M*,(u| Ф,,лt^t-

- 2 о lxl ?'рr*ЛР*- 
), },Р; 

+ pn^l li, t,f а l цO*fu

- р"оо(*)- a'lxtr*({)r b,,- r,Ц|4dxdao* с,Е, (Ф),

С, не завuс7лm - ф, tГ,

оg,.сэt | -ot,o)- с {t,K,ao,1rcr),

2аr) 6r,- 6,t - zа* (*)r. d,> 0,

6r,- o,t - 2а еср rh), dr, 0,

a

-o,lxlt - еоlхlехрtrП dъd,оо= Е, { р) 1 *,

!окаэательство Teope}rb. 2 проводится по схеме, излопенной в TeopeMei

0пределиrr кпасс Функцио S, (оз) СЛеДУШ|И}1И СООТНОurеНИЯ}tИ

'| 
u, Цt,Цtt,оiur, !i*ucl'@)n lpl<z,t<t<л, lв,l<2п,

L'tL; ,ut'

з2



/-, \-l dъdо
-zdЪlРлр\flJm 1Bz,

Тёорсliа 3. I7уапо вапалне,il усllовllя пеорем 
' 

u a't< Оэ+ z1|t .

Тоеф, Ом реuею.я заfu,аl (r) , (2) ш ,crulcca 3, tOrl справеОлuва а,рнка ус-

ult-o-., Чr- *l,

tttoйtalBoqa lъ

ГN,

Теорена l. Пуа|ь вuполнем чсrловlл mеоре!й 1, Тоеф dля лtфаi Функtлuu

{Иy,tl паtса7, u* Еф)a.. , супr!есавуаll panreпue эафчч Ql , Ql uз

|r-"k S, tO" l , 2ае Ё (f) oapeOetteHo в пеореме 7, ,f - поеобwзованuе
Фурое фунtсцпl f {o,y.t) по перq"lен,й1,1 У

l]оказательство этих теоDен следует из Teoperl t,2 равенства Парсеваля

и проводитса TQK п€r как и в pa{Sofax El-S] .

Расснотрин 2-й случай.

3адача 2. Найти в областп Q-(g,T)rDxf p,erue*"e урабнения (l) , удов-
летворяlоцее следушlин условиян:

0*'ц

} I(- )*о[' Q;qt_ло_ефл_ш,=l,,ца)<_, (16)

} ) 
[*' (l,i f *Х t лj t r) *р(iL,чfurчф|t s",tl t,, -

\ oua. (! rdо)

g|hl - е9'''I s'e 'erfu-s|-6'lS' sq (l + fu'), t.R .

-|z
ш)) .

0п^п
-0, ( 17)

г
При это,r преаполагается, что коэ{Dоициентч уравнения (t) и оператор f удов-
летворrtiiуGловиян п.l rна энак Функции

ниченrй.

Лсциэ 2, IФatlo 2аr>6r>0 , поеfu

не делается никаких огра-6,Btl

_оо

зз



l1,1 < с, еср ril l'#l* u о, l;4*oio,1a;), lп- 0,! i

л

l#l. u*o r*) еср(,а,lъl), tп- 0, l.

Тоеф ам раценчя заfuчч |1|,(17) uз чlJlacф Sobr) спнвефluва о. енlФ ус-
ПОЙЧuВОСТПl 

\ u ло- ( 
! fio)'' гlt, tul,ъ .

0

Teooer.taoб . Р*о фунlа4лu КrВоrа уОовлепвоwап усllовчю пеораи 7, а
фунпцu 416", б уdовлеtllооряwп уаlфuю пеореJrlч 5. ТоеОа Оля лtфа7 фунtцuч

f@,y,tl^пaKai, "* Е({) <оо , суцеспвуеп раtенuе эафчч Q| , |1?l uэ

rjасса Ьr2 (бз)
Kn""l'ýr]1оa1 отrrичается от класса 3,tgrl. определенного". (16) тен,

чtо !€Rl ЪеR,
Доказательства этих Teope..t проводятся по схеме, излоlrенной Bulцe, и опира-

Dтся на следуш|уо оценку интеграла:

оtt1-1116 11,,tr,
лГt 8

( 
L, 4 @- s)u B)le"'or 

О'dr)d"йлл,

lфl,

,: !}! ./+ lIl5

3{



Теорема 7. Пуqпо фунtсt4lя lP,y,tl чепrlал по пФаленна1 ! ч Blulecllle с

фунtсt4lяtаl Kreora,t; уёовлаtlворiап уqlовlло пеореJ"й 2. ТоеОа Ом раценtл

заОа,цl (r) , (18) ui ,rrа"а ýr-r"J otpeedMBa аlенка устrоliчuооаап

\ uao" (l'fto)o'!l, tuilu ,

*""" ,f;afi orn".".;OJ" о, -".." d (бr) тен, что область определения

qункцuй !! ""naerca Р1.
Доказательство . В области ао-@,Г) х.Л расс"отрин задачу (rrl) , 

(ts)

с оператороr. М*ГirЪJ , определяOqиr.tся по Форнуле

Rz
и с правой частьlо i tЪl r гд€

ttъl - f,\ u(ву,l)аъх|у|СOLъ,{,dл,
Ri

4- рещеr"е задачи (t) , (t8)

Тогда, как следует и9 теорены 2, суцествует единственное реu!ение эадачи
(lq) , ()5) и вuполнена оцснка из теореr.ъ.2.0тсода и иэ равенства Парсева-

ля для косинус-преобразоэания Фурье получае}t, что Функция

B(c,y,tl = #| чNаоL,I,Ф хrуrdъ '
t-

в област, 41 удовлетворяеr-rо""""rпо /.*S - tl , началь|tй даннч..l

Z|t-T- Etlt=r= 0 И ГРаничнul. ус,ювияr.

ol _0rl = =['rtn lгr 0п |rr цnЫ|rr= 0 ,

покахем, что

В санон деле,

'!lrо- 
0'

}) ,; 
d,td!<c

t

(reut,1ll l
01) 4

[' fu', соь' ?ь 19 
( t * ъ) ( t +Ё l а rl t lц о
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t, - 0 , аналогично показчваетсl , чtо Zyrlyr_o- 0.
Теперь из тоli(дества

, - l (zlч -цL*z)dТ- \,r/- u)dлdydt
\ц

следует утверIиение теоремч 7.
Теорема 8 . Пуопо fuHlctllлlo l @фl,ItцУ,ll чатlнdе по пер€|еннач у

u в!чlеопе с фунtа,luяtаl Коrо,Оrб; уdоелапворяtоll услоочя.м пеорем , u 2. Тоеф,

суароlвуап ейлнственчое раленuе заdrttаl (]) , (r8) 
^uз 

,цlасф, Si tOrl.
Доказательство. Продолrим Фуr*цип /. " =6 

четнь.rii образоlr пои!<0
и в областил4 расснотрии для уравнен"^ lД4 с коэФФициентаr,rи

к,0 po,au' 

?'- {ip"У!:,,i: ;, l- = Uztll,! ;: ; .

Из теорем Jrlr следует, что с)ществует единственное решение этой задачи

а , которое принадлех(ит классУ Е, torl. (Бозначим Zlar- о,

[а 1c,y,t1, !rо;
Цt - 

\О (,,- y,t ), у, о ,
с

Тогда Цt ПОu {20
/,а,= f

является решением уравнения

, ц,с S| Ь).
Функцио Цr-Ц-Ц, , тогда э обласt" QбРассl,tотрин при

't у,0 Функ-

ция ч2 удовлетворяет условиян

Urlr_o- О, аr|г,

лrrr-l0ч].. .

0п'-|
Lur-0,

Из теоремь. 7 следует, что |!rn| в области 0+ . 0тсода Ur-Е в

а , а так как ц|-ЕеS,{q) , 'о цt!lу-о-u!lу=о= о ' что и до-

казчвает теорему.

; О, u?lyo- О,
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