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0Б 0днOн прЕдстАвлЕнии кOэФФиllиЕнтOв

0ПТИНАЛЬНШХ КВДДРАТУРНЧХ ФOРНУЛ

Ф.Я. 3агирова (Новосибирск)

1? При решении интерполяционньlх задач и вь.числении коаDФициентов квад-

ратурнuх Форйул часто приходится сталкиваться с необходиr.rостьо радения линей-

ной систенu с матрицей Вандерионда. йч приведеи здесь одну Фор}rу записи реше-

ния этоЙ системч и следствие из нее для коэФФициентов опти...iальнчх квадратур-

нuх Фор}rул.

Пусть дана мнейная систена /z-го порядка:

)-(

l,
?Lr.., ?l,п

(1 .1)

оп t^

все Ъ. раэличнU.

Введен многочлен |п-п сiепен" Е (Л,)

Е tN - (t -х.,) ...(х-ъл|- li+ d,f-' +, ., * d., (1.2)

Предлоrtение t . fuuенuе сас7пФlп (1 .1) лMнo зQпцсQ,пD в саеOцlа;lелt

вuое:

(1.з)
Е'lъr)

l t а

)(

(о)

бr-еd,
пrt

0-0

п,l
?, ?":'

a

do-|,ai
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зое"о 6'i|:4x'i' * lrti" *. ..* l*.
Доказательство. Введеи иногочленu tп-l -й степени:

Е, (ъ) - +r: .,f'* d,u'{r+.. . + d::, ,J {L-1

s

+

J

а

Легко проверить, что

3аметим, что

d:j'= Лj" * d,i" t , . .* d* .

(1.4)

11.5)

Е7у)-
E'(ful) , есл, ij.
0 , ..n" i#j.

Рассмотриl.t следуюlцуlо cy}r}ry

lп

я
i.|

систеr.ru (t.l) , то предь.дущее равенство MolfiHo записать так

lll

а, Е, (ъr),

С одной сторонu, эта cyмr.la просто равна 4'.l
писать EjlX"i) по бормуле (l.q) , получии:

lrl

Ео,Е, tъ,l =а,W* d,Ptu*. .. *d!!,)+

* q\' *dY t'*. .. * d::,1 * . . .

. . . + алЬ:' *d|' л;' -. . .-d!_)

Теперь сгруппируеr.t членu при .ro"r"*n"*, /*9' , и так как О, - реuен"е

Е'lП1, а с друrой, если рас-

Доrrr(fu;l - @,t' +.. . + а,Ё"'1 +d,,'i|(a,t'*,.,1o^qh...

. . .rd:_', (а,+. . .1 о,пl = l^+ lл_,d,!' +. . . + l,a!_,

Подставляя сlода эначени 
^ d,Y' , вччисленнuе по Фор}rуле (1.5) , получае},r:

a,E'tb,l = l^+ tл_,Ьird,)r,..* l*L{' * d,Ё' +.,.
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}

... r d._"1+.. . + l,Гt" r d,t' *. .. + d._,J -

: (t^**i6,*,+. .. * Ё'' l,+ .. .+{" l) +.

.. .+ d.-*(l"+ t -,\+ . . .+ 1,1i') + . .. * d,-,l, .

Отсода, очевидно, следует Форнула (|.3).

2'. Пр""е"r" теперь Фор..rулу (1.3) для рещения конкретной систе}ru.

3адача вччисления коэФФициентов оптинальнuх в t i"tЦl квадратур-

нчх lЕорнул с Фиксирован}u1.1и уэл€lни при равнонернсtи раэбиении отрезка интегри-

рования rrolreT бчть сведена к решенио линейной систе,.iu (tП-O-го порядка.

Пусть дана точная мя ..rногочленов степени ниже ffl квадратурная Фор}rу-

ла, Функционал погре.дности которой инеет наиненьч|уD в t{*tПrl норну при

фъ

l/
задан}ъ.х узлах: l{

a1

0*|, , ?r. |.

Как известно 0,Z] , чтсrбu найти коэqq"ц"е"тч С4 P_l , нушно речить следуо-

цее уравнение в свертках (разностное ypaBHero.re ):

2п, 2rl(F?,) + (ll+2r-p)
ОсР< l,|; 12.2l

э.(zd !

В л_rгрl*tlрJ-

pldc
^l }с,WlГрJ,

ct{rh-P"-tpr?,f r Qn};pl ,
2,Рп)!

F.0 i

(2.1)

(2.з)

(2.4l
a tp*|,l^- (t!r?r-pf 

* а!, r.FJ., pr 1,1

2.(zп)!

зя""' @| gP1 , Q*', цl ? нногочленu степени п-t , неизвестнu,

Д2"r4Ф1 - Финитная Функция целочисленного аргунента, инешlая отличнне

7з



от нуля значения лиlць на отрезке Еп+|,п-tJ , приче..t Функция В^_rФ7 -
=*'Н; f e^-tl! , ,о.<'r--') . *оэФФ"цпентu иногочлена эйлера степени

2m-2 , с определение}i и свойствами которчх }lo,fiHo ознакоl.tиться, напринер,

" B,tJ Свертка ВпчГрl * t Г.,вl определяется равенствой fSrгл.vП_t :

Влоtр1* 2грl - J 
ar,ucpi гр-хJ .

Тогда оптинальнче коэФФициентв вчрахаотся через Функци" tryэ слеА.,|оOlи}r

образон:

cotpJ - А':' tр * ац) ,

,п -раз

,о. А'!' гр=ф**. . .* lrгр1 i ArtpJ- lгFrп- ztрl+ аГр4.
Решением уравнения с правой частьD (2.2) назове^ r""*ч"п iqr) , з6-

:.":* 
"а |rп+l, l+п-t) и удовлетворяшlуlо уравненио для Pe[O,NJ ,

2m ,|+2r-pf
Вп_,Гр7* tгр7 - 'Pr''' i;:;I . (2.5)

t

,a

tгр =

nlгgе 'Li,, 
di - корни характеристического многочлена (т.е. }rногочлена Эйле-

ра степени 2п-2 l'la;l <! , аiоtfl ? частное решение уравнения

Очевидно, "rn ft 7р1

llн

0боlее решение этого уравнения инеет вид

t2.5l

о,l -Яl,i/
Тогда для 0aPaN .вчполняется

соф7 - Аf'tогеl +f а, Ьг,r 0- I-цГr! r 2!,tъ; tf [iW ,

0бозначиrr u"o". сh]- СIО-t).(С-rп+t) HbDToHoBy степень.

Лемма | . Фунlадlя

iолрl *Я",4 *!,l,*7

iрl - Щw *Е

r4oжHo записать так:

(2.6) ,
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Цrр: l
0

F?t

|)

tZtп-t) !

(P+r

i с почноспою ёо посmоянноео сллаеаФоео явмапся час7lrrrчл panreHuelll у|wвненlл

(2.5 ).

находин исп(ль9уя равенствоДоказательст;о. Частное решение iоrfЭ
Ворпицкого f6]

iЯ' *':*" (::-,) =T,ni*" ## = a2a-l

Если рассматривать.это равенство э целочислен}ъ.х точках, то это не что иное,

*.* lzп_2ф* (Р+tп-r)W0 = Р'*' . Непосредственной подстанов-

кой проверяется, что

р+?

Вr*2Ф1* ttr*r-r|Pnab =

0

,h

2r,
*С , -l. !. l.

l
!ейстэительно,

|+? F!-l
rУ] l(.с+,z-Вuогр\ * \ 1rr, -,,)P*Od. -

0

t2п-0 2п,2

da-2
lL0

0

F|?.,rн!'
@чп-l)

nl'
1etп-tl!

.Qп-о,l) dо

Lиr0

dc

,rtl

ы*,
Fr?,l

lп-l

-2 *
l.-rпrt

12,п+)

tп- l+l \
l2lrt-z)(а+п,

р?

l
00

(2J?2l
Сделаен за.{ену перененных. В интеrрале с коэ(DФициентом d7l
будет такова,, У-О-UП-t)+ Уl . Тогда

заa.rена

Р,?+п, Pl, e,fl-iJ

dл l
q+2m-D-|')

ф,

E,*t7
tс+п-|)

l
0

Qmi! (2п-|) !
a -и-tl+l'
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откуда получае}r:

2п-2
р+уаrrf'

F+?

l
0

l',o

(Zа,Z) @+rп-t)
оr, kп-tl!

Q!лtа

l
0

')

lLo

Вп,zJ

dl
+2tп-t)-l

р+?

l
0

/)п-*l'r-
0

э
do=

Рп-0
2пr2 2lr>2

о/, Qп,t)!
+ nl' Qп4!

dy

Вторая cyнr,ta постоянна, от 73 не зависит, обозначим ее через С [lользу-

ясь Te,,i, что коэlDФициентч нноrочлена Эйлера обладаот свойством 'Z"'2t
еп1_2, 

еНТu ННОrОЧЛеНа ЭЙлера сбладаот свойство^l чэ-е_х -

- *, , и учитuвая тоIцество Ворпицкого, первуD cyмlry в правой час-

ти предuдуlцего равенства перепише.{ так:

L2,D-а

(2d|(t
еп,2'

о tу+2tп-t>|')

>j
l',0

р?е 2пF2

-\хо
l lbo

чп-пуl

2пr2

lLo

(у+2uп-il,ll)
*l

(zп-tl!
dy:(2п-2'

(р+|)2n-lq't,
0

2а
Qпf2)

2tп-2,t'
!*2п-2-1l

2п-l dy
2п

Такиrr образоr.r,

то

Вr*ф

Так как cyн}ra коэФФициентов иногочлена 3йлера степени 2rп-2 раgrа |2П-l)!,

р?

р+?
b,*iJ , ф*?)"

dc - 2r, +С,

B._rtpJ* l
0

1а+п,OЙЪr-'

2rrl
ср+2)

2п

При вччислении опти}lальнчх коэФФициентов участвуот разности 2tП -го порядка

решений уравнсния в свертках, поэтоиу постоя}lная С несущественна и r.tu ее

в дальнейшен опуское..{. Из предчдлцего равенства и свойства свертки относи-

тельно сдвига

,
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следует, что
Р+?,

\
0

uоV7 =

)Pa*Z,
Еп-iJtх+п-l) r_dс

z.(эп-t)!

(g+m-|

а.(z,п-)!

tp-2r-t,|)-+-
2,Qф!

,L--
а

do-l
0

2.1l

}

является частны!.t решениеr.r уравнения

Вл_rф)* tоИ] =

{p*2,f^

'. 
РлrГ

Так как p-ttt+2r)
fzп-0

(о+п-t)

z.(эm-tl! do 2.(2пЧr! dл,

мu будем употреблять оба эти интеграла. Ленlrа доказана.

Решение уравнения с правой частьlо (2.3) . это Функция, определечная на

|rО, rп-l) и удовлетворяl0цая на (*,0) уравнениD. Ицем решение в виде

}tногочлена степени 2п-| , так как СOГРJ - Д:' фJrС t2 Ф)= 0, Р.0 ,

Правая часть уравнения - нногочлен степени 2rП-/ , значит, единственнын по-

линоииальныtt решениеa{ lta полубесконечно1.1 интервале будет многочлен той же

степени, которчй ttu ..iol(e}t вччислить с точностьо до a.lногочлена степени m-|

(правая часть задана с точностьо до }.rногочлена степени rп-/ ). 0бозначим

\
0

*r;p

=\
0

D

l

это решение |i_,rpl

o::,*,:rf',H*k-
0 \-'#)"*а::,грJ, 

(2.8)

Аналогично для полуоси [rVr-) qуr*цп", заданная "а |N-m+l, е) и удов-

летворяоцая,а f|/,oo) уравнениD с правоir частьD (2.q) , - это нногочлен

степеllи Zm-l .0бозначиr.r его через 0|_, Грl 0н равен:

"aT'lп-l и], (2.9)

m- / - неопреАеленu

D
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flотребуем, чтобч на оfrlих интервалах наlли решения совпадали, т.е

t,w *Яо,i - Е r,J/ - i:_,rr, (2.1о) t

мя -(tп-l)<р<лп-| п

toФl * Яо,* +Яl,"t' - i;;"w (2.11)

on^ N - Uп-D< р-. lV+ im-D,
Цч получили эяесь 4rп-2 уравнения . (4rп-d неизвестныr,rи, а и}tен-

но неиэвестнuлtи являDтся] два нногоч л.". 0::rrО1 , а:'_, ф) и коэФФици-

ентч Qi " li . Но так как для вччисления опти}tальннх коэФФициентов доста-

точно знать только 4; " 4 , то искrтчим неизвестiче многочлены степе-

нч 7n-|

Переписав уравнения(Z.tО) и(2,1i) , подставив в них вuчисленнче наии

ранее значен 
"^ to Гр1, i::_,ГР,,6fl_, rрl , получин:

Я",^; 
-Яl,tn--i,'' ',!з:-r-h" * i:_,w,

-\rTt-t)<B<п-l i

n::-'Y''#F:" ё;:_,w,

t

,

Я",^i r !,l,х
+

Теперь в первоЙ группе уравнениЙ возьме}i ра3ности lп -го порядка "назад"

в точках P-lr,..rп-l , Т.€.

,п -раз

N-Oп-tl"р<N+rп,/.

ьiгрl = FJ * ,, .* Д-ГрJ , А_F)-lгрJ -0р-л,
uлlt

пl

ai рl - f цJ : ]Hl' c;f гр-кJ ,

Во второй группе уравнений возь},tе}t разности Лt -го порядка |'вперед'' в

точках F- N- (п-t) r, , ,, N-| :

}
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дi hr - ДЦffftР' i д+V1- dгр*п - dw,
ъ ,ru

m

a

Ai tр1* f грl - 3оо! нi- { гр+к1 ,

а TaKrie сделае}i 3arie'Y ,l€р€r4€ннlх Р'- l,|-p
Предrrд}цая систеr,r€t принет след}щий вид:

Яо,p-1f ,i ri,6, t,-*,f i'- k? , ,,z.i'l

р= l" ",п-|i

f о, fuгi^ {;u' r Я r, (*,- ,Г *! = у!' , (2.1з)

Р'= l"",П-|,

,о"*r,=\Рллr,it*о,,r:rТ+Рi*.*
.0-t\

0тнетин, что при вччислении разностей * \,Yt"lb нu использовали следуо-

цие легкопроверяе'ше раэенства] 0

р+?

дТ F]- \t{ at, -
0
F:?

дiFl *\{oldc -
0

Итак, получается

Лениа 2. Велччuна а1 " 8, в разrl.фнltч оflпч.|rlльна| коэфлцlенпов

СоФ7 по аепенялl \bi Ootlxltп уОоаttепворяtпо алспеме лuнейнur уравне-

Hut1 (2.12',l2.13l

Эта систеr.rа однозночно разреши.,rа [2, стр.t68_] . 3аметин, что в случае

|,,= [z инеет r.recтo:

r!'- t-f g'{' . (2.14)

Чтобч убедиться в это..l, достаточно в интегральн(|й вь.ражении an^ Kf,'aаa-

a

l

*\оlЪ- {,od,,
0

о

* 
I alr, '1*{юldc.

-1

'( oip1-|oln
0

adc
blo'Ii:ra
0

{t

лать занену перененнuх Q : -
Ленна 3. Веttuчuна К!'

у
ч !)омаtворяwп aneOyaryл фкgФепrrлшl

a

3^'
ъ

a



Докажеlr первое иэ них, второе, очевидно, будет следовать из него и из

ВеНСтва (2,1t,) ,

к-'
р

0п-D |d сп) лIla-l)*р, ; fp :?рч -tp-,

лlп'*р,
@r-l,+к, P-l #i" i#,":f:#;; -dg.-l)!

соопнаJленuярl:

Так как
@1)@-0

tпr':/( +
р-|

Pl+!,

- -l
0

fi ";": - lY,

(2.15)

ра-
t

и

о

_t
J

f:l+?, 
,сr-0(,r, + *rп-ll: _\F_| р-| | m-t)!

-\#*-do-\#*
:\йdk

! tm-п!

гп-д

\*,--,*

сй-0 E_tlfu-д

h-OТ-ы'

1#r.=r{!

t,п-t) !

то предыдуцее равенство ,aоrхно переписать таки.,r образои:

=\*#,*
a

Лемиа доказана.

Из равенств (2.15) вытекаот следушlие Форнуль. для к,d n Q(r)F ор

(2.16)

(
unjI

(2.,|6, )3

Теперь возьнен /У дa,ar"rar*но больчlиtс, чтоýu цбцttб бuло пренебре{ь сла-
il

гаеr.ъ.r!tи, содерпацини fu- Тогда систе1.1а (2.t2) , (2.131 р66п"дается на две

линейнче систел{u с ..iатрица,.rи Вандермонда:

Р-l,,.,пП-|; r 2.17)

'!,,*'Г"

iri,р,

Fl(,п' ýкл -Z!Р i,o
в,I

lmt 'ý
9р -fo

}

9

8о

Ц^t А -тr{, i; - Ftf а^)t--t-[ -L ''' 7р , Р=|,",rП-t, (2.17, )



a

"о" а|=о, (, - *)' , li-l, ('-*,.)'.
Натрица у обеих систен одна и та же, только правuе части разнче no" 2r1 lz,

о

поэто}iу достаточно pacc}roтpeтb одну из систем (2.t7) . Приненин Фор}rулу

(|.3) для реluения систеlu (2.17) :

а: -0
F,r,"|ii,! i2.18)
ъi L (fui)

lздесь бУ. - коэtФФициентu так наэýваеного ||полуэйлеровского" r.tногочленаl
Е_(Ъl , т.е. нногочлена степени п-l , корня.iи которого являотся те

корни }tногочлена Эйлера степени 2rъ-2 , абсолотнче величинч которых }reнb-

ше единицч lfu;l < l . Преобразуен теперь величинн

свойство 12.1ý1 для правой части

12.16l :

1лl
*р , или, что то же самое, Фор,.rулу

зll

O}|_.i , испольэуя

о!'= *!^+...+ *:3'ъ'r+ . . . + K)-'i| -llJ*
йll

- Ki '*Ct'-t К

+ ?ь;rкr' + с|_r_, *'Г" *. . . + r||_!_i r,'^-i-'r'l *

-i:k?

= ,{:'U + Li+.,,+ i;'J+ к

(lrPl'
l +...+ ф,{'*. + сr| K@-J+"+, . .

гlI

* 
^'i-Ц 

+ ъi'^7.

Перепишен это равенство, собирая членu при одинаковuх ,К,

ar ?''b;-,r , .,+ i,-,т',*. . .+t,')+

., . * rih|c|_,r ci, L. +,, . " сrtъГ't\+. . . + r:u'" r/;'

3qметиlt, что вUраll€ние в квадрат}uх скобках r.rожно преобразовать следупllиll

образом:

,!_, * fu,с;,*: . . *,i;ur! -
81



=h{-г-;'t ад,iоР*. . .* оt л!i''t * ...* {д C-l

Idt: _-
t! dct

Г"'-м1
Lr -Лl J tr-l J

+

с,Тогда б,
J

ti)о,:l

#,W,,

нох(но записать в такон 9иде

Подставив это выражение для

'i
в чисrитель Форхуrъ, ( 2.18) , получи}t:

,^, / -Li; К':-О
у-J-д

' /-ц' l!
гщ1
L е-Х,; J 

"=,

.,*t'а',Г"'цl"'-t! fu-b+J
*t -iHl trt1дLr-

t=l ti,tl ! dcin
гц1
L"-", J

: i( е' d' \"Lni l

V, ll dat l t-fo; lc.t

,d

Б

С,I

tit
с

}

tr-l

_ý *,^,tt 4t уz:А7п|V,а, g^-,-j _щ-,-i

c-fui, I=l

Легко видеть , "rn np" {f Q

rna-i _ t-l-j
r-Lь

("" д.6""пп" слагаемые, степень которых ,-*a t )
ной скобке прибавиr.r и вычтеr,t Ц- , получи,.tr-L;

п-2 
^-" С,Цгý л, g--'-j

Дd,*.i:V, u БrLAd1 ,-ц -

и}|еет }tecTo

-#н c*|-i_
dj g-Li

. Лалее в ках<дой квадрат-

ь
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a iq#J..,

r-tЦl/С"-\| - о, то иtееi:

ltt2 Ч *f"'dt [с-о 1

}di**i - Z T fol'r-*, / ..t'
llTaK, rý показаr,trr что о| 'o*a""e систеи]у 12.17) - инеет слсдуший вид:

ý *Гh dt 1 E_tol1
n| f, U Б\cLl Jn-, 12.19)
-'tl

ъrЕ'_(ъ)

Т3к к9к аi . *.р.r. tногочлGн. Е_(Л), а .тор.i с}аu1 ;;ylp1 скобок

c^,t,a
а

с

.3

гАе

dc-i"
0

(a-t)

йт

и-lJ

)(rT-t

0

l
-|

vnJl
к| dc i2..lO)

2-.21l

t

точно тэк хе

tr'

получае}l, что

c--,rff,g'#(fl..,
,

)Li Е: \bi)
где

рrtl :- '1а+m-tч7 _(a:.-t, ,?''t'rr.
lo сrп-il!r

V,Ft-0

dc? и-tч)!
|,2.22,

0

Теперь с учетон ленrg 2 и.Dорнул (2.|9) .(2.22) нструдно доказать основной

ре9ультат нэrцей работч.

Tcopcra . lTw Ооаtаtючно бottы,,totl ll прlблмннае з,аченчя оllцдл14,t6-

ttaa коэфл4леrоlов ч!!lфп цфуtoцлй вuО:
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oin= ai (ц-D^

ё* p>Q вбпlэч лево?о 
"о,r,а ГЦl'lJ ;

согр) = / |Я rr -У, l,''-li {ъ,. t)^

ф,"р.N вфuзч прааоео *о,r,р |0,N] , еае а! " {;

tп-l

CoEp)=/+},oi"'t,

a

оачuсlвопся по

фрO4уло}l (2 . 1 9| , (.2 . 21| .

Это утверхдение следует из представления опти}lальнuх коэФФициентов

СоLР) по Фор}rуле (2.6) , т.е.

и|
Легко видеть, что /l W . В catloM деле,2

со[р7 = дТ' грl * io грJ -Я ou ьг,f 0 i,f t $ abr,rr'Er t
tоqt: I*

l

}

l

+2ý
0

lg+п-ll ЕZ,п-0
2п1
+д (с+п) dg-|,

е,Р",п- tl!
0

КоэtDФичиентu /, " 0i по ленме 2 долlrнu удовлетворять систене (2.12) ,

(2.13 ). При больчlом /l/ эта систелtа переходит в систеиу Q,17l , l2.t7'1,

решение котороЙ Hu выписали по Фор}iула}r (2.19) - (2.22l . В этсrн с,.ruсл9..tч и

понинае}r приближеннче 3начения оптинальнuх коэФФициентов.

При вuчислен"" CoLOf r,ru должнь. знать решение сверточного уравнения на

отрезке ЕrпrпъJ , чтоýц взять си..нетрическуD разность ttТZ-rо порядка в ну-

ле,'но на это..t отрезке у нас нет единого представления речrения сверточного

уравнения, поэтому в точке p-f ,- вч.rсл"е" CoIOJ , используя раэличнче

представления рещения лля /э>-m*l и мя р<tп-l и то, что д?'цl
но представить как ДI'фl = ДТ'Гр+rпl-ДТ'ЕР+rп-t1 t

}
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Гзп,0
0бозначин 9 @) : (с+пl-|)

2.(2rп-D!

+ \
-l

0тбрасuвая членч, содерilащие ъi

m-l
(с-п+Dd.с *А",Р- il)

?trl\ '-r'lЪь

, тогда еле f,o|P] ийееи:

,a

соfо7- (аТ'* hиJ - (д?'* a;,)b-л -

: дТ'гFJ * |Т', о*, {iiro, *Яо1i - 
Я r,ф

- {'w' -{\"ЪrL -\', @)do}. _, -

: 4y * i 
\"r- т,;"' r\,:ъJ 

l P'l' l

Flп

2apt, t+ Zt,(,-ъ,

a

ai

toJ

tl?l
ýэ
lrзl

'о.

+ (|- Ti fui,-| 2

, ПОЛУЧаеr.t

х,; l_=- +2t

- в-!)+

rЯ",:#I
f щ-,f

a

Точно так !(е для СоГN7 инеен

согNJ-!+L* 
"5,6:'+.

В заклпчение от!iетим, что для ?f ?э= 0 опти,.tальнuе коэ{DФициентu несколько

другиl.i способои бtrли вччисле"ч в работе f7].
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