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АСИНПТOТИЧЕСКИ 0ПТИНАЛЬНЫЕ КУБАТУРНЫЕ ФOРНУJЫ

}|А рЕlдЕтчАтых пOвЕрхнOстях

Н.В. Носков (Красноярск)

Вопрос об асиr,tптотическоЙ оптиr.tальности решетчатых кубатурнuх Фор}iул с

регулярнul.t пограничнын слое}l в пространства, ,nn" L! с ограниченной о6-

ластьri интегрирования изучался С.Л. Соболевыr.l и др. [t] . В fZ,3] эт" резуль-
татн были обобцены на пространсr.. L!ý {{2) , к которы}.r приводит эадача

об интегрировании Функций по боковой поверхности цилиндра, но используемый в

L2,3J "nn"p"T декартовuх произведений непригоден лля других развертчвашllих-
ся поверхностей. В fЦ] вчделен класс поверхностей, на которых стролтся реч,ет-
l(и, кЛаССы функtlиЙ и асиr"tптотически оптимальньaе последовательности Функциона-
лов погрешностеЙ кубатурных Форr.rул. Результаты в [Ц] прпвеяены без доказа-
тельств. D настояцей работе Teope...ra пз [4] обобlцается на более чlирокий класс
поверхностей.

Введеrt обозначения:

j9 - оrр"rr.еннdя область в Z-r,repHor,r евклидовоlr пространстве

En, 0Q- rр"""ц" {) i р,9,п - числа, l<P<oo,P-\y'!=l.
/Z - целое, РtП>П,,

4 - 
"д".".,*ый 

ку6, G= lC:Z=(It,...,$n)r?<ar<l, i=/r...,all

в степени

то

/;Ш- совокупность Функций, обладаоцих "f2 .y""rpy""r"n

р обобценными производныr.rи порядка /z . еслп { е t ! rаl

t *'rrl","l'oo"7o' . *,I/l
ldl.п\

а
=[

L; @)

1оз



классу Ц re );

tl; - совокупность линейных коr.rбинаций функций из

Ho}.toв степени не BHule /l 
1

fr;
il'!.,o

ьр

-t/, trfr!, f{o)=o i l{trr,,rr- i ;

'dc

rl; и поли-

|\п
ll ^ - норлированное пространство, состояцее из Фактор-r.rн гообразия

по a.tнo).(ecтBy полиноr,tов степени ниже пL с нормой, инд, :лрованной

a

tб)i
ý;

Ai =^

t

&uD

.ýJ
llr

с

R" - 
'.tнoжecTBo

Н = |h} - 
""о*".тво пара..iетров;

Г @oll )_{с : С- АF+%l - п -,{ерная решетка, где

щественная хвадратная rrатрица порядка lL , dДt А > О , с0
вольный Фиксированный вектоо,Ре RО ;

Д - 
"дr""""ая 

}rатрица порядка 4 ;

Пусть

ентируе!tая

Предполоltим

существует

: QiСЕ'
ся геодезически,.lи на гладких частях М , с }l'o*ec'Bo1.1

М - rara""л, кусочно-гладкая, локально-развертыва|оtllаяся, ори-

поверхность,Т-|Мrl , i-lt, l3 , - конечное no*p"rn./Y|

, "rо |l1 связнuе, lУlц= lvl; П l,| , для лобого ie|t,lJ
изо,.iетричное оrобо"^."". 'g, 

"rо*".r" М; . f,2 , цiИi -
. Пусть на М существует систе].rа кривнх К|' , являю.цих-

/a -мернUх векторов с целочисленныtiи коr4понента..tи

д-."-
- произ-

а; =|"=Ц+ hl, yrCJ, hеН, lеRО;

ai tлl=а! пQ;

аi'h =lo, с = (I,,, . ., Io),lc l - li, /r, - : k ! ; Ь,,.,.,о),хеRП, /z е Н ;

0},'{al: о;,'

N"= Q]J ;

d, tM, N ) - расстояние ,.rежду !tножес ,""^n М , N

п р .)
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пересечения, такиr.t, чт(' для некоторой irатрицч Д и вектора Со при

n.ho вuполняется !i(Г'rУ)ПИ;)еГРоlil ,гле.со " А не

эав,.rсят от J . Пусть S/ - """.r"я 
ко}tпонента l'lrKh, ý - индекси-

рупцая ,оr*" n. ý/, [r) - Да . Пусr, А= Е n Io - начало координат,

тогда 9.(МrпSi l= О! tar) для Het<oToooro у€RП,
Построиr.r последовательность Функционало. It'I "" l'l .Вuбереlr для

*"*доrо f, таким образо" Slrrr, , urf" Аля некотор"^ bi.Uzl " |-
= yth с RП внполнялись i, S!*г CjYal -а! " g1l ?j,rc М,

пусть бункциоr"п l , ъцрр IЧN, telf,-(/,lz) , таков, что для выбранно-

.о/ - t_,h!_, Функционалы [;- t(i-flrt!- @;n ),1[;lqчаiJ,l.

a Т/r^*Ч , где Г- ".*оrор"я постоянная, не зависяlц 
"^':; t "/ ,

0тображение q:l 
"rдуцпрует 

,а /r/ для каждого Функционала t; Функ-
h оа

чионал f б . В r.rножеств. АЪ вuдели,.r максиr.альное noo"ro*"'.r"o /f
так, чтобы для всякого l 'А: 

был возr.rожен B}rec'e с параллельным перено-

.о", S} "" Sj параллельный n"o""o. JOto вдоль кривых, образуrоцих

ГrtЩ'о обозIа,.п" Функционалы, получаххциеся при такоr.1 переF:осе, через
h

Рв , причеr,t считае}i, что но)ttно построить такое изометрическое отображение

h
, 

-:;rr.n^ 
fg, , что его иожно продолжить на }rножество К!,пчпр! a

С К; , аК, = P;'U для некоторого 
2/

,r"J q с i!-'Д.- Лr , , ,о о".оо""" ý| ' "" ,"п"о"секаюциеся час-

," S!,i. М . пусть y;S!,r._Q! Brl л,: 
,",о" ::,tl_!!,, пост-

рои'r Функцио ".n lit , мrеfiС a;J'iQi), l!; l < Г t'lhПl+П9'.

Отобоа*е""е .!jl ,.ндуц"рует на 7t/ для lio 
'r"*uno""n фi По-

no*n^ trt = Z "!,i n

[Ь= Дl
(1)

Последователrr.,ar" {/i } таких Функционалов назовеr.r последовательностьD с

ПОГРаНИЧНЫl.t СЛОеa.r.

3аr.rечание. 0пределенная такиr.t образом последовательность есть частный

случай последовательностей, определенных в [5] , ecn" ЛУ - обласr" n" ЕО

0пределение последовательностей с пограничныr.t слоен на решетчатоr.r многообра-

,! r 
r?o:ri
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определение 1 . Последовательность Функционалов (l) назuвается после-

0оеапелоностпоtо фунп,luоналое поерадносйеЙ с поеранuчнdл слоеJvl, если для лобых

lЪ, ý имеет}tесто

зии, совпадашlее с определениен иэ [5] , дано в [q] , при это}r существенно

ограничился класс расс}rатривае}iых многообразий.

Если на |v! эадана 6"r*un" /{О) ,6еМ , то Q; п"дуцпрую, ,а !).
Функции f r@ ь) ,I;- |16 , no,.,"" np" оо. g;tg:= цjr;; выполняется ра-

венство frtэil - f; rci) . считаем { tol с L; (М ) , .,n" {;1ср е

eL:(ail, ;е|Пi , i,oo^, {rcl . li tM) ono"o"n,n* paBe'c'Bo,.t

l f 
*,, rr= 

n t rt;,n,r- 7" 
I f J' t i t а^, ! i ? ч, w ы п tul. )

Gld.a -ч,Д,r,с!,, { url ,

' G)do -rrД ,r,r|,€,l f wl .

q!ll =\уrc,а,, -оЭ^,r,r!f ,р'

(р,

(t:

)f
lL

r \,r
ý;

\r
s*,

i,f ) -

функционал l , испольэуеный при построении последовательности (l) ,

назове!t сопупqпваа)Rдq. Ilля последовательностей, определенннх в [t] , ла-

рактерно равенство f7rп коэФФичиентов кубатурных Форr,iул, достаточно далеко

отстояц!их от гDаниц области. Для выполнения,этого свойства в последователь-

ности (l ) полохиr.r l инвариантнь.н относительно преобразований, оставляю-

*n, G на }.rec'e.

0пределение 2. Последовательность Функционалов погрешностей с погра-

ничным слое}r lC^! называется ааl!qпполацес|сч оппад,а.!1ьrоП " Li {М) ,

.rnn {h е Li- t м l и для лобой последовательности lPol , уо' /ilMl ,

таких, что

выполняется соотношение

ý

1об

ИUрОlщ-t"),ltГL^ (м) }
>-l,

с



llля опредеrrеннц:r в [5] послеяовательностей Функционалов с пограничны..,|

слоеr,i, используi приведеннче тан докаэательство их асинптотической оптиналь-

ности и оценки, riожно доказать следушlее утвер,.(дение. l
Леr.rма . Пуапо t; - 

"*оr"r,r"уапуй 
ФyHtcцlotlatl ll:l - асчлmпоlацесlсч

oпMl.anpHa7 поqlеОовапеttоносlа с по2wнччнаl1 слоеl4, офlафtщеtl 
" i; экс7п-

раалона7 фунt<ц,tей "" fr!, l!. t iar), .DreEo,, i- l, 2, 4 n 2r - Й .

Пусrо lh-С!+l!,4ulr- 
' 

. Тоеф lt'| - ааtмйо|ачесlсц ofoшnц,/.o-

ная поапеОовопеttьнос'ь 
" Li {Dl ,

l[h l ,_,*0) - hе+r)h h" А; (п о ai.
lJp

Доказательство. Иэ неравенства ГЬьдера 
"о" f 

eLi tal следует

Хt f il- lv!+ 4, ll. l(t!,/)l * l tt!, 1 il-

" l ( l 

цr,ц,W 
tr r;,ц,+ l l! | l7t1,1| f I o;,u,,*

"\l11 
'I;- 

,,* tt!l|;-,o,,1r' п1l'r.,u; lfl},o,,)'h,

Учитчвая, что прп j-|,B

|d Irrо,)- Ё @b2i)|9/r^ 1tr оtil),

а

|f |!r;-,u,- U ||,;,ц)+ W t;,о, ,

получаеи

tc| r n < Ai tль n)"' /r^ h * о t Пl' { r r; r,
и

lСh \;-0r* Ai 1rпьПl'' h" (l + о ttl). (2)

l|л1,получения нQrхней оqен(и введец следуЕцие области ннопества, i-|,| :

R!., -[l ,l ,КО, a!.iil ,, al-,!r|,a! ,
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R!r- [/ ,/. О" , о; . al ; d [af , ал!, l, oI ;

aa!,l , о],

= U,
trR!,l

р!.
r,L -U.

trR!,i ";I
введеr.r также Функции ч)(t), dп{О), ?itol; d (о)

тельная Функция одного переменного, d(f,1- g при |С| >

рuвнь.е производнче до порядка пL ,

^,ъ

\,,r'|n'd"=,,
Пр" $=(tt,...,co) Функция

о-!
u)o{c) : П d(с)'

bt

Функция

z;= (ОЫ-^ 

)!,,r"(t)oy
Еслч tP,tarrili tЛrl - экстреиальная Функция Функционала |,i-1,2,

|rr|r;rurr=' , то обоэначии через Щ(r'l Функцио

| 7iw'|v,(il- piиl по" t€л; , i=/,21

/t tcl= 

1 0 np, Iy'n.

Функции fu , по построенио, обладапт следуюlllи,.iи свойстваr.rи:

D9t ,tiG");
zl gr{ъу\-0 no" f еR,п;

J) суцествуот Функции ?,,...,!"eti tCl , обладапцие в совокуп-

R!,,={/,/. RО, {2,Ц'. а|, , d4y;:

а;а!,,

t

L
2,

- неотрица-

и иa.tеет непре-

a

ности свойствон: || каковьa бч ни бчли
лhтакое, что в 5/1

N 
rRo

1о8
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9rlol = 9^(!u-l)]

4l рhр)-lff) -у(о) " О!,, u 'g:, 
.

" np"/t*0 количество lrR" таких, .rо flf 'а!,, , i-/,2 ,
qhq)+ 0 . а;

Так как

С другой сторонн,

из (3) , (4) получае..t, что

l v,t rf, л 0 )- 
| 9, ltl п юil', 

;, ц f |9, (i) - r,,о,(,, u,

, - бесконечно больtшая вепичина низllrего порядка по срав-

ненио с количествон /€ Д
О, 

гhF, а!,
PllC| следует

, то иэ свойств J,l бункции

' 
о r|'r;,, ", - | urюii; ej" о;, ( l + о [ t) -

= | у, lff) 
_ 

{, lоiР,,оЪ, 
) 
r | р, (1Г Yrq)l|,;,o;rr(t + о Ul).

I rit)'|,;, u,,- f t Ur,' 
!,\r"olri "4,Ь 

fff|l1*', i

= (mb o;, n- 
T'o 

U +, oil, 
lJP 5 V^ ff))fЦb- t *u,) i*rMuyo,

(з)

(5)|Lrwl|.rr: mь! hry (l+a(i).

Найден 3начение l на функчии r/,

(t,4r) - 91r@)dc - fu@/" r 9/aldt =l
D

l
ц

l
12

I
= 11+o(tl)("L И tЕ ) - *,о)о" r lrh, Н - 92p))dc -

1Ф



= (l + 0(,tl) fuь 0, I
G

Г9,w1-ц,rcld"r пьЦ ly,Bl- p,@l)da).l
0

какТак f

) [*r,.,- v,O|dt=([;,9)=lli,|= Дi, trrl), ht,2,

,о (l,yh) - (l+oИ) Ai *ьl.
из (5) , (6) имееrr

(6)

(7)
I t' n 

r;-, u,)Porr r- 
|П 01ь 0{' n; ( t+ g 1 п) .

Из (2) и (7) следует утверцдение леиr.tu.

}lетод докаэательства леммч близок нетоду, принененно..rу 
" tЬ] .

Теорема . ПосltеОовапеtlоноспD It'J фyHtцuottaltoB поерапtноапа7 с пое-

wнuчнd}l слое.t"l BuOa

vo.,|) - l |rcdо -аl,,r,4f ,аr,
lt

сопупа|вуацlй фyHtaluotta.tt копораi " t; oбMOaatt экатtремulонаI фунtсtл,lаi

* i; , аалщflоltuчесlсч оw|l'J!w|о*'" L! (М) , 11

ll [l' I r 01,1- 
(mь l,,|{9 h- А; (l* о ul),

доказательство. !ля простотн положин lt|-hfrtll"lr, /ulrr- l|rП ll ,
объедияение двух связнчх непересекаш|пr"" ""о*"ar" ./' , L' . Вuберен на

0L' точки А' , В' , а на L" точки l" , l' такин обраэоtt, чтобu

некQторые коивuе N, " 9z ,цrCL', 9r.L', ДiВ'еg, rД',i"е g" , рэз-

бuвалч |l/| на части W;, lф С М; , i-t,2 . Полоlrим 4-9,|l,,4-tЦ .

Будеr.r считать, что |пРz вчбраны так, что 3, П4 - 0 . Построим на

D, Функционалu погречlностей с пограничнч}t слое}t с сопутстэушlин Функцио-

'"io" l , ШРРt! С Z; . Кажяuй из этих Функционалов и}цуцирует на

М Фr,rчпо"r'п' jrЪ . nr"r" 0,0- i! r i! . занетин, что

i,'= zi: ,"Ьiч

,

11о



У1 - ""оr".тво точек, индексhрушlи,. ý| П W, , i-1,2 . 3аметим,

ilЦ'- rrrr;-,r): ош^).

В саиом деле, оункционалч l' " t: отличаотся только для нно).(ества

|ъa Д , состоящего из ( , отстояlцих о,, 0W,, " dWz на расстоянии,

"е"rrел Ll1 , t - посrол"ная, не зав"сяцая от Ё Тогда

где

что

€еFtfh={'
h

d€
L

[;

причеr.t из построения

раниченu, " ."n" М!

lфl

число €a|ъ р"""о о(ll

::n"r", 
учитчвая, что 71f|

п

следует, ,r" *РР l! paвHo..iepнo ог-

(8)

Деliстви-

, Иa.tе-

{ '"[!
*ррd; то

b!-tMll< КlL
,п+пdl

-П 

) , поэтоиу

'!. 
Nho,N

lРhl ,^*rn, - О

h

,

м

(h,)

h,{не зависит от

lrpl /ll*й |0!ilr;-,n;t,UIr;t 
!t*

= (P*u n u! 
й- r!,):h (l,,l f ri;,rt,)n, "

. (, {Ъ*l)"' *, n^*og' W П 

b;tMt - 
о (/r^ ),W tr r;,r, .

Таким обраэоlt, из неравенства

tr;h

рпti l
t !-tM) L;- w) \ ,*|prlr*,r;I"ll

''"r;-,",
следует

111



tIl[Ll, л*,Lр |

h
+ о (L').

м) t!* tMl

3амечая, что fitBъ М - mЬЛ, * rпЬlr.,

ll,h, у l = (i :, |, F t l !,, f, ), |f I q ml= 
| t I 

r;,u,,r 
I f,| r;,цr'

И УЧИТЫВаЯ аСИl{ПТОТИЧеСКУlО ОПТИ}|аЛЬНОСТЬ ПОСЛеДОВаТеЛЬНОСТеЙ

lill ,|ir'l " Li rцl , L! tlrl , из леr.i}tь. сразу получае.ir справед-

ливость утвер).(дения теоремU.

3аr.rечание. В tS] использовалось },lножество пара}rетров Н={d:t::.,|,t -

некоторое натуральное число, t=| Нэ основе реэультатов f7] чr""о',д"rп"

"з [S] обобщаtотся на произвольное ,.rнoжecтBo n"p"r"rpo" ,?
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