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вЕсO8нЕ куБАтурllыЕ оOрнуrU с прOизвOльныни узлАни

В . И .. ПолоЕинкин (Красноярск)

Изучение.весовчх кубатурнчх Фор...iул с произвольнU,.rи узлаl..iи суlцественно

слопней, чен Форнул с постоянной весовой функцией. 0б этом свидетельствует,

в частности, то, что вопросч, свяэаннче с порядкоr4 убuвания Hopr.r Функциона:

лов оцибок кубатурнчх Фор}rул, когда число узлов неограниченно возрастает, бы-

ли исследованu позднее (cr,r., напринер, f|,2]), чеrr эти бопросы для весовых

кубатурнчх Форнул в [ЭJ , где расс}rатривались Фор}.lулU с квадратично ""тегр,.-
руемой весовой функцией в пространст." li tE ),

, являхшlаяся наиболь-

, Функционалов оtлибок

кубатурнrrх Форнул для интегрирова}iия пQ ограниченной иэнеримой области {)

в настояrцей работе оценивается величина I9rr'l)
шей нижней граньD норн в t!* В), р€(/,оо)

в U -мерно..i пространстэе, п<рrп, с весовой Функцией gcLr(8), lglr,
+ 0, 9 -рtр-tГ| " /,l -уэлани; доказuвается суцествование

J
(Qr'

кон-

сТант (, , К" r 0 , не эависяццх от |eL?U?) и таких, что при больtцих

N имеет .{есто

t |,K,|3|r"r,N
-la/a . X19,N) < Kzl9n'Lz(p) N

-tп/п

11з



где lh

l,= 9П |,t,rП + П i' n?l 
LN@)= \\ tgtot'm)

Так как lraY " €.rp"rn*""a, то из неравенства Гёльдера следует, что

N19

I

,
гъ

Ln l
р )

, lаlgtrl da dc? @)

и Hop,.ы | 3 |l 
"(я) 

.пр"о"ленu при 
9 е L , @) ,

Из (l) непосредственно следует Teoper.ra о наилучше,.r порядке стреr,rления

Jt2rN) " 0 non/'/*o,@ , опубликованная без доказательства вfЦ]
(си.теорему 2 ). Форrqула (l) показчвает, что у непостоянных весовнх Функций

оценки Jtg,N) при ||*9р существенно отличак)тся от оценок главнuх членов

нор,.1 Функционалов оtлибок реuетчатuх весовых кубатурных Форнул (см. fIlr5]
и аналогичных оценок из f6] для кубатурных Фор,,rул в пространствах типа

Wi tC^ ) , пр.ппоциональных trl|rrrol ). Ниже такх(е вь.водятся оценки

погDеUностей весовых кубатурнuх Форнул, построенных с по..iQць}2 последователь-

ностей paвHo}repHo распределенных интерполяционных операторов, приведеннче в

[Ч;6ез доказательстваи исполь!ованнuепри внводе (t) , а Taк)fie результа-

тов из lЦ,5] , относяцихся к решетчаты}.r весовын Фор}.tула}r.

Введем обозначения: р, 9, rп, а, Z, 9 - числа и Функция, требова-

ния к Koтopu}l описаны выuе при разъяснении Фор,.tулu (t) ,, Е п - rZ -,.repнoe

евклидово пространство; d2 - область a Ео ; R - }iножество целочис-

ленных ве*rоо.в fo ; C:{tXr,,,,,Xo) : 0<,r,,...,Iп-фо. ll ;

f, - п.,л.,*rrельный параметр; если !€R , то

лh .а, = \а,а= hy+ Ъ1 , te G| ;

Q t/t,1) = r; п{? i ?o=|t l | € R, rпu а й,У)>0J ;

если гLп ,То

1 
,l4

J - точка V/ - .""*"rтый tlap o"onrr. l, с цент-



pottв!'i

Если

ладапllих в

в степени

ное на

/) - ннох(ество rlногочленов степени нuхе Пl .

|| - фласr", то обозначим: Wi tM) - .,r'ox(ec'Bo функций, о6-

М всеми обобrценнuни производннни порядка lп , суl,i}rируе..rы}rи

Р , trltMl, линейное нор}rированное пространство, индуцирован-

w;lMl

l! tлl| ь; 1,1l: l I tq,.. .,, со)| 
t ;,"T [) Н 1 l #,r"^i|ЦЬ,

Li- tMl- пространство, сопряжен""е. L; (М).

полунормой

cr/tl такие, "rn Ке>d и больше расстояния мех<ду € и ; приу

В дальнейшем область 3В считаен ограниченной и удовлетворяшlей условияr.r

суцествуDт ч"an" K rlr0 , обладапцие Ter.r свойствоl.t, что для лпбuх

he (O,dJ и точки а€Р найдутся число Р= t,(Ц/Z)>0 и точка

у=у (,

z,. v; п Q , zzeV; , числе t С йiJ точки

Гz,+tп2-z,iJеQ,
Как показано в f7]rусловrлл,а Q , сФорнулированнь.tt внше, удовлетво-

ряет всякая область, звездная относительно некоторого содерх(ацегося в ней

цlара. Для областей расснатриваемого клаGса справедливы Teope,.ru С.Л. Соболева

ГВ] дл" влох(ений пространств типа W;
В данной статье исследуотся кубатурные Фор}rуrъ. с Функционалаr.rи очlибок

ln, ti* tlzl вида

Uu,f) = \ g@)|юdc-br!t,"!l, (2)

,'! ,...,с!
0пределение,

- постояннUе, IIll
где

Семейство .n"o"rnon" {/'}
Hor4ep'o распределеннчх интерполяционных a,nepara,parB в .j? , aan, ara Jl

определенн на Функциях, непрернвных в Q , и представииu в виде cy}ir.t интер-

поляционных операторов J: , Jr - 2J: , обладацilих следуо*ини, tТЕъ|
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свойс т ва}rи

Функции

*" g!,,

а) существуот положительные числа S, /Ч , i ( f - ""rур"льное ) ,

, равные 0 ."е 0й,|) и непрерчвны. . 0(h,X) , ,n"-

п{), leil,, i=Г,t. такие, что

L
91,

с i,,o"пl
з

t

,,tu{) о = F l tл!.l) g!,, юl , V!r, 1а)|, < lnl ,

б) если {rР^ ,

(з)

и оператор u вида

,икак

то

vf f )rcl t
I tol при оё а th,1l,

0 при 0eQ'Oth,Y),

rtожно вчбрать точки

лля рассr.rатриваемых ,"r" Q всегда ttox(Ho постропrь се"ейства paвHor.repнo

распределенных интерполяционнь.х операторов. Покажем один из возr.rожных спо-

собов их построения.

При достаточно большоr.r ,"ryp"n".a,* Д

$,,,,.,Ir,l €V|о,...,о, , 
^lНОГОЧЛеНU В,

llt|l -] r-tcl.{(o^)

так, что lt,{=f при /е Р^ . 3аr}иксируеr r"*п" l/
Из условий "" !2 следует, что при ,"n", lrrXe81, MolKHo найти числа

O=Llt,l] > 0 и точки y=/(h,l) v}ca

. ,/nt

такие, что

о (h,yl , так и расстояния от

ло, не за""a"цaе ar, 2 l
hX ао У tl,|) ,.tеньше 7h , где Г - 

"nc-
. 0пределиrr операторы t.O!,lI|, te!1'и

U: t) (о) : {@Е * yl, U| t )rcl = { (ry), uf -$ u$
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Операторы аt'r lj , U тошдественtu на

пrобра*"п, Р- такхе в Р^ . Поэтсл,tу

Положиrr

р'
u;

. 0ператорu Д;
топдественнu на Р'а.

(JrrS)tol -
(U! t ) tol поч .t€ 0 ( li) ,

п9и ае !?r0 (lJ),

h

0

0ператорu

I If,2
l€tл

образуот семейство равноиерно распределен}ъ.х интерполяцион}uх олераторов в

р
Теорена 1 . Пуопо {J^ } - сеJqейапво и,вцамерно вслреОеленньrr опе-

рпоров.в {) , lh - фунtцuоttа.ru,

(l', f) : l 9@)Г| - J'f7 @)do.
а

Тоеfu, сgпцеавуlоп чuсrlа К , /lo >О ппкuе, чпо Оля лtбаа 1.1o

уе/r(Q) спр.оемrcо

llhll.*@). Klglrorofr,^, (5)

Доказательство. Пусть l['l - семейство равнонерно распределенных

интерполяционных операторп. " {2 , /'- Функциональ. (t) ; операторч

J|' и число ý соотЬетсr""о, {/'} в определении семейств paB'o..rep-

но распределеннuх интерполяционнчх операторов. Считаея ý такин, что

hUL,l) aU;; пе, leltr . Это условие не у}€ляет получен}ъ.х ни-

х(е результатов!

(4)

u
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V!,rl - l yиlff -lirl^ldo.
0Ih,1)

tРункционалtr r " l! связанu соотн(ц|ения1.и: /'= Z l r
равенства гёльаера 

^J"'f .С |;;; ";";;"; 

- - |d"-l

полоlкиrr

q

t

J

I; I
LP(a И,р) '

. Из не.

(6)IIl-/)l< l'

Kt:f)l:l( 
Д!:,/)l 

u Z 
,rvf 

,{ll*

I rr"rr,уrl f - Ilh f I rrt,, rh,yr)'

lrrrо,r,р)

Еце раэ при}rеняя неравенство Гёльдера, учить.вая (6) , находим

3а меча ни я Qорнула (22) в t9] справедлива лиOrь при малЁх t Ее

правая часть записана неточно. Для точной эаписи в ней необходиr,tо заненить

-.) I

l.Дъ

u |9|zя,я, (r}Jt lf -q{r'rо,о,r,,r)'О, (7)

Для областей, расснатриваеr,tчх в настоящей работе, справедливо следуоцее ут-

верх(дение, равносильное Фпрнуле (22) из t9J пр" с--0.
Ленr.rа l . Сучlеопвgоt постпоянrйе К|, S (| ), hо, О, эавuся4ле

палёко а,, !? , пalcLle, чло в кафцц Vj:O , 1.8; , h.lоrf-U!+lf,
,о" Р! < Р^ hl

w! соl* К, /L^-t lf I q rvf,hпal 
.

?

а

(8)

118



a:'u "" Q.,Lh П аl -f
В f9] "спользовался 

тот Факт, чiо констант" Кс , присутствупцая в до-

казатёльстве Форнуш (22) упонянутой работч, не зависит от t Хотя этот

(DaKT точно в fЭ] ,9 отражен, он явствует иэ доказательства Фориуru (22)

Считаен аалее h< |1о из леннч l.
так как t0!,пf)-о, lсД1,, а (1,1l cvli пQ,

то из (,7) и (3) находин, что суцествует ,"слп Кr>О такое, что

ltti у11.lg|t 

'al(r*r,"! 

r;"lri,rrrf =

* ъ 
ф 

| ч t 

n,o l чrвrЬч n а о, tlt, 
ri li 

" t' 
l u,l|' 

)|' --

" 
к, h'/' | ?|цu-(й U*. v; n n{toi 

*,Ц' )ib .

Сравнивая (9) и (8) , получаен

п9)r

19)

(1о)Kt!, rl" к,к,/ь^ lу.rrrt(й' f ||л,ч,rъ

Так как поп |еВtr
lБUlhпересечение с y lр

количество иножеств U;" , FСВt , инеýцих непустое

, paвHo}repнo ограничено относительно hrуe0tr , то

из (1о) при некоторой К>о BuTeKaeT (5) и теорена t доказана.

, 
nr"'. t (N) , совокупность Функционалоз (2) , paBHux о "" Р"

J Q,N ) - ,T!,n,I 
ll rр)I
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Teoperea 2. а) Суарспеуqп поаllоянная К, 
'о 

пакая, wа Олzя лtобой

|.Lg(Q) , r?rrr@)+ 0

XQ,N).K,N
'?|rr,

бl не сушlеспво^ Кr)0 пакой, чпо фв лlфой уе[, (а)

, прl бапочлl3 /l/ ваполняапся

- некоторое сеr.iейство paвHol.tepнo

- Функционалы (Ц)

\.
п/п

(1l1

пw

за-

вне их в

но

балылл N вdпаllняапся

Jty,N), кril'''О|tNr, (р)

ttоказательство. а) Пусть lJ^
распределеннчх операторо. " !? , С

}t . e"n" |lh|
писать в виде tZl . N=Nft), то величин" h^N'/О ограничена поло-

жительной постоянной, не зависяцей от |elg @) . ОтсоАа, из (5) и то-

го Факта, что при y""nr,.""nn /У Jgril) "" возрастает, ёледует утверх(дение
а) теоре}iы.

Утверrrrдение б) следует из теоремы ], приводимой них(е.

Teopelra 3, Сущеапвуоп консlанли Кr,К">0 паltltе, цпо OtB лtфой

g.Ly(Q ), |?|rrrol # 0 , прu бortоtшz /У еапалмапся (1)

Сначала покажен, как отсDда вытекает утверхtдение 6) Teoper.,ru 2.

Пусть точка ZeQ, |ц - Функции, равнuе l в V:, Q, в

а .-V: . тогда lЧ^ir"rоl / |3ъ| ,r*,J * О np" l,*0.
0тсрда и из левого HeDaBeHcTBa (l) следует утверждение б) Teoperrн 2.

Доказательство теоренu 3. 0бозначим *"р"a Р мнох(ество фунхциЙ,

постоянных во всех

а . Полоtltим

а Ш,у) = Pf
ф- LJ фо.

h>0

l €R , и равнчх 0

Покажеrr, что суlцествуlот постоянны" Кr, Кrr 0 такие, что для ло-

BoVt gеФ при достаточно больtдих N выполняется (l) .

пусть Функци ^ уеФt при некоторо,. t>0 в кубах nfnr, i=F,
прининает значения С; и равна вне их 0

Вчбереr.r He*o'opylo последовательность Функционало. lC'J , равннх О

на Р^,

12о



где 0,lt
f 1... I

l
Фл . точки

1,1

l
Ir...,

(ln, {) = l
с
ftoldo-Zr! rp!),

o,n,r;-",

3десь 
'4 

- пппп*пrельная постоянная. Подобная последовательность ..lo).(eт

бчть построена, наприлtер, с по}r(цьо некоторого семейства |t'}
но распределенннх интерполяционных операторов в С и Фор..rулн (Ц) cg=/,

l
0пределим Функционалы li , i=lj

(12)

n11
trI о сl,t - ПОСТОЯННUе, ТаКУО, ЧТО

< дN
-^/п

(1з)

paBHo},rep-

(1 4)

|t

(,[:,f) : l" {oda - г'ý, с! f r"l ,;,*r"! 1 .

aiol

Or"*u"n""n" !! ,,

ний аргунентов.

i-i! , полученu из t
Поэтому иэ (t2) - (llr) следует, что

С ПОмОцьl0 СДВиГОВ И РаСТЯ}fiе:

(1 5)

так, чтобU

(16)

It;-BrT)
nrt

вuбере,.r натуральные "n.n. ilЙS),l'|ID+.. .+ /'lg = rrl

пр, |V*oo

|( lr;-,o,u ll,n дт

вцполнялось

и полоI(пrit

9

N til = lc;lz 1,1 (Z,r,f l' k + о (t)) ,

[ !",
'n 

-2,',

, то аналогично вuводУ (7) из (l5) полу,Если функция Р е Wi tЯ l
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чаен

ld1 /lt" },., i l|"' I 

t ;-,4! Yl ц 6?,T,,) 
u

- (i lc,l'I tu'fr:rnf",, )О'(* rf C;,nf,,,)O*

< Ат'-Ё (i (t/ o,|#lr,t')'/' |f I r,,",,

t

(17)

Учитчвая (t6) , находиt{, что прп N*oO вuполняется

.п s -Щ."Г (r] (t/ ti,l)' lc;l')
,h

t

-r^ri (

t/"
-/а

5

l') Q ro(l)) -ýlZl lcl N
iot

- 1t1-^/n ( j ,., l" 
"О 

)'" (t + о |tl). (1s)

Сравнивая (l7) с (l8) , получае..t правое неравенство fi) с /(, - /
Условимся, "r"ф9 +0 . Это не у..lалит полученных ниже результатов.

Аналог,r.rчно устанавливается f8, reope"a XVr.r] следуDцая

Лелна 2. Пgапь lt'l ^ пра.ввалDная послеОовапеllьнос1Ilь фунlцuqнutоо
(12) . Тоеfu сgпцеФвуl@l|rооЬ"rrо" r>0 , не завuся]ря оrr, ваОор {tl| , 11

функtцtll ,rГraWitеl ,рзнае Q "с!,.,.,а! uB некопораiо,срес7п-

Hoarll еlпrолм f, , уОовлаtворящле Hew.Be\c7laarl

(l',,r1, Г N-"/О, rr r r;,rr.

Доказательство. Пуqть l.['l - некоторая последовательность Функ-
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ционалов (12) . 0бозначпнэ /v- h(N)-(ill!)-'h, М(N) - нноrсстэо /€R
таких, -" р|. у. и не содерш, 0!,,..,о!, р(il)-m^|уr,#.
Из определенил p(1,1 ) следует, что слеGтвует число /Lо , не зависяцее

от lC'l и такое, что при l .lo верно J-l </! (Д/ ) < l ,

Пусть 4JГ - некотоDая заааr"ая в { Фунхция , l|Z gаg непрсрсlaно диФ-

Ференцируеная, неотричательная и такая, что |WPldr > О . Пусть Функ-

ция цr 9авна Q вне е и в некоторойео*р""rrпсrи границч 0
(Бо3начин

l, F|llll) 
. е

}lз определения Uril следует, что

(l',ar) -/mIalt@)dc,

l а, lor, G) = tl Ul ) h,'ry | щ '|; ,r, 
,

Сравнивая равенства, н,аписанl+.е вtilше, пол)/часн лснну 2.

3анечание. В этой ленr,rе 2 не предполагается, что ,r"*u"n "n |l
равц. 0 на Р^

4"! ,- гr,И9 ленfiц 2 вчтекает, что для лrобчх Функционалов

U!"', r'' - |,u,ftt)dc - Ё r:,У l F:? ), (19 )

гдс ,:;' - п:стоян}tl:, 
'::: 

, ц- Цй, - точки ," Q|о, с}цест-

"-, 9r,*f,, ,!"'.W} tal , paBr*le / . '!,:i и вне

afrt, ,, ТаКиеr что

V!u: ,!"' )> гr'rf w,,il"|О ; |ч'u,|l;,я,= t. (2о)

Пусть lt']| - некотора, последоэательноGть Функционалов (2) . 0преде-
. tttil

лин Функционаrъ. di , i=l,S i

12з
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U!u',f)=ci'[\ , о,{,r,Ь -# ,!rp!l1.
oiu, 'c!.9flu

"lulПо постDоениоr{ являDтся Функционала..lи вида (19) . Обоэначиrq через

l'l Фri=iý , количества слагаеlъ.х в cy..rмax из правой части (2l) ; u€рез

вида

(21)

(22l.

a

t

tl зо)

(2l) . Полоlким

ai - Функции из (20), соответствупцие Функци n".n"^ f,lG'

Е

b.I

_ц,

l с7' 
h 

oig о с, W ulФ r,' "' @l

(} rr, f |N til Р 
|/е

t[H (а) -

*
Так как ttIn @) = 0 ""у, 

о;, 
'

то

Кроме того, равенства, справа в (20) и (22) показчваьт, что

Отсода, иэ неравенства слева в (20) u (22l вчтекает

9

li*tal
о,fl

- (,i ю,l9 |lttol-n)o z lc,ty Гtlttr&ьb-l

rn'' 
(!,nu, ,!",),

(lt,йr) :i (l'o',rr),

> тг^r; фw1' W(iil-+)Ц.

|а, а,(Q) -l.о
|,

l!'I )

tl tll

',(l,

9

,i-l

( 2з)

С понсцьо нстода Ъгранlка исследования задач на условнчй экстреиу}l иожно ус_
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тановить, что мя ?L, фs > 0 при условии

s

u*, 
t, -К >о спра-

(еAl

заФик-

в

(26)

удов-

Полагая в (2Ч) N= g* /n,

у \Я ",";*) 
: R,L (h o,'"'r^' )'r' ,

-,зr>о 
c'l

ý

R =Z NGl, ar=lCrl|, i-5,

ведливо

получаеr4

s

Д,r,t? LNоil
-s
lZ,,t,,,l

L-,

-щ.п

)''z Ic;l

о|а

-п

lп
а

/,l
_ttl 1

/v"(

I
>/

l,-t

, N-F(Е , ,,f )"' (25)

Сравнивая (25) с (23) , находи,.., что

lN't It!-tяl

п

> тт^'|
' t'/t

Zrr,l') - Г|||r,,п,

Следовательно, левое неравенство (l) справедлп.п " Кr-Г,
Перейден к случаlо произвольной 

у е L, Q) Пусть такая 

'сирована.

L.Q) сrоО'пся к f,
L?

liл LJ tl,N ) N ^/n 
I 
- д|ПU iъ,t,tl М#] },

PL\J 
c1,tt)N'ol,- 

fr#ИLlup,tll/ 
f] 

},L

Лемна 3. Еслч поuеОовапелtоноопо ! С

@) ,по

Q1l

ДQказательство. Пусть Функция у и последовательность 3
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летворяк)т условияrit леr{r.tы, ý - полоlrсительное число. Обозначим череэ В

правуо часть неравенства (26) Покажем, что при больtдих N для всякой

l,t'I , где !il - qr"*чпоналч (2),

< BN
-tп/а

(l+e).|tn I
t !*tol

выбереrq при больtлих N "n.n |,f Ll= /,/ttl(дl),?u>о,NгLJ-|'lг2l (д/),

и 9ункциа t|€D так, чтобч

[Vgr1]*/o. N*/oц *+), Nrzl-N - NLt7>/,lъ,

|р-g|rr*,, ъ^/оВе 2-' Ki' ,

(28)

(29l

(зо)

(з1)

(32)

где к| - постоянная из (l1) 0пределим Функционалы

, ,о. (u' , l:u'
l" из равенств

- Функционалч и3ln: I
п*

L (Q)
р

* [:rО
вида:

g

а

ttг0

V:'u ,/ ) : \ 9и)| rcldc -

,...,,а
е:",

с
lc,l

к-]

nrlJ
у rclu| ),к

iltl' ,ilt0
lttt! elJ 1

(:u'./ ) - }

el

Jt ,1::; Е Q,

lи

- постояннне.

.В

Q -Фtrl|rcldc -Z"i"F i1^" ) ,

lla

t0

,iu: . .. ,r|,'i|,,o',
Функционалu 0;::

tl tл
N tр7

таковч, что

й |ll,n Or;r,n,lN u1|"|"Y (зз)

N+ю

и при больчlи, N [2J
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l t:'o I 

t ;la,< 
K,|N -9|,r,о, W ur7''^

| 
1,1t|l

Функционбltr 7J| вида (3t) , удовлетворяпдие (33)

.пр"д"п"",." .Д Суцествова,r" l!t" вида (32) ,

следует из теоремч 2.

и3 (3ц) ,(30) , правого неравенства (2t) инеен

(з4)

, Holltнo вчбрать иэ

удовлетворяпцих (3ll),

(з5)

(36)

(з7)

-| -п/п

t !-tal
<2elN

V,
ltLt]

il . /,/-'/О в (1+ еz-') ,
L;- в)

Из (36) и (]ý) вuтекает (28) Так как €)/ в (28) произвольно, то (26)

справедливо. Второе утверlцение леммн - неравенство (27)_докаэывается ана-

логично (26) Следовательно, лемr.tа верна.

Функция Ёfl? непрерчвна 
"а (-оо, Ф),и для всех f €L9(Р)"по,^"

|q|, @ )
LZ

ld [:]

Формула (33) и левое неравенство (29) показчваDт, что при бпп"rп* t{ полу-

чаеrit

конечна. Следовательно, по теореме о непрерывности опе-

ратоOов суперпозиции в классах

..3q6] ) вчтекает, что если

щаясяв Lr(Q)" У ,то

Lp(a) , Р >0 1сн. f to, Teoper.ra l/.l,
? - пп"пuапвательность "" /9 tQ) , сходя-

|ly| rrn,1ll уrл - |9Ir"*,

l

так *а* ф плотно . L^(P), то в ф суцествует последовательность
у

D*? " L9U2) и при это,,i вuполняется (37) . Поскольку для Функllий из

ф неравенства (l) доказаны . Kt , Кrr 0 , не зависяlциl,iи от вчбора та-

ких функций, то из лен..lь. 3 и В7) Следует справедливость (|) для вuбранной

12,1

,



нами , . Так как эта 

'еLIВilпроиэвольна, 

то теоре.{а 3 верна.
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