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oтFнtи рtrlll*lиR и lЕOрDiш сmIвствOвмl4я
Jl,ifl HBlп{HEl,!}iщ( пАрАюд{чЕскlfi урАвр,Еjци

внФкOru пOрflIIм

А . И. К о в а н о в (Новосшбrрск)

В теоршл краевъп задач для нелшlеh{вх парабоlrвеских утаЕневпrt вUсо-

кото порrlва Mo]Io внде,Iпть .ща ндтравленпя. IIервое связано с !,lетодол,l мо_

нотонностп п его обобщеЕlцl,tш п двет фактЕtlеск!{ лЕцБ оOобцеЕIrЕе репенпя.

ocHrrcH четодв монотонвостп заJIоI€Еш в работах Г.Мшвтп, М.И. Вrшпка,

Ф.Е. Браудера (поробная бпблиоrрsфпя п пмоf,енпе результатоЕ шеется в

монотрфяях LI ,2] ). Второе нацравленпе связано с полJцевяеIf реIтJIярнЕх

решениfi, т.е. решениfi, обJтвлвщЕх всемд trропзвоJшшмп, входЕцltмш э }тавне_

нпе. 0тметпм здесь работн [З,Ц] , где на основе оценок дц лшнейного Е

глsвной части параOол!пескOго ]rравненш вцсокого поряд(а поJцrченЕ теоремн

о локаJrьноfi ршрешпмости (т.е. в млIом по временл), а Taкte упошrytтD вы-

ше рабоrу fZl , в котороfi доказеЕо, в частности, сlпllествование реIулярнuх

решенпf, лля ураэнондfi

uё + y(/u) : flt,h,
где l - лпнеitнчй эJIлпдтl.пеский оператор поряд(а 2rП , фунщш //ý)
удоЕJIеmоряот уqповrп

(-/)'g ,р(€) ,. соl€lР, соr0, р> / ,

СJrществованде реIтJIярЕIIх решевпй дUI одЕомернчх уравненrй нодl8ергент-

ного впла

r,i' u, :а(t,t, u,,..,r':''o)ltu + f 1цt,ч,!. u,.,.,2!^-|u)

шз]пlаJIось в работе [S] . в котороfi освоввЕм условЕем бш.по ус.ltовпе Еодlи-

нендя (Мlщ,rч f 1crtr,..) , ,... условие тппа условдfi Берrштеfiна
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lч = ч rt-t)^ld pИt,u,,..,2!u) + !(с,t,ц,...,]{1rl=Уц6,

ди ЕростотЕ в сх!чае lп=! , т.е. }тавненпя дявергентного впда; IФя

этом есл!t данное Jryавнение записать в недlвеirгентвом вrце, зо условпе из

fS]] внполнево не будет. В разлпчншх слJпlаях, не сводяц}rхся в малшм всз-
!,;]денпял4 лпне:,!ного в глаэноi". честп JDавненш, oу.ryт доЕs:,анЕ теоремш о

глоба.lвной разрешимости.

Пусть /=[(t t) | 0<с< /, 0<l</<+oo} . Рассмотрш,r в { }тавне-
нше

а2о
lu - u, * 

аL"r|Ь,ur,цr.) - ф(u,о",цп):/rп,tl (I)

(зависиллость функцяjl frф о, Цt ди IФостотш оrryтена) л краевве за-

дачи: наilти решение Jп)авневt{я (I), удовлетворщее условt{ям

ц(цО) : цо(t), (2)

ч(0,1) : u(/,h - цtс(qil: uа(/,0 - 0, (З)

лшбо условпп (2) и условm

аР,h : ч(lпl) : rt.(qh : ur(/,t) - 0, (4)

ts далънейшеiu функцпD '/(€r2,{) 
Оуд"" ЕреддоJIагатъ пепрершно дифФереlщя-

руемо:? на любоtл KottIIaKTe аз Р5 , а Фrнкцш) Р(€,2r€)- rФедпоJIагать

трt{;дд неЕрерцвно дl.фферещцруе,dоlt на .lшбом компаrtте. Всюry далее бlmами

СrКrМ,(m,... будеlr обозначать постояннЕе, не завtrсщие от оле!.rентов рас-

сtаIриваеi,ого ttHoIecTBa (т.е. от рещения). В рзвж Форt\iтулах в услов}их

ати постояЕнне, вообце говоря, разлlлtlнЕ.

Л е м м а I. Гryсть внполн9нц уqлq9ия:

дц всех (€r r,1)€,?3 о."о, n 

""ro
1.9 к, ?,х) -- lo1' - fо(€,2,1),lо>о, lgоG,|,)l< l,,tr42'*4,

i;z0, !о - lrro,
lф (€,|,{)l< r(l*t r1+l 2t+t4t), С >0.

Тогдд если {P,hC/rrt8)ruoaetrlay', то дlтя лбого гладltого решенш зала-

чи (I).(2),(4) glЕр9рlщlцщ
l t|
\ч'[r,t)dс + t\ta'*a; +u|r)dodг*t+{, (5)

ддg /с li,Гf , oo"roo""i 
ОМ 

заЕl{сЕт лдць от ao@rf @,t) п от посто-

ьь



явЕшх из условий лешчlU. Еспп доЕоЕптеJIьно Р|€rZr0) = 0, то тш(ая Ie

оценка сЕраведива и дя глад(}rх Dешенлrt задачя (I).(2l .(3).
0ценки лемiGI r представлmт собоfi первое анергетrtlеслое ýераDенство

ди решениfi Jrравневllя (I) и доказцваDтся станддртн}Dr l"rетодом с пспользо-

вандем Teope]tl влоIеншя п лем}tЁ фоrуол;lа.
Зам е ч ан и е I. Условпяле[лмц I даrr некоторшодостаточншеус-

ловldя сIтраЕеддпЕостд оценпЕ (5); теоремн влоrенпя, условшя монотонностш,

наJIоIенЕн€ на бунrсrип / , моIтт дать д)угпе достаточнше услоЕш.
Л е lrt м а 2. IfucTb вЕпопневш условпя леi,пш I ш. KDoMe того. дlя

всех ({, 2, Ч)с,?J щщд_цg9,д9,

l g G, ?,4l < С (t rl{ l + r ?l +l1|),

?ф(€,?,ill - "0Ё l* u.

ф, /r е lr?), uolc)eC'LL, ro
(I), (2),(4) сЕDаведlшЕа оп€нкедпя гладких пеO!енлfi зада1 (I),(2),(3),

tl
2

Цпrsl
0

\
0

t
|u| 

r ui.r l#,' P,o'u",\'| d, 
" 
м,,( +

2
Цт

tl

lI
00

I

r+l
0

dod,

г,п.е е [о,Г] , постопвея Д, завпспт лшь от ф]rнкlЕп tlo@), fцtl
постояннIJх шз чсловдii лемм I.2.

д о к а з а т е л ь с т в о . Дя гладtпх решенfitt соотЕетствJrщшх

Ераевж залач рассмотрпм равеЕсmо
t

l
0

\/,u.u"rbdc = f цd'dr,

После интетрrроЕан}tя по частпl пмееш

uofdodT -

fo, 
{ u,, u r, ц r r) - u 

"f,uоУсПt
ufu/cdv

опryдв Е сиJгJr условшfi леirмЕ Е оценRп (5) поlryтш,l

{l
ui 1 

+ ф tчt\аt. а \\u j*d,cat + il d ),

п

(6)

tl
\l000

l
+ lp;o'

0

dodt

I

lt

ll
00
tl

ll
00

1t

|": 
r ц,сц","-uчu,|асdt - 

! l
tt

+ |tРkr,,r,,)
00

00
6?



гrc l>0 - rФоизвольная постоянная, постоякная И(ф , пotoulno / ,

зависит такБе от фirнкциi,: uo@) , {р,0 и постояш{uх из условиj,i леtсрt I п 2-

l'iз раэечства
tl ёt

\\l" u_,drlт = l l /ч,,оdэdт
00 00

в сиJIу оценки (5) вштекает неравенство

naa",1,o,
g(tt,u",u",

г0'l_ ,

Lati

tI
+Иr{lII

00
dcdo

2
Цrсg

(7)

=rcQ

tt
ll
00

tt
\\ uidd" * d,

00

i(r, *#,9uJ,чt,00

2

dt + KUo)f (u,u,
г02i-
'_05,

,,ilЬуtu,ч,,u,,!
0

>0 - гrроизвольнл постоятпая.

l':ЧТеrРШРУЯ ПО ЧаСТЛ/t В Р€ВеНСТВе

ur")dсdт : G #y(u,u",u)dcdг,

tl
ll
00

по.ryчае:,,

i \Ь,, 1u. 
u,, u n.|'d " - i\r " " 

(u, u,, u, 
") 

u |. 
" 

dc dT :

: ;rl#,,p(u,,uj,ui\'О" - 
!\ r,r,u",u",)u"u,-Уzdг -

t l t!
- t t rr" t и r", Ц, 

") 
tl n tl r r rd с d r - 

lW "r,, ", 
ц,"Y"* фч"(ц,1,1",t/ 

"") 
tц +

'Фuokt,tцur)o*A,h,p(u,u",u"r)dodгr\Ф(u,u",u;L2r,'/|u,u.,urЩc-

- \^"ф 
(u,u;,ui ) #,9 (uо,,,ui,ui )dg -\\r, rо, о ur,rt".)dсdг +

tu 22 t (t0^o-

, \l rr,ll tб р fu ,u 
",u ",)dc 

- \! в,о lL у fuo,u i, u'f ) dc .

Зо.:ныё ::нтегралш в гrраlоl: частz в сид., черавенств (6) ц (?) tl условиit

ле,:is оцен!ваются велlпиной

lt
u|."rdtdr + KO)iit*. yiu,u,,u",\

00

2

dcdT + K,tdo),

tле 0'о>0 - rФоизвольная постоfi{ная; пlтегра,ш по сечению п,!оБно оце}t!Iть

велr!чино:i

tt

1ll
о0

,,, l
0

u,,! pi+ ujr)dc+K

и даjее. в сr_цl нерленства (6), - величш{оГi

l

l
0

tt
(,,)ll

с0
+

2

dt dк u|"r"dcda + К 0,ro)



( !о>0 - ц)оиэвольвая постоянная).

IЬкпт.t образом, поJýrчим неравенство

rа2
l-
LOoz

g(u,ur,u*
tl

ll
0о

ui"ddг
_ tl

\2.*t ll,;00
dclg<P,*dKtl,\ t

l

;l
0

r u, \,l# ylu, u 
", 
u,,\i, r К О,)\\

г0'l-
l-ao, Р(оt,tt",цzс

2

dgdr+Пэ.I
Подdпрая V, достаточно мшой, а затем по У, эuаwрая Q,l }lыlшtrи,

по.ryqеем возlrоtrность Ерtr епптъ лешшtу фоtтуолJtа, что Bllecтe с нераЕенства!,rп

(6) и (7) завершает доказательс'Ео леr!fl,,rц.

. 3arr е ч а н и е 2. ЕслифункцииtДt,2,Х)и{(1,2,t)имеют вид

tlЧ,?,ц) - 9{(r ) + vе(Ч,2,{), p(1,7,t) : ро(2)l t ч 
(ч, 

?, я)

при выполнении соответствуюlцщ условшfi ростs л энакоопределецности, то

доказательство упрощае тся о

Лемма 3. -
ш€ний зqдачш (r). (2'l . (3l сЕDаэедI!вн оценкд

mцс (lцl+ lurl +l u""l) " 
ilr,

, d t 

',\u:*rl" * \l ri,*. dcdT u Мr,

"о" 
oo.ro"inge lуl,-N-. !&""ят от постояЕнж чслови.'.l лемм I.2 и йчпкциii

l/o(r), {tc,tl,
Локаз ателъс тв о. Интегрrруяпочастя}rв равенстве

tl

\\z,00

а
t

l
0

l

l
0

а
69 (u,u,t/"r)dodg : I й9 (u,u",u".)dcdc

и учштшвая условttя роста п оценку леl,tlrtш 2, па,гучаеl,

( Ё, P,u",u""!'dc = 
к, ,

отlryда 0

lЬlu,ч",о")h.=\,$rrtч,ц",ц"t)-9ч(ц,ч",+)Ц;Рч,"@,ЧоЧоуоfЪ=

\\Ёrr,r,,u"))?c+\,ei{u,u",o)u!dt+\rjy,u.u"y!"c/oJoK,
l

\u|""dn *Кr.
0

<t
ппп

69



;1алее, из равенстэа
tl

ll00
Lu.ur.""dcdг

tl

ýl00
f u.r"rdлdг

вследсlвие rrрелlдпце'i оценки пол],чпl,,!

tI

о0
u'.r""dod,, * Kn l I "; lц,"""|dсdг rрКс 

,

lt

\\
00

,З cnTly l,тльтиIцllкатt{Еных нерав/енств [aJ 
; 
Л7-

ж:,|ц"...l= ' 
(! ui""dn)o (|":.*

t
.K,\дy,tu"*t(

)',

u:",йf 
бC."r*)|a"rK,u

da

откуда
tl
l\00

ui"r"d'

г0 0'
lT -а",у

ч|.dзdt (
0

t
t

+K,"dý
"*. 

( ((
где lroo !

,
\,
)d" u'.r."dzdc n К, ,

гtроизвольная постоянная. Поlryченное неравенсltsо позволяет

3ЛеРШ}lТЬ ДОКаЗаТелЬСIЭО Ле:,rt\. .

Т е о р е l,r а I. Если внпоJIнены условtrя леt,т,r I,2 и относлттельно

функця:: uo@)r{latl вЕполнен}r условllя согласованrя, то Есегда суцесrвует

lI)}нкция ч B,h , удовлетворякщая у_D€внению (I) почти всю.ry , а ц

Iт_Dиниt,lашщая FачаJIьнне п краевне условtdя (2),(3); прп этоl": для фунщии

a@,h буryт сrФаведIиЕЕ оценки лел:лt I,2,3.
]о к а з а т ел ь с тв о Введеtл оператор./, иддя атого опе-

ратора расс[lотри,{ задачу: найти решение уравнениrI

l _ l , а а' 
-lLou = l,ц + о;7 frTrk,u",c,r")=f @,t), (I')

удовлетворяtOщее услов}ил,r (2), (3).

Iieтpyдlo показать, что д,Iя глад(их решениi! задачи (il,tZ),(3) спра-

ведIивЕ все оценки леllrш I-З и, кро:.:е того, оценка

1l

,I\
00

({,l,t/.rt/"" dаdг <И.
2

!
(6)

Заr,teтlB.t, что при фtлtслтрованноl,t 0 aтl: оценпи справедl}въJ ддI (ункIиЕ

{e,t' n"Lr(Q) . Это означает, что к }тавнение (fi црпл,lениItl метод про-

долtrенпя по пара.lетру, т.€. что при фикслrроваfiном е>0 задача (t/),(Z),
(3) ltl,:eeT решение u'Цt), ди t(оторого сrrраведIивш оцеrrки леl,п; I-3 lA

оценка (8) (по пово.ry суцествованr|я реOlенлrя задачи (I'),(2),(3) с1,1. тап-

rе [z] ). далее, условше { @tlеL-(о,Г; l.@,Л),flеlr(4,) позволяет поJцr-
70



чдть оцеЕкп п дJlrI семеfiстъа |чЕ @,al , которне не завпсят от Е . Пе-

рехолЯ r предеJrУ rрп 0 +0 , неЦУДО заЕерIштЪ доказателъСТВО ТеОРе]ъrН.

ус;lовля леммч 2 таковн, что всякое лшftеренцrрованпе фу,тший 9 u

ф поняlдет Еорrцок роста на единшýr. [ýсть теперь ато не имеет места

Рассмотрям JраЕнение

. la" \а' а2lч = utr-|*-r)Ьr+И,ц) - 
?r,щш)= fp,h, (9)

lде ?L--0 - ЕостоffiЕая.

Лелtма4.щ:
л,Iя всех t Ё. о) е R2 имеDт место

ff-,_ to, 0, l'#l- !,=t,'r4o, ft ta2,1 = о,

фt€,D - фоцt+е (€,D, Фj t2l 2 поr0, lФ, t{,2ll= g Pal E|+t 2l),

0. Zo€ z{'(€)*z,, {{о)=0, {оzо>,пла ({, сf, /,"' ) .

Тоглв е tи {tBttеt *Цо,7;Lr{atl),f1<lrZ),uop)rC, то ди гладких Dеше-

t I

ltui*
0

+

ув t С ГО, ГJ , Jц9.щIЕщ ,|
постояпнвI шз услоЕпit леммш.

До каз а т ельс тв о Заtпетш,t, чтодлrIглад(}tхрешевпfi зада-

чи (9),(2),(3) сtrраведlпва оценка леtптн r. J]алее в спJry ycJloвиrt леirмш
я

ftФtu,U) 
: 0 rrрп -t-Or.с=/ . Учптшая это и п{теI?цруя по честям

в равевстDе

ф(ц,ц")-{tцl**,

I

l
0 b%*r,*[Mt

u""u"Qtu,u")dcdc+

ф@,ц"l'ldп ul,

завшсит лlшь от функциii uota),/tc,t) ц

\\00
u|"rd"dг

г02l-

Laэz

{l

\\
00

0

-iL

," !,lh ф (ц,ц")- {шрсdt -\\r lrlh
00

поrýFIаем

,},+z

u7фdrde
l

\ubФ,w,u)dodv
0

ё

\
0

|forrtrЪ-п,"-

l

l
0

\(u"*u,ч"lЪ"- !
tt
ll
0о

ф'(

tl
-\\

о0
+!

tt

ll
оо

{@),#rфр,u")dл+ ъ ft+",o;,{'1ulu"dcdr 
+

?I

впй эадачи (9).(2).(3) справедша оценка



l

ý
0
Ьфu,u)fdс +

+ \ашldс r\hФ@о,u;)f @')dt -\ua,tlraoar,
где il! - "n*r" 

lяTeIpaJIoB по отрезку [O,TJ , .io** слева я взятшх црп

t=o , т.е. цри Ц=Цо. Пршленяя условия леimlu, неравенство Шiга ш оцен-

ку ле:r":н i, полlпlаем

а\\ 
":, 

оо dг +,,\i"' *n, r I\lЬ ф (u,ч,l

t-i}Ё*r,:,l?"r!
!'а,* F(,Y"bo-" "

r {n\y":o"*- #I i 
uldcdv - 

#\,\,u?r" 
*

фш,ч"l'd. - {ori
Xrr",

2

d:
2Ь\*r,rД?,t+

tt n dl
- ll fr Фш,us.f"dсdт - \| ч шl

о0 оо

\,Гhr,

/rdrdt

2

dд+

- g\,l#.

-#!\\,,;

+dд
2

цЕ
i\b+*a?,d"+

\Ё"*r,u.,lЪ"

вэt t-fll
00

ааdг

-+ \ u2da* N,, (I(r)

"rc Q>0, i=0,,,,,r, - fiоrr"ольные постоянныеr постоянна, f завлсит от

постоянных Jlсловиii леtоlы 4, йункци:1 t/0@),{\crtl л от постояt{внх

4,4, d" Внбереr,r 4= {Т, 4=Йо , 0r=Е так кал спра-

вел;l!во нераве!:ство

ilfl +a,u"|'d" t 
\l#Фlu,u,|'d",

то вследств!,:е условиii леi,,t,]ы !;з (I0) полlпаеr.l
ё

"tl0
tdr'<\z

2
Цсс+ u|ldэdт + \|fu ,+ t, r,|1 ъ$"+ t", d' - Ё* 4' ) 

йl 
"

ll

ý\
00 |ftЧч,ч"!'drd"о ,!r,

g)iЁ,*r,u,l
\uilo 

r #\,r, *+
Zt:

(II)

t

l
0

+

l

l
0

2 d2
dt

ail,
где ао >0

пусть tI(c,t) есть решение задачR t-.=ц , t(o,t) = ог(|,d) = О .



Из раэевства 
,

\l"
00

следrет

tl
: ll/r,,

00
dtdгlfn

!rd"d"
l l ll

+ \uido * |"Ъ.7II<0 0 00
dadгф

<rz tt
-f,J!

l

IuЬьl"
0#!Фw,фfu"

r0'
l-

Lar,
-(#-#)$

dоdг

1,16,N? завпсят от постояпннх условиft лешlтн 4, функциИ

Л о к а з а т е л ь с т в о . Из оценки леммн 4 следIет

tt

l\
00

t

tI
0

( I2)

lr0 - IФоизвольная постояпная. Нервенство (I2) позволяет из (II)

+ u|rйdc+

+ lq),
где

полJrtIитъ

",tii(чi"+ui)dсdt+\,lGL**r,ф'-ъ(;t",,7\ff rф)*J-

ё|.я" -ii

. * il,!! 
LrЪ. 

Фu,u,))1оdт+t/,,
BHoeper,r { " а:' ,*, чтобш вrпо.lтIlяJlось d!+ri . 2uo Зафпксlтро-

вав l, , внберем / n d, маJIчмп так, чтобЕ вЕпоJItIяJIf,сь Zlz|.фо,
е t! у . *о В резулэтате поJrуtIштся вердвеЕство

|ui"*uiYrd"-\,lrЬ*аl"\'rх|{rф(ч,ца:+$"uа!)Ь|"

--,{ ( il#*ш'"\'d,d, + il5 ,
оо

о',

l

l
о

гдео(r>0 Применяя лем!,tу I}оryолла, опончатеJIьно поrýrчаем rребуешцпо

оценIry.

Л е l,t м а 5. tРсть вЕполненн условдя лешв 4. Тогда дтя глад}lх ре_

шений задачи (9),(2),(3) справедIЕвн оценкп:

п4., (

а
lul+lu j+l tlol) * 4 ,

l

}
(Ц"rr" * uf,r")ddг*l,

l

l
0

uolo _n {B,t]

где постоfilнне

откуда

|!"*ru,u,,l. Г, ,

l Ф о 

" 
t u, ur) u n ol : | ft * ч,u 

",1, 
Фч tu, u 

"l 
u r|= С, + Cz l u 

" 
! .
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Возводя в юад)ат поJrJпепцое неравоЕство п Евтец)пруя Ео оtтезку (о,Т),

поrччаем

"rc 
Фtо)-0,
Лемма

ллrI всех €eR

ulrdo*C.,

|u"|< С5,

- постояЕн8я.

l

t
0

откуда

а значRт,

lur"l< Сб .

Учптrвая почрЕ,туD оцеmч, пз равеяств

,\\' !, 
о,й d г = Y)Y о l, а"

\\ tu, u.*y'"h : \\ f u 
""".d"dгоо 00

нетрудпо поJ[учпть оставшпеся оцеЕпп.

Теорема 2.

сотласованля. то всегла сутествует a[уЕкцпя uвil r удовлетвоDяхпая урав-

неншо (9) почтл всюдч в 4 ,

(3): прп атом дlя фrвrппи ulцt) будrт сЕDаведлЕч оценкп леlли I.4.5.
Доказ ательс тво этоfi теоремш, как и теоремш r, проводит_

ся методом регтляризщпи и lrетодом цродоJпенпя по параметру.

Рассмотршм теперь Jrpaвпeндe

lu= urr Ё
0,
Гt, фr4 + Йo-|Btl, (I3)

,-ru )

fu>r 0
6.

$'ю, f,orт, S"ь) =0, t7 tсil< C(r+ l Е l), l 7'G,l 
= с.

тоглд еслл fo,tleL*(0,T ;Lrto,1l), fl eLr@), uo(OeCq(o,t), щ
дlя тладtrх решеняfi задgчп (I3l.(2).(3) сtrDаведtrва оцеFка

\\ 
r: ** r 

\lhа,о|'d,d" 
* R,

оо
gщ. tеГо,Тf , постоянная R завпсит лgtшь от ёvвtqпfi t/o\),/ratl g

Еостояптнх trз чсловпй леммр.

Д о к е з а т е л ь с т в о . rVстъ r(цil есть Фrпalпя. введенная

trРП ДОКЦ'аТ***i{; 
;;;:\Т) 

"о "о "0о о0
?4



Следrет

)dcdT < Rо.

JIалее, обозначшм через 0tг(с,// функцип, являЕщrDсrI реЕенпем заддчш

U"rrс = Ц,

t/г@,h = a(t,t) = tlIu (^rt) = чьс U,t) = 0.

l,tз рвенства

/,u.tlr"dtdT {а,
ш оценкш (I4) внтекает

R,.
Шз равенства

tl
I \ 1r+,;
е0

(14)

( I5)

ll

ll00

tt
- ll

00

\1 u; о,о" - \,L*;-F а\Ъ. к,- 
! i Г*-l'd"d,,

i ro t u|'d" " \Г*rа,"1i " 
-\|\, а'4'а" .

tl
lt
00

l

\ u'do <

0

dсdr

il,,fla,u
l

l
0

i. *?\гь,г0'
l-
Laп,\\ #ta4 dodT + !-

',,|
ф

I

It#/,I
0

Ёоdг

00
d, i/tлIцмп п учштшвая (I5), поlrутаем

lt
u|dodt* иr4l ii |Ф w!Ъа, - 4 Ъr,rr,

l

l
0

l ftФulл,а,
сле.ryет

tt

00
ш| do<

час(Rr+ l,

2

Полбшрая

tl
ll
'l,

(16)

Сtрав едлrв н нераЕепс тва

(I7)

Спедовательно. Ееравенство (16) мн MoIeM продоJIsпть. а затем црименпть

Лемплу фощlо.пла.

Л е м м а 7. Прп rrнподlеппп условпй леmш б дIя гла.щшх пешенпй за-

дачи (IЗ).(2).(3) справеrцивн оценкп

ltz"l + mлоltl.rl<Rrl

U'""r")dtlт< Rr,
Р, R- завЕсят от постояннЕх условпй лешrч

а-

75
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локаз а т ел ь с тв о . 0ценка

щФ lul + mцФlц,l<F"
б d '' q

сле.ryет из оценкrr лешп,rн б п неравенсв (I7). Из равевсmа

tt

ll ,, а
й

tt
ll
00

а
Гtz ф (Йdэdг : f !" r*ф,uldоdт

2н

моf,но цодrчить веравеяство

\\,"Ь 
о*, - 

\Ё, # ш|'а,dо 
" 

с,

откуда тл( йе, вак и прп доказателъсlве ле!,{мы 5, моrно получить оценку

щФlчоl<С,
а

В резуштате поJryченных внше оценок из равенств

, tt".dcdt

, uur"dodl
сJIедmт оставшлеся оценки.

Teopetla 3. ,

то всегда с]rцествует Функция u@il , чдовлеrвопяrцая уравненпп (I3) поч-

ти всппl в 0 д rrошнлмапшл вача;lьнне и кпаевне условшя (2).(3): rтпш

aтoм для йунцц}rи u Р,il будrт справедllвш оценкш лемм 6.?.

За;,l е ч ав и е 3. ПрпвшполненипусловиГl Teopel,t I п2Мунмпя{
MoIeT 9авпсеть rл от ulc,t)ru"И,il , если Оу.ryт внполненш условия

|{вt,{,Dl<f,1цtl+C(l€lЦ2t),lry)|*s,t",t1,c(tсt+ltt),

|ryl|r1il{tф,c,",l*c,
,rc frlc,ll е L".1g, Г ; Lr(0 л), frlc,be LrtQ), С r-0.

00

С помощью ала.,Iоглчной схе!тн поJýtченшя ацриорнUх оценок мош{о псследо-

вать задачу с условияли (2),(3) и ди некоторЕх д)угпх KJtaccoв параболи-

ческпх ;драэневий, в частности дIя вЕроf,дапll,fхся ]rраввенпй.

Рассt tотрят*л урав нен ше

,лltt - ui h рkп) - <! (u,rt",u")-f tc,l). (Is)

76

lt

Ilz,
00

tl
\\ ,,00

t

\ {uod.dt,
0

tt
\\fu,","а"лч
00

ё

l
0



Т е о р е пr а 4. Iiчстэ внпошенн условм:9Р)=0i rIDп всех 4eR
0.io* 9'(1).+* , др,ц]!9щ_ý9Jlд lr1-.ц , то. у'Е)<l1и1.+оо
и пDи Есех (€,2,€1с R3 jЦРqЕ9ЦЩЕД

l ф В, ?,ф| = С Pr | €|+ l 2l+ t 1 t + (\о,рцlt1 ,

|цр||цffl=,,
lЦ#Щ|*сР* {"/'(С,

Тогда еслп 
'uotФcCa 

tЦil, {Е,h€f,*tL,Г;lrtqЩ,{асLr(O и вЕполненн _чсло-

вия согласовш{t{я. то всегда с]цествует функция a\,tl , Iд9Ед9щ9рддщдl

lлравнению (I8) почти всюдч в / i пD}Iниillащая начаьнне п краевше усло-

впя (2).(З). причем ди ёункцши ч(с,h спDаведлвн оценки леlrм I.2.3.
ji ок аз а т ельс тв о атоr4 теорел,{ч проводитсяметодо!ссрезок,

подобно Tol,ry, кан ато бнло сделано 
" [В] . 1,1ннмп словами, теорема будет

доказана, если будет доказil{а оценка

щФluпl< С (I9)

а
дrя лфого глад(ого решенRя задачи (I8),(2),(3). Шебуемая пе оценка по-

лучается так fе, как п rФп доказатеJlьстве леммш 3.

т е о р е г;i а 5. Пусть внполtены условия: t|(0)=0, ф=ф(€,S) ;

при всех f,cR 0<9'(t)< Ё,.+оо, IIDиqел,,t если l1l<M , р. Р'(4)r-
> lШ'l>0,|qВ)[sИ влечет lll<EtЧ,, .L_

|ф (€,:аl< С P+r{l+ ( l иyldyf J,
10ФЁ,х)| _ р |аф(€,€)|ljЁ |--,, l 0f ,|<С9'ю,

Тогда эсли tl'(g е Са Q,0, fp,tle L*to,Г;Lr{o,t)),{cLrИ) и внполненш усло-

Bnq согласовдlt4я. то всегда с]irцествует функция цвtl , удовлетвоDrImщая

уравнениrо (I8) почти вспд, в 4 и принимашщsя начшьЕЕе п KDaeBHe усло-
вця (2).(3). причеlr дlя йункцпи uВtl сrrраэедlшн оценки лемм I.2.3.

Ди доказательства этоfi Teopelн такпе достаточво доказать опенку (I9).

PaccntoTpur,; теперь ураэнение (9).

Т е о р е l.t а о.Гцщjщдщд ФlУ,2, {{€) таковЕ. что внполне-

Ец_хщ1: ,pn (t фе R2

фt€,?)-- *qlr ф t€,2),Фrt2l> /, rmt;чем если l 2l<M,

то Фо'tрr- ((М) >0, lЦ(Рl<М влечет l2|sM,,
,?7



Yryf * t, +i t2l, IUW|" t,+;,r,,,, Ф, to, Р = о,

^t.0.zочф'(€)*z,, {1о=0, /-l, - Ъrrо.
Тогдд если внполненн условия теореrлн 2 относительно йункцлfi Uэ(с) L

ftc,t) ,@uВt),щ
(9) почтивсюдчв 4 , ,

пDичем ддя йункцип aEtl справедлlвн оценки лемм 4.5.

JИя доказательства этой теоремш Tatile применЙпп метод срезок; оценкоfл,

позволяf,цей это сделать, является оценка

пgоlцrl<С,
а

fiоторую irorнo поJryчитъ тем хе tryTeir, что п в леtл.,е 5.

С поt оцlьD теорелl I-3 моrно Rзучать такЕе непоторне IUIaccH }таввениfi с

вцроIдениеl: rrри конечннх значендях решеншя шIп его rrроизвод{шх. В кечест-

ве примера paccl/oтpиr..t урлненше

,а,а
Lu = u, * 

0-,9(u"")- Бф (ч,u):{вtl. (3С)

Лемма 8.Щ:
дш всех {eR, 2eR,lcR спDаведIиво

0,!Ё,2)>- colgl"l2lB , 9'(ч),-q!sll-' ,

crly t"t7lP t UЧУU' 
=Q ! yl" I2|o-, ,0ZJ(

|Wl= сrl€f-' t0lo'', q(0)=ф(0,0) -0,
EocToпlHEe ёо,сr,сr,С, неотDицательнн, С| >0, ot > 2, l,2, Pr-rrn p"!rtt.
Тогда если f tцdlе L*(0,Г; Lrtat)), /s с/, Q), аоР)е'СЧ @D , ,о Ь
гЛа-цлх решенпй задачд (20).(2).(3) спраэещвн опенкп:

i i Р, - wt ш 
"f'' 

u,,,* | u, 
"lt 

- 

L i,,P с dT- 
! { 
r-,t Ь+, ф' J 

dc * ц,о0

mлхlчi +mллlц"а а i+mЩolll,ral + ,ллluпrll'' l,r.r"|=tlz.

Д о к а э а т е л ь с т в о . Первое анергетпIеское нер8эенство ди
уравненпя (20) дает оценку

l

\"
0

tl
- 

\ \ 
(,u,;'+ 1c1"1a,lP 

)00
78

il,п dоdг <t{, ,



Дялее, шятегрЕруя Ео частям в равенстве

tt

l\ Z, , ц"dсdг =

tt
\\ /ч,l"а"

00 0 0
и ц)именяя условдя леммы, по.rvчаем

\1u;o"or*[lu""tcrЙrrrr[iдuf 'w"f lцl+lчtw"lРuшоw,)мф.
00 0

, lftrга, шмеем
, tt Jl

u"rtch(d," < r\\ui,ЬПr- rфýl (lut'B'Ow"fo +

0 0 00

2<l 2fVЭ-2)

+ lu,nll + lulF.w"F )dndT+ С,
(здесь счктается, что у>2 , т.е. уравнеппе (Ю) вшроrиетм).

Неравенства, доказевнне в [9] , позволmт цродолfить оцеЕкЕ
t! l , tl

\\ ui dodo+ [ l а",(с 1,1|IZrs dIIz |dodT+ С tll
00 0 00

В сп;ry неравенс
tt
\\uidrl.T +

00

2q+2l('.2)

+lцc l

+ Ctdl
Условие

1-2

l

тва
t

lt
0

l

ý
0

tl

\l
00

ltlrlz*2F-21гiit00

!-(Ь*;ъLфроф/,
tl

i\ r, kl#' @",) - fr,! ч,u",W-\\f
оо оо

+luоlt)аrа" * с,* a\\,u;bo, *
ёl

\\
00
на

|lu,rl*'Ф* *loul#+tu"^f\ddv + С,.

ё

\

показатели d,P, l оэвачаетr что сцраведIлво неравенсво

lt
th, С"\\tч*tЫгlСэ,

00

ппоlul +
а

позволяет поJryчить неравенство

dodT2ut + uld"a"+u""(ct)

l

* t lr", lldo < N, ,

0

'N,m4оl u,
а

tl

=/ ll
0000

откуда

равенство

drdTui

"rt! (*Фtu,u"\'а" r

(2I)

\ 
! 

t, r,' |l 

-' 
to, r l ul* ! u,lP'' ф)ы r * \,l* n r,.\' Л 

" "

i i Ь+ rr- \'a,d, 
r\tgrr'"\?,oo r,,



В си.лу оценок (2I) первое и третье слаrаемне в rФавой части ограниченн;

четвертое слагае[rое оцеЕцвается тд(:
tt

\L#rr,,"l)

tt
* \\ lat--' ltt"lPu l urltu"rlc/dT+tl

00

[\ r иЁ-'tа 
"lP'' 

l ur|lunldcdr - l u"l+ 
1 
uоу ul?' l u 

" 
l 
td 

" 
d, u(i,ul*

0000 tt t t

-. d l\tat"t usP'u'ndcdг + Ctdl Il иГ''rr" f u|ddTu
о0 ёl 00

=а \\ pl"lurlP-'u"*aMt+ C,tfl,
0кончателъно tпосОл8 подбора постоянной / и примевенпя леммн фокуоша)
поJIучим оценку

)аыrii (,r," 
'' 

u""n* lul'lu"lp,'u j" +
2
dc<rlq,

откуда вытекают п остаJIькне требуемше оцеЕки. Лемма доказана.

Т е о р е м а ?. IfucTb внполненн условия леммн 8 п чсловttя согласо-

ваяпя. Тогда всегда с)rцествует функцrя a@il, щ
краевне чсловпя (?). (З) п удовлетвопящая интегта.llьноr,тч топдеству

гt л гt

}\Р,, 
- 9'l,u,")u""o?" - {Ф@,u"l |)bat:\\,rM"at

дtя-Йбой гладrtой йчtшцпи 2tt,b тл(ой. что 2fu,ll =2!/,Ь=0,
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку оценкд леммш 8 позволярт прп-

Dtенить ltетод срезокt то рассмотрпм реIтлярпзаIIЕD урлненt{я (20)

Lчц=оrr *rЪrfuо) *!чfu,ur):/tс,ф, (2э)

тrc {u$) = О1* 9В) , фчG,D= е0+ / В,Р, е >0.

Задача (22),(2),(3) прп Е >0 пмеет решенпе U'(x,fl, удовлетворящее

перавенсвцll лемм I-3 (ато доказъвается тл ве, как допазнваDтся теоремU

I и 4). Повторяя доказатепьсIъо леlrмц 8, нетрудtо дш семействл LUEJ
пол}цшть оцеЕкп

ii t r' tu!.ll''u,))a"at r\lbv,(ub|'a,*ко, (23)

где постоян""я Ко не завшсшт от 0 . 0тсDдд, в частвостш, сле.ryет

L
к|)
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уlлп

отпула

rпда

вштекает

а

пltlе + p'@Ic)uful= К,,
е

lt "|t' u!""l . (, , ry" 
, u!" l * К,,

Кроме того, пз равевства

(з4)

(25)

Tl

= llr
00

г|

lI дu
00

'. uLdodt

n" drlt * К.щDJ

ч|dоdг

Tl
,\\

00
0ценкш (23) и (24) означапт, что семегIство |tф|''r|.} *n""-"ro,
ограншенноirу мноаестэу " W', tO) , " 

это дает сJrществование фнкчии

alc,il такой, что ддI некоторой подпоследовательности [DrJ

с.rъЦ| 
- 

ц, слабо в /,,sШ),

uff _ Цоz почт" 
""пшr 

в 4,

1U!ll'' u! - 1цоlr2цr" почти вспry в (.,

|,r*('u\c-iuolPu."" слабо в L,Ш).

Кроме того, ,lз оценкЕ (25) внтекает, что

EU2" -0 слабо в L2Q),

В сшry yкаtlaнHltx сходrПrостеfi, Е частностя, пмеем

гt _ гl

I\ r,(uil )tffuц,dxdt = - \I rиf; )2""dcdt -оо 0 0

rl rl
t\о0IIrru*l2 ""dtdt 

- f'(ц"")цr""y"dсdt,
00

откулд с,rедlет, что лJtлl фупщпи U(t,t) сЕравед[дво требуемое Ептегршьное

тоlдество. Теорма допцtапа.

Хотя теорелш сJцесЕоваsш, поцrчеIпше в}ппе, относятся к сJцrчаD зяItа-

чп с краеЕшмп услоЕшмЕ впда (3), тем не менее ряд оцепок (т.е. рял леr,аа)

8I



сIФавед[ив и дш решениГ{ задачи с краевнмп условЕямп (4), но в этом слу-

чае удается поJryqпть лшь весовне оценаи их решеЕпй, а пз последндх ц

теореlrн сJцествовцlия обобценншх решендй. Проп.п;rэсrрrруем спа3аЕвое цри-

r,repo[1. Рассмотрп; утавнеЕше

,а,
/,а = цt + 

аg-, 9 fu"r) - ! (u,u",ц"r) - f tцll,

Л е м лл а 9. Еслп внполненн все условпя леммв 2 на фпццпп 7, /,
п

{r Цо , то лля гладtвх решений задачш (I).(2).(4) сrmавешtgвш оцев-

ки

mлr,lцl rylu"l+rnцc@ltlrcl< М ,

l

\ 1t"luir"dc <М ,
-0

где постоянная М зависпт лшь от постоянншх. оЕDеделеннuх в чсловшях

лемм I л 2, йункцпй uo@),{lc,tl ; фуFкция !{с) - гладкая ц такая,

что vlr) >0 щ 0rI</, |(0)=2(t)=g, l2'tcll<C|Ф),
Л о к а з а т е л ь с т в о атой лешrы следIет пз равенстваtl

)! ' 
u *, { (ц""), 

| 
(t)dtО" = \ir *, 9 fu ,"), 2 t"lаrаг.

00
Т е о р е м а 8. Еслп внпо.ппенн условпя леl.ш I.2 п относлтельно

функциii uob),{Pi)
ществует фчнкцдя ч k,t)
интегDмьно!тч тоilIествч

внполненн чсловrя сотласованпя. то всегда cv-

, удовлешоряпцая кэаевым условпяr.л (2).(4) и

cйdt
rt

\\
00

VrП - уl(u,")uutr"- Ф(u,u",ч"с)[7dtdt- [(,
00

дJтя .шбоrt функцпп [|c,t), удовлеmоршеrt условпям (4).

Аяшоглвннм оOразом исследЕтся и ур€Ененпя типа (9),(I3).
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