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OJI}iA UIЛипII,FIЕсхиJТ ЗАJЦц с ммЬп,1 ШРДlЕ"IРOJl

l,i.д. Р а м а з а н о в (УЁ,в)

в области {2 =.Q' u .Q", Q' =|{r,,rr)fc,<tz,,z), х2,(i- 
", € 

*.)|,

12" = |(c,.cr)fc, < Гrr,zr) , сr. (о, 8)} ,

повторенноfi по перемеявоft I, перIодпl!ескI с певяодо!,t 2п , дIя эл-
лпптlпеского уравнендя

а. а- ^ ц=! (I)

dI" l

. Решенпе rФеддолагается перподшtес_

е +
а'
Г"i )"z0л

репаоttся задеча /trрпс;rе UlOp : 9

2

ч

кхм по .тz с першодом 2а , т8к что естесIвеннее rФелставлятъ (xt,tz)
поJlярвllitд коордlнатаfit! на Iшоскостш. týсть { tc,e) - 2, а^ f.Pl,

p!t,e|, Zoo'9^l1),

0l?=Гtl...llГ,
(см. рпс. I), q'il - Ql".

Щебустся поJrJrчшть 
"a-пrjrл""*о"

разлоIеЕие рспевш по степеням малоп0

перsшетра Е , равномерное во всей о6-

пастп Л . 0тдельно лля 62' п !2"

задача бша реЕена в [ I,2] . Сеfiчас наше

г, г!

,I2

рлс. I внlшние сосрелоточено на поЕеденшш реЕс-

ЕЕя э опрсстностд общеfi Iраящь! областеfr

Q,' , ý)" п сднIтлrrрностях решснпя Е

окрстЕостях точек ,4 1Zrr0) п 0 (tr,O) . Бпаюларя црlнцпrý,

мапсmцrма достатоlпо посlтопть равномерпо еслмптотElIеспое р?шение - рл-
воморво есиr.птотдческпе рядц Ео стеЕемм t , рсша!цпе постаDлеш{пt

задвw с немзваar в ураЕневшл и цаяЕчвш:( JrслоЕхях, убrвапши бчстрее

.шбоi степснд d . В ý I оппсlвартся тс этадш построспIя асrrмrтотЕtlсского
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l
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репевIя, которЕе являDтся простtшi4л следсtвпяlrп пзвествшх раdот. Форlryлд-

руется содерйцая освовЕuе тпrшостЕ дшЕой проdпемш задвта о срацЕаЕпл

ра.злоlевяfi вдоtrь ллвлл Lt:t2 , п дается схема ее решеппя. В ý 2

строптся аспмптотrtrеское решеп[е этоf, залачп.

(hециа.ltьншfi впд }тавневпя п областл MoIeT бнть обобцев на опеIвторн

t* о,,@) 0: 
+ а,@) ! + а.(r)! * о,.,ii,'ч 0сrOt1 ' ih, ' 0t"

с обьяЕьп'l условшем эJIлдптЕчвостl

L

JlrO Vr.л] Yt еF дмеет местО ,|,аii@)€,€,r-у 
(ci +Е"1

l,,l

п областд Я такде, что векторвое поJrе (a,ta), а2(С)) н€ вЕроlдается

" !)- , а его характердстЕкд шIл за!лкЕутн, шш пересекашт траяшцr d?
под неtrулевъпl углом. Все даЕЕЕе залачл ЕредпоJIагаDтся бесковечво ддфе-

реlщпруемн}rл по свопм apITrMeBTaM, все воэнпкячцпе ря.щ _ аспrrптотЕческлмЕ

п почленно диф!ере}rцшруемнмпi d - всегдд будет некотороfi пo,totпTeJtb_

ной постоЕIной, раэлЕчноfi в разmж местах текста, 7* булет йrmцеfi,
раввоfi т прл t>0 п lryш rrрп Т<0 . Удобно будет обозначпть

аа,O"а"а
_!=- z _OJ_=-Д*- 0t 0€' ^ "" - оу: ayi 0у,

ý I. СТема построенпя асдшптотшtlеспого решепrя

В Р' эаддча решается отдеJIьЕо дц
еG

{olr,,e): ;\"dcr{ {с,е| о |' @еl:{цы-|Оrc,,е).

Mf" решепше Ецем в вцде (Fпtцпд, ве з8висяцеft от а2 . Это да€т

а,
е n u"(r,,e) - |" (",,о) , где

чО ltr,,E)= il,o{x,,0) + с(е) .1c,-l,),

ilо 1с,, r, = !\ о, {",r,r).@г l) r rthrr'o 1!,,о),
Z,0

а С(е) - пропзвоJIьная пока постоявная по q' , Се . 3десь мЕ удоЕлот-
ворпJIп Taкre IpцrElIHolrJr условпD

m
tJn(I,,qЕ= rf"'" (а) = !"\о"rо"'l,c,e).о 

,r,



Цее щrловоо cpaдte. ло ý2 l

tl'(c,il = Z, о* rt'r |о) ,

Сryщlх u'otcl долцш удсвлеЕоDяIъ след/!цЕ, условхяш:

*r"i = Аui, , {i";= Щ, I,e 1z,,1,r) , сrе R,

fi

ч'* {с,, сr+ 2а) = ч,'* (с,,аr) , \ *ru', (с) = 0,
0

ЕсJIl u'r(rl - 
}ou'r, 

е;ц, А ч'r_, tO -|!@)=l,*@) -Дhчtо,,1еiЬ',

то u'nla,) = /t otr,,tf ;g , Yк> 0 , Yt + О ,

в ЕтоIъ э Q'tl (с,е) - rto(c,,e) + u'(це),

В !?" рошввхе задачЕ шlеп в ЕЕJtэ рялв

ц" 1tr,о) = 2 о* ui@),

поryчая лдЕ оц)елеловдя Ui услФlя

ч|, = Дчi_, - {* , (u'!, -/о=о), а,€ (zr,ц), 22€ Го,Of ,

u! (c,,g1 : q!6'tc,),

это лаэт uitol= yf; tq , l црI к>|

м f'tc,e) -Е,r* l', t"l

рвлтпП слоR{ýIЕqш

u,ff , n,,r) -?,о

0
Гц

оЕозваlпо оцIЕдвJиется рпевпе, пмеь

Iмеет мосто

uitcl -9'^О tc, d,7
га',l-
La"i

ui_,{r,,2)-|,tчу\
а,а

БrО,-,l!)- -.
+ ч'|_,И,,о),

Птал, lравпчвЕе услФпя удовлевоDяDlся пова тоJIьво на участве

Гr=|lq,tllс,е (z,zg\ n 0r-0l l, црOпrG того, в Ередпага€t оfi фор_

ilтуло рецвЕпя шiееПqя рssрlв Еd ЛВП'' c|-|z
В оцlесtтосш гравЕш l'| =|tq,trl/",-z,, cre(O,Za)l EoctтoEii пог_

, -t
0

,4'u
,n |с;7,,\7'",

3arreBa
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(# -, # Ы ?,,n u'! (с,о,)- 0.

Ju!' =\й #) u|' - #* ":r,(u!-u!]- 
о), €,о, с,еR,

u|"t€r"r*rп)=ч'i) (€rа), u!"@,c;-0 , есш к вечетвое, ш

u!' to, g) = 9'!ь @r) - ri), tol , ecJtп ,( четвое, ч!(€,с,)-0 [e-t€ )

Прп { ++оо

Прп нечетпrх к все u!-O . Прп четвп (
решаDтся п дц р€шеяпil вшопmтся оцеЕпl

YкJС-lч|"t(,сr)l о С*i'Ъ .

Тш<пr,л образФr, рЦ Фtшtдfi rt'n{qrq,c) раЕвомерво асD!птотпческпfi.

в окрестностп IранпJш | =|@,,cr)l t,- Lr,сrе(О;0|| поIраsЕчнufi

слоfi зададшл frушцдеt

(Ч,r,r)-2
\V0 ' l х>0

о4, u'i' lq-z, \
\T,o, 1,

rФподrl п следr]щIi, усJIовдям дц оtrределеппя iffmtд n u:' (€, r) ,Ф -rlЕ:*/ 
oJ.' Е !чu'-fi":, 1u?,=u'!)=o), ýr0, а,е{о,В);

u|'tz,tr\=o, всля к петвtпое, п

uft0,ort-e'ilr- Ui,r{Zr,Or), еслпК чgtтое, (2)

иf't{,0)=0l ч|'l€,rr)-0(е/() ,rр" (*-оо ,

Прв вечеппп к эсе u|=0 . Прп чеtвц к sаддtтв олlознеччо

решается в кJIассе оц)аsЕчеЕIпrх (fuTttцf,, eertl ц)авая часть Jrраэвенш Е-
ляется глаJцоfi ф;тпоцей Е заt|f,ьп(яtrгп облестЕ опроделещя. 0лвапо эсе u|'
буryт бесковепо лФфорещлпr€шшrl iрутшцлil Epl ý<0, сrеГоl07
тогдд I тоJlъпо тогд8l когд8 Е точпе f,1(-0ra2-0) бу.ryт вшошепu ушо_
вЕя согшсоваяlя всех пoIlEщoB пропзводннх r_Ьункцпй ч!'|е,ч, u!'rlцz"):

JИя определенш ц ll,
к подваDтся задачl

l2lu

залачп ошозЕаlпо

t0l-
\dc.

,с

) V?ъ(с.) 
_ u"rtl,о,'Yt r-0

ta'0
_

IIз



Пря соблчпепии атц услшпfi решецпя залдч (2) удовJlоlворяDт оцвво,

VK,_0 JC* lr? tE,cr)|-. С^€€,

а ряд йiцпrй tt"'(€, I2,o) стаповптся раэЕоrtlерЕо acltJпToтtтBcml. за-
[lетпм, что услоЕlя согласФаппя рекутреЕтво разЁшаэтса, шrшая боrIое

IФостуD фор!rу

]Я 
( *)' \*Г'' "?-,(€,*,l;;;

Чс,о \fu)' rr;;(сl) - ui, tъ,,а,ll 
;rо.

ч"' (€, сr,о) = u" (€, сr,L) +

tl,'ty,bl ц" у,-!Е, lr= !'
{r"Ot', 0, !.ti
tf' |q,сr,оl rrро аr, о''О, t *l , l,

Тогда лля бу{щци

,J" (€ ,х.,r) = 
л} ,Ц u'^' G, с,)

пOгучаелl залаý, (2) с вшпо;tпенвш,l условдом (3), решепчэ вамп вшпе.

В otсPecTHocтlt IранлIЕ {={(c,,crll c,c(z.Zr),\=0l постролм Еог-

раltшчнчй слоfi-qцrшцш

u"'\n,,#, r) = .I, o'u'![c,,y,,o),|2: +

(3)

0свободдlrлся от условпя (З). В окрвстностп точпп f,lq=Z5,с2=0)решепде ос-
HoBHofi эsдачп (I) будем lскать в впде супп,в

ч" (а,ф * u' (!!3 ,*, ,) ,

в оlФестностп Г2 ее решевпе будем пскать Е Епде:

(4)

l-tля ф}rвкrдil 
',:" 

поrýrчаем зад8чд

\{r, t,),' = - {": 
u'!!,lu'!,'= фо),сr(,,,d,!,,0,

uf'B,,d =ц'!'rc,l - u!lc,,01, utll=g ptt,1 npn {r+ -0.

}lMeeM
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tz
0

е - / rФп {<|z,

u'|' @, у,) = е" |Ф|' w,) - u: t",, ol -|ф 0'

явIяется равномерно по ,/

1tr\

аслмптотшqес_

'l'У-е-t)тфп 
Nr!z.

По ш.ryкциш легко показнвается убьвшtие u:" Фп /z+-oo поряд(а

оrrlэlz ) . р"д, представлл]шщлft ц"' , вспдr равноrrерно аспilптот],пес-

кий, в частностп, он остается TaKш}t и после Еереразло;енпft в переlJенншх

c.-z-

'=# 
, у, Bn областп 0"ЦrЕt-' и в пере',еЕнп {,-Те'r!,

" оОлаБr" 0 * !, * Ed'-' ,

Сле.ryет отметить, что фуIfiщl,lя U"' наруmет внпоJrненпе Iраншчного

условш на Ц в oкpecтHocт]t точкд 01о,=Nr,сr=€) . А mteHHo вознш-

кает невязка

" u|'Q,y.)=0let'/') тФп {l*-* . JИя погадения этой невязкп в ок-

рестности точкд J пост?овItt алллптпtIескпй поrранлчнЕf, сJtой41пrкrиD

" 
\Т, Ч,,) - а е-чХ (у,,у,),у,=Т, У,=Т .

.Тпкции uf являDтся репенлямл задач

Лu!=О, N,,0 , lr.0, ч!tо,,д)=О (r""),{з--ф,, u!q,,ol= о.

Летто показЕвается однозначная рц]решпмость атЕх задач в массе уOъващlп
на бесконеЧности ф}4шtлfi, rФпчем оклlъвается . что uf,tyl= 0 Gа!,+У,) )

-оо 0r:

В часпlости, ряд фпfiIrлш

кпм.

Jhя построеЕдя поляого аспмптотпtlескопо рещенш основноfi задачl Haiil

остается удоЕлеDорпть Iрлrшноilrу условшп на

Г, : |(c,,c)f о; 12 , c|€(!r-r.o)u(o.!r,)|
п согласовать разлоIенпя в окрестностп лlнлп

Го =|lл,,rr)f o,-t, , ore|o,lJl,
В окрестпо-стп лднпп Гоч Г, переfiдем к коорлшатаr ý-

,,l"' tNr, Iz,il < 2о r' u|) tzr, у, )

ац

4'tэ
,Е n-l, *2'ч |

II5



п дlrl Ф}4lщдя V((rt,e) - ц(zr+|Е;t,е) в обrастtr

Д = Р'- [1 r, l )f l >. o,t - z п е е |0, z qtJ, о. 0,t !,t 2, . . .| ЕоJцппм следrшýrD sалат}

t

е^

* э!+g!

Рпс. 2

1-r Pi

ai

0

е|' Q, {€), 0, G ) =Я (ffГ " rrr,) |* 
Ц 
/ tK - zt l ! ;

r
рв

(, #,r #, #)r/ 
((,f, е) =.Х,, r{4 B,tl -Z с+ J,Ифl,n ,',i:i),,'

V ({,l + 2п,е): V(f,f, е) ;

при J е (0,2EJ

rrр"ýr d

V({,0,0) =

гrрп [ +*оo
.r0

Y Bt,o) =ле о'р?ф; (6,з)

v ((. 4 r) - д е4, р* t!,1, prKl =З lЁГi: o.,c*7,--!3j|'

(6.2)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

ЕUпопяяется

где

rrрпl--"о Еrеет шесто

V((,l.e) - ) e',V!c,tr+ 4]{r, +l= о p'rc ),

ri к ,t, = ,9, l#,)''" u; 1z,,t) €*" f lK-2 €) ! i

0i tч, у,\,Я|hr'" u?п,,у,){*'С fв-эеl! ;

где

Vt(,d ф - ?_с|'Р, tl.,h*l (r)+c._,( + c,(l1z,1-o [et|),

а

0t,

PJ

ё0

к-ч

Iiб

р; E,il - uivr.l)l"e f k-z,l)! ;



(zr'l€'-'ef в-zеl! ,

с_,= 0, 
Эоr*"r* = сrc),

Задачу (6.I)-(6.7) сЕедем к бqrlео Еростопrу ЕарЕаяtт введеяпем новоfi

вOlэвествоfi iМolm

v' ( {, t, е) =V ({, l, о) - r 0 7юоП, Р! t с, l l * 0: (€,'# )1 -

- t/ -r({Л Zr* |P_te,tl r 4'к )+ c*_,q) ,к>-0

чп: )

Llaz
Enl

0 l^-a

й) t;

где

Приý*-"а

feC*(R),{(€)=0 пр"{</ l {({1=l tФп€>2. (7)

Мш по;учаем

0'о'а
-+---0l2 0l' 0t

3десь ?* фпtлтнв по {, +!рр?rс U.a-J;

(,
) 
u',*, t,e) = 2ое'"r. ((, l ).

?rе L' ,

V'((,l i еп,е) = V'(f,l;e);

up" t с (о, ев) У' (o,t,e) =Zоr* 9's1,1;

p_ttl = у|' dl - P]lo,h, 9rлr,(l) - 0;

прп Еr 0

ор" { + *о,о

V'( g, 4 е) =Zoro' ф' ( () = 

"2 
е4' ! - r 61у 0- Pic,a- F!til{._; ý], t в. а l

V ir, о, е) =Zoru, ф:,€) . а {' l - r вllО,l€ г|,' (€,0-i:K)-4",, d ;

(8.I)

(в.2)

(8.3)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

v'(ý,l, е)- ovt|)i

V'(E,t,e)-| Е*/"сr7r.- ?,) = о (е - аз).
к>о

Фвпцпо. удоЕлеЕорfl!ýrD условlЕ, (8. I ) -( 8. 4 ) . ( 8. 6), ( 8. ?), щен от-
II7



д,ельн0 в виде ряда

:,де ii,нкцхl{ l'r((,t) долЕlн бнть решения.лд тлих залач

l,
!t^ = # n__r- ?_ \цr= Ц, = 0), t(,ile i ;

[*l(,t + zо)=ll*К,il, tI,({,0)=,/:Юl(r0), t*tцtl =r'-d);

d< @, zaJ) i

o;t{,lr= 0р-tlУ rри { +Ioo , цК,t)-скQ2-z,)=0tеЦlrтри {*-оо.

.iапее буде;,l считать все gid) = 0 . Это не olpлl,ftlmвaeт общности

pacci.loтpeниrl: нену,,:евое Р: пrовно бtцо бu снять, решпв цре,щарптель-

Iryю периодическую зада,w дtя Jrрлнения (9) прл { < 0 с экспоненцrа;rьно

убьвашlm,lи гри { +-ео решенпяIи, а затеl.,l, глашо rФодолrлЕ атп реше-

ния на значения (>0 , срезать п до}.поiенлеl'l на dlуlшцяп [t-rrcD
i.,ы по.lгучшtп пер}!оJIIлIескпе парабоrlrrческие задачи (9) для въFIисленшя

хоI_'oаничного слоя в окрестности Го , Гl . Решенпя вшпясанноfi рецгр-

ре}.:::,:,:_'цепочки необходl,t^.!о бу.ryт ш,lеть особенности в Torкax t (о, 0) ,

В(о,О , таN как r.lн не заботимся о пещ)ернвности rФошэво$ от реше-

ниjl в этих точках, я Bxo.llяtlпe в rФаэне части JDлненлй чденн 
fu 

nr_,

бу.ryт rФиобретать особеюlостл нарастаlOщпх по к поряд(ов. }Iеедднсmен-

пость решения этп( задач приводит нас к пеобходимости подlобнее рассмот-

реть свойства lrуiнцх ныt, [^ в окрестностях точек .У , i_. Fудел,л

l:cкaтb [х в классе Ёункццr{ бесковечно диййереЕIrруемых в P-(d u.il ,

иltекщ}тх в окрестности точек 9/ п l асимптотtrтескпе разлоf,енпя в!lцд:

r*?ro[**o{ Т F
(I0\

(9)

lt
l-

\яо"'Аr!r^i

Здесь начало коордлнат помещено в соответствуlопую точlry l wм ,3 ,

Т равно лиОо 1-8 , лпбо t , [**о - некоторне постояннне,

ф*iВ):O(еlu) при б*-е . .Itля точки d п""ем Ф.,еС-
1

1о<0) . лм точкп l пмеем Фп:!-(R),Фоtо)=(!tе-ОО)

(i- zYfu).d црл о+ t-, obKid)= 01чi:zf/Эl ) ,rр" 6++ф l

i-е(iil"о,
)tя внполвенЕя всех условиil (8.I)-(B.7) надо удоЕлетворить п Iран!п-

_;а



нфrу уq,tоЕшD (8.5). Поатоtry поJIное решенпе lщell в вt{де

V'(g, /, е) = t(€,l,с,l*чл (Е,Т, r) rr^ (ъ,f,r) -r' 
Ё,1,.,), 

] 

"

счцтая f "rп."rщr,'", 
ва олшом пер!оде, tr(!-",|') , Здесь чГ

ОудетпоIрапЕчЕпrслоемвблдзвIраЕпIш ЦпF , Zд, zЭ -эллип-

тtrtескле поIрsнrtlЕве сJIоп в окрестпостях точек Д п J . В йорrуле

(I0) раэвсе слаtаемне пMeDT рлrЕше областп оЕределения. Это бу.ryт

fuz^ : d'(Y., V.)= [((.1,o)l rrt.04, l 1,0l. ео'll,

дz, : c.)'(V,. Vз) = [i{,l,a)l rct. е1 l/l < 0"},

о, -[tr,1,o)|a". ý, 0< g-t. po,J ,

0 t - перподдческп повтореЕпо" оо l rttнoreclвo

1 F п [t g.f, u е, -,l; < t < !r- 
"!,\- [а' 1 9., 9, ) ч r2Д 1 J, Ja i,

ГДе 0<Ч<Vr. l, 0<Vr.Vr. /,

В обцеfi части областеfi 0"^ п О,, 0пм 0"ъ п On )

доJIrнч буryт совпадатъ асилJптотFlескяе разлоЕенлш ZП п lГ + tlГ (wtп

gt g [ ), пв йорLrуле (IO) следlет остаЕить тo.пько одно пз ЕЕх.

.{rнкцrtя цJ доJIrпа снп[rеть гранЕtIнше условпя с { opr 4reu'
Мч пцем ее Е в![де

, (, , +, ,) = 
*2,orr ч (€, у.), у;Т .

Тогла Щ до,IЕч удовлеворять условпям:

la' а\ а2 l _

\Ф q)* : - fr. ,[,,r(цr-ц,=0), € >0, у.<0,

,г*е С- l|t:, y.ll уr<0, ýr0}), tr^(€,o)-- ф! Ю-,r_({, il, iI

llI"(€,lr) = 0@l|,)

Таqrп задвw мн решалrr шя *ушtчлп Zf)
(5) лдет п (уlвцш лL

В опDесшост" то.вд l Еведем поремеmпе И=
ilш Ерцолд, п сле.ryшеf, эадачо ум Z ^ ,

,

при |r*- * ,

, так что ёорt ула ее реЕеншя

{.
t-0-_о'

€:
',le

.;,!]"tlz^ ly,b'l -Дr|'' g^(Бу, ,0+еу,)" ,{'. [9 (!,r0, Urrl} ,



zA ll,уr,il = Zе: 9' (0 royrl, rn (и,O, r) =Ze1 !" (Б у,),

zn (у, il - V l,lE У,,' * 0 Nr, о) + а (Б у,, %, rl= о р- 
tЧt 

1 в Ql u an .

( Iз)

Лz!ql =*r}л-, # |*-n-,p-,(O'0)y* Ё/пЦr!=0

* R'tLчlу,rO,уr,Оl, (I4)

z ! t о, y,l = 0, r:, и,, ) =,Эч 

" {* о 
-_ _ И,О - о) yi k l -А 

_ #** 1ц о ryi k !

Из переразлоЕепля (IЗ) по степеIям 0 поJryчим по""л""". z/ на

бесконечностп:

z! ty,-Vi,r,+0!tyl+ Kityl+ ji(y,): 0 (e-lt!t) *" l9ll* oo,(I5)

тогде

где

Естесmепно поJIоIпть

с.+ ?Р _< 
(

дм к>|

R! ql* sj t у) =Ау:. ф;,,Q,l,tу,),

zA ry,е) =Zort ,! ,yl.

р! чl = а n|__uoo,ryi v!, Q!ty; =о!!__ {*a--(o,y)yi /n! ,

пityl+s! tyl=}oЧ
ц

2 ф.
l,2+ *i'rL[J

z
о-.7t< i>K+l

oтллетшlt, что неубrващпе членш асдмптотдкп 4+q!+ П! поJIностьD опре-

делrIDтся значевпямя [, , te " t< К , црпIем реtтля;)внмЕ - оIтанп.Iен-

вцr! црп ({,/)*l - члеваr,,,п аспмптотЕк этtп с,ункцдй.

Iac

ty,l{y,) ,

л

кR sj =
,(



Л е м м а I. Заддча (I4) с допоlпительrпп,l чшвпем

z! tyl lp: (р + 0: (р + R: tyil- о

щ l/l+e О.ЕВОЗНаЧНО DаЗDеШДrа.

Подоdшм re образоr.l став!tтся заддча в оц)ествостп Totlxl .а
€t_

ремеЕшп {, = G, {f т д[я Фmпцдr

в"
z- (у,ы : 

eg,- z! q).
А имеmо полапаел,|

ЛzЕ, = 0 э R'- Lyly,>o, уз< 0l,

( 16)

э пе-

( I7)

(I8)

za*to,yr)- 0, z! q,,О) - Z._
z! tр-|п!tупк'цу)*did =0р-l|!| ) ОР"

f*!i-.to,ri/*l ,

lYl.- оо ,

" 
.ооо.r"ош,пuп QD , R:

"** r!,о,р= ф;::, - фi, - О

п обрадаптся в ryль в точве /

, ý.' (отметп,l, что в ЕI разлоIе-

кr-за топо, что tlo,[, вепрершЕч

). tlлевч 1' 
' 
, R: оцредапJDт-

ся звачевпвлп Л, с 0<к п счпт.аDтся заданпшrп ц)п постанФпе зqдд-

чл лля z'.
Л е м м а 2. Заласа (I?) с допо,lЕштельЕш уа[овдем

z! tyl - Р_О,у, + К! у| * о (I9)

при lUl + оФ оJIнозвачно DазDешяма.

Л е м м а 3. }Iайдешtве 
'! , '|, 

д,iеDт ва бесповечностr аспlrп-

тотЕкд впда (I5). (I8) соответспеIпо.

Вшполвепле аспмптотЕчеспхх равеЕсв (I5),(I8) овпачает !вперь доЕоr-

нптельнЕе условпя на поведенЕе {lГrJ в OnO Д1 а Onrl Op
,'IJй отдельного lJK это заддет сшIуJIярпше tшеЕш I}аttлоIевпfi (I0) в оп-

рестностяхrо".t / п l :

{:
vz

t-0, T'-lт (ю)

Л е м м g 4. Зацвча (9),(20) дя непзвестIЕп фппqдfi [ц д_д9,-
тояшьт с_ одцозначво DаsDещяма в кlrассе dmпщпil. пмешЕI в товаr ,4

а В сs90qщ9сзц ццдв G9).

-ifJ z
oqce[fJ

д
Gtф,

х
L

-, r:

I2I



ý Z. Постоевrc поц)апп'rщ сrо€в

Удшшпttl цопФrпу соотпшеЕd (9), (20), (I2), (I4), (16), (I7), (I9)

Еа значбвпя lпдевсе К =- |l - 2 , ус!оэво добявЕ Щ, , tлг. , z! ,

Z! lK=-tr-e) , Есе раlвцо ry.ш. Доdшлешве авачеяЕя моrо ЕзяIъ аа ба-

зу пryщш. !|пryrпвшчil.Еорохоj( от tГ2 , а, , "! , z! с Едэпсшп

е <К К Гrr,rUrr,rZlr,, Z!r,, Гrtr, [.rr, Z!*, 
'Orr" 

ПОry-

trаотся последOватвJIьпш Ерlмбвевlем лбiш 4,I.2.
OcBoEBol ре9улDтат шапоl раdотв - аслDIIIтотЕеспое разлоIеЕпо решовпя

сшtтJlярЕо возlqцеlпоil адлlптПtlесвоП задачп (I) - лsет спед7пlая

Теорема.3алаче (8.I)-(8.7) rмоот асп{llтотIпIеспое

Dеш€нf,е. оппсЕsIцеося фрiцrламЕ (II),(9), (20), (I2), (I4), (16), (I7),
( 19).

JLlrя допазательсtэа теФоrш дос!еп)tпо lтровершь clTpшeдlrвocтb всех

леrоr.

ДоказателъстЕ о леммч I. Взалачедля z!
Очmчлп Р/ , 0: по отдельностп удовлеrвqряDт олпоролоirу утавневп)

Л zr= 0 . СУiirа ДJ : S/ TaKIe удовлеtэоряJtа бш атоцr ypaDHeHED,

лд хt
во tц€lц Ds,еIf,евпя { ваш вешвеспш. Посrроm,l ilryтпtm Ji TaKr

чtвч P.'(yl+ Lrlyrf |y,*Rlql(ty}*ý! Р бшо решевпом зацвчЕ дLI

z: . Неtршо шшорlть, что это ш)Еолlт к следrщrпl условпrlм ulя

Ф}rrmшп ý.^ :'"iф-,р-!оi;у),?.чl+#,\Ь,rr\Lrп)-,:*!л*уst-.дr\r(,/,r,

grtyl -o1e-l'!'1,- 
ýj tay.) l ý!q,,оl _ Фппrпче (ýrЕцЕя. сделаем еце одrу за_

шоry а(r) -ý!чlg-t,+Pt' . Ураэвевле лм а l'ee' вlд:

l# 
- 
#)"-r"uч;,-U-Пh. ry"- 1,,Ч,+F!,.

Еспr вчбрать р( 0, lcl} lpl< !,, tpt.*'./, то коrй,спцпонт прп а
буJвт оrрпlатеJIьнш, а lтравая ч8сть плЕевЕЕ всо еце Оудот убЕать яа

бесIоЕоЕостп. Поэтоlry к заIаче лдя фпщIп а моЕо Ерrпiевпть IФпl-

цlЕ шапсшryraа t с ою поlоЕD устаllФlть одоsващ7D рзрешшость aтofi

8адвч! Е влаосо ifrrщd, убЕащI ва боспопgчвостл. }lз фор{уш 9аilеш

I22
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z! tyl = П! tyl + Rltyl.x (tуп + ý! tp , зате[,t

lty)=ý! tylr<{'+P!z . подобЕо доказательсву леммЕ I поlтлm,r сJrцест-

воэанпе бiyl как решендя сооветсЕу,Iцеt залачд в кJIассе (ryвцй, стре-

!,ищлхся к щrлп на бесвонечностп. В резуштате ямеом

ý!tyl = о l,g-^l'|*Ч') *u Il,|,- !r-|*

л ок а з а т ел ь с т в о л е м мн 2. cltaчa,lta попоrдм

л

h7yl = к2.|,

п

xiJ*(y)-0 trрд ly\_o.,
Доказ а тельс тв о леммн 3 . }Iамtуподатьаспмп-

тоти{Iескlrе разлоrенпя Фпrнкцлfi ýj tgl , ý! rу) Еа бесконечностд.

В постановках задач дн атlх (уIffцпй пзменпм данвше ва велrllшнн

0(g-eЦt ) прп lJ/l*oo , упростЕв Ех вшраЕеЕlя:

= h*,sк

#,ГЧ,,"(h) 
r !! *,'ysft,l, если

h
''о

s'к
(t/)= 0,

лд(tд,0) - J; ( 0, tr)

S,= iA,Zj , Zity)

Ф,е t*, \(а) = 0 (е

що {,.0, fr>o,

нечётвоf, dуlццш_

, 1)Iя "ý: пме_

(2I)

Slty,ol - О wч у,{0
3емечая, 

"rо 
ф!,,"z(ч@) : 0 , цродо,плr, h:

еfi ва значенuя t/, > 0 Клс д в сJryчае точпп J
ем теперь задачr в поrýrlФострапстве.

решепде будем шскать в вдде

ц-l" l,:
VY,Фi

-tlat
прп |о[* 1оо

мв доJЕЕш решпть peкJrppeнTryD сдстему Jrраэпе_

)

Тогда для ва(оцценш Zi

виfi

I23



0'
ау!

Zb, ,

Мч ве MoreШ ЕряIt{о зшЕсатъ Z1 D впде cBeptTE пршой частЕ утш-
вевIя с (Шцtаriовталъвш{ решевlвш утавЕеЕlя тепдоЕрово,щостЕ кr-за того,

а,-
"rо ц 

il 1_, llrеет спнпrлярпостп в вачше воорддЕт. Но, заметлв,

что

гч,1 [*.]0

т Zi-,L+]

t (22')

д.l
a'd, i

ну! фл-,,,,,
t,
q. цо i-K вечетвом,

Zi"l#JЧ) -
ч,,rrtft) гrр, l- к четвом,

мЕ щ)едвгаем дш Zi фор,,члу

Zityl =

m-
2+

t _п
+!llal-

\ау, tп-tl! 2Гг
е *f,.

l

2m

,"]
у

Г i, -"1п=|jj, # -озвачаетсЕерпry,

Неtцlлtо провершть, что Jравневие удовлеIворяется. ВЕпоrIЕенпе ryлевж на-

чаJIьЕъй условиf, следrет пз залацвоfi аспмптотЕпп ф|IfiцЕП фi . 0сте-

ется обосвоЕать ату асllrптотщr. Dслл в свертке в пнтеIтаJIе по 

'/, 
пе_

роiтш к перемеt{воfi ,:Y'IE , то вцд асялrптотдкп (2I) устававлп-
вается Iз подсчета Еоряддов одlородостеfi по l, tfuпкчлfi, учасЕJФцrr
в iDор{rле

B-ф,|un'"ryr.
l\qГ a-tl!"

{*_r,t2)Z,tyl-Й,r \*\ч;0 ,оо

tч
l,

Прп атом ф,(о): Z, (о, t) . Рецryревтво устапавJlпваетсяr что

Z,(a,tl : О |g-ltlt 
'' 

црп lo l * оо вап реш€вIе вбодороrшою урав-

вевця тедлоtrроDqЕостп (2.D с тятп{ lo Еоводввпвtl црsвц частеf,. Остает-

ся Ероверпть. что h*to,1) = 0p'l'0' ) ,rр" |о| _ оо . Jия задаш в

точке l ато сJIедrет lз тапою цоэедеЕдя l|px б + - оо п печетного

I24
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Еродопевля {ýпщl 2j ва звачепlя 6>' . Jlдя заддчп в тоше J
это Motвo Еtвестд дз довцtетельсtта леlrrн 2. Деf,сtъятепь"о, h!ql -
-tý!ql*0ё|'l\=0рtlУ,l) gрпl!,l*оа д (I5rсц)ФяЕrо, !, . в част-

восll,

hf,to,1) - 0([t'"' ) црI lol+o€.

Теперь trродставпltl ý- в ЕшJIе ý*tyl= Srql.r(tyt)+Ttyl

JIпsя ди Г залвчr

, По-

Лf,tyl = 0(е-d|Уl )

Г* ty,,o) = 0 p-tl|,| )

trрп|tl*оо,/r0,

Ерg lу, |* оо.

Сделав вЕtlдслевrrl. подобmlе ЕродедаввЕм в доказатепьствах легчш I Е

2, во без оIраяЕевдrI ва звап парл,rетра р , црtцем к результету

Гr lуl = 0 Р'tlr ) ,rр" lyl**
Доказ.ательство леммв 4. lчlшсrрош,l 4*t-

=С|*, + U!*, каf, суlоry ее спвIулярвоfi д реrулярпоfi частеfi. ФуrщЕя

[:ч (€,il оIФодепrIется Е$ t-O r- 0 (шrл d>o ) переразлоrеплеш

S. tyl в пормешlп ({,l) пак поэi!фщлеат цп g,*'|" . Резулътат в ок-

рестностl тосоп .r' шп .Е зепlсlвается форrуллlп (20), в которtп

фrj опреледштся аспмптотппоП q,ушчлЛ ý, lyl " l 
" 
к . фезав по-

.ryченвuб ф}4Iщдl фlпlтнш4д в оЕрестЕостп точек ./ п В йувпппtlп п

ЕродоIlЕ результат срезкп перЕодIпескЕ ва все 1 , пощвх'i полцп)

фJrпцrD u!r, G,tl . Iм d, K,l) па,rучаем теперь задаw (9) Е

классе оtтаяIпrеЕюк ФуЕq1Еfi. Докаrем ее разреплмостъ.

Сtsачав Еместо пердодlчеспоfi задачl Еоставпм пеперпод[чесýrD, злiе-
ЕЕ условlе Еердодлпостп решеняя па заданЕе некоторого Еачщьвого усло_

вхя вапrппr {t{,f)le.O,C=0}, r|#o-PI() . Через цl tлч обоз-

пачплп эдесь решбЕЕе поставлешоf, зsдачЕ. 3аддча с начлtьнчм условIом

одlозвачво рщрецпIt|а тра t>o в шассе фylпqlпl, оIранпtlеrпъп по ((, l)
в .лшбоi подосе 0сt<Г . Пок8лем, что Ето решепде раввомерво оцрапп-

чево прд эсах tz|

i25



Фпlqдп чI Motпo оцевшть решенпе[, той пе задачп, но с заlчlевоti

правоfi частп утавненш з па 1?l а р на lpl . Поэтол.лу trрп по-

Jvченш оцеЕкп ди tlГ будеш счлтать

9'-0, t/г>0,

Дя доказательсIва раввомерпоfi оIравпtIеЕвости чr посФопм барьер-

тащrD оIтаrпеrп{rп (lуtццдп, которая оценит zr свер(у. Поtопшчt zzл -
-Ч * az , ГДе Ц - РеШеНttе ОДrОРОДlОГО УРаВНеНШ С НаЧаJtЬНШМ

ддlпъпr, а Ц - рецевле неодпородяого JравненJ{'I с кулевнм начальннм

дапннlr.

Построш.l в F rтри lc |о.zп7 функцrш z (r,t) с такимt{ своfiст-

вамп

3'0,

ф-#),-, "i,
z-d,>-0 rФя (€ R', f=0 и rrрш {=0, le (0,zп),

п(€,О)-z((,Zс)>- t)r((, 2п) шв € <0.

тогда 0<ч r{,d)<,G,t)

",rr(€, 2п) -., (€, еЕ) *ч|, (€, Zqz,\* п (€,о)+ (z (€, еп) - z ({,о) +

+цr(€,2п) < z (€,0) лм €>0

О-8fО€ мя !.0,
За.дадпм z(Ч,О) :

0 лм €r0

с пропtвоJlьньпrл пока по,IоIптельншrп постояннн,\,tп.

Имеем rrрп {<0 :

( 23)

zlЁ,0) - 
Г,l-пв

0

l ф,

t1,0' -tlzlT

%-Bi'l=ff\dr ,Z'

I26
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-а-: и й\ аg;u'-l \ou*L(h р*rл")r(ьrлъ-fl-
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0
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cQ /
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о-
-z

,о-6rо'0е'' * !*i|'/,, -li-r"n*) #\!rdr' .

týсть а, 6, ,l 
" ffi 

Ё|z'lт

Тогдд t ^t€/zl/j +!,/0)' ,

z(tа)-. o-heo|.eo'O (r- +)"
<а- 6(,-#)d" еО€ = а-8,.0u€,

z |\ 2а)< #,\:rР mrh ье; 
- ; 

(€, ,/lt't- 
!а 

- r,i? l -
t Е/эГэ,t-е _\ л Г-ей-u''Fе
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-оо
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[остатотво уметь оценять Ч (€,2с) свер,(г. ifi оцепш,l ого чероэ

р€шеЕпе эадвчл КошД с гтулевн!| Еач&rlьЕЕr.r дапншм л правоfi частьп

,r-lЕt ffi
Прл f<0 mleeM

I

,Пr(€, 2п).
o-dtyt

l,|:-
VrlO-gl

G- Zl2/l tля-о * - t €+ zf/Ч z.. Tl) *

0

l
^ 

(Е-?)'
02-фdr

ZtlпtIO-т|(ес-r)

- leu0.

у : -G-il'fl Qt-t)\z"\dп2
; _L l, 2vп (2Е-т)

,фГid2
2

йi

=cl
0

2G

*, \
0

-#Т

d2 о9

, -€/эlffi rЪ

#L d2 g-?'*rr+l'(zс-t) *

2i

<2с
0

Проверш оцеlпrу (23);

-8е 2яl' I_
tlп

Нало показатьr что

Илп

"l€l1,0 t

l ,,/rw*t ,zrtt'rl{ = С, е
dT

)Р,,
I<a

t(

з/2rtzл-0'

чI2(€,2гL) + z (€,zп\< С, е
lc

+ d
2l

'-а\ 
d2 Z'е

(, |ffi;;Эf,,"Y;;r']
-ф

ф

L.

п Zф|l l \ |ёе \|-al,a

r
zб-0,l

d?

-l,/эм

;С
2-?

е

п]'

tý .-
iЕFа+уч2Е+0

е

дя атою веобходдlrо взять
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'zСlе 
('-#) r' п V</ (мнвозшеr,л J=/

Упрщая, мн rrрпходлм к необходдлостд проверпть rrри {-< О

венство: {,

С, + le'"u' (t-+) rb е'l€N-4ТСа) .il-zlrg.(t+."(ý))t<

9l 

-

. о #''\u'o-irr-" 
* 4!-r (,- Lr)-,)-,.s)]

)

такое Еера-

3начит,

. Из нrх,

вR

. 3вачпт, на вцбрая_

компаптво. JИ-

где"r({) п uЗý)=0(t) грл {+-оо
Ясно, что этоfi оцеюtп моюlо добиться за счет внбора достатоtпо 0ольшпх

а ч 8 i:o на f по.lцчаем .Еусторонпее оI?аншченве

/ n а ,z_ / , rЕ l
аит,-ч 'йИd|>Т.

0цекка свер)ry есть условие ва а , l . 0цеmсу снпзу, оIрубпв, за-
ппшем кл

| ,- 0,5. (24)

в каrцоfi из областей

F, =It€,t l l t - 2г,е е Го, еп)l п i
условия на функциЕ а.Г qериодшIескп повторяDтся. Поэтоl,лу ди парн йуlп(-

uпй a({t + есе) п z((,l) , рассмоrр"о"* , Fо r внпоJIЕяется нера-

венстэо

t[|(, 2Е (l+ l)) < z (€ ,0),

коJIь скоро оно вЕпоJIняется на / +.t шаге а (€, Zпе)< z (( ,0)
по дн.ryкцли, эти неравенства вшпоJlняDтся дlя .шбого 0=Q,1,2,,.

очевддпо, cJ,Ie.ryeт равпомерная оцранlпеЕность фJrЕщлп a\,t)
Тогда на .lшобом ко, пакте из MHoIecTB

t(r.l)ir-.o}, It0, lll t - 2п! = 0,0) Vt =o,t,...

п

{ic,lli с >0,t-2пеrlо,07 }t [1o,1l/f - tЕе-O,g] vt=ql,.

равпоеrерно оц)апшченн и лшбне проЕзволвЕе от чI

вом копiпакте мвоЕество ФЕсшf, |а t€ ,t + eoe)|i_ 
о



сходяпщпЕя вместе со всеми цроязвод{шlttп на Jtюбом компФrге пэ утазаяЕж
l,lнofiecтB. Легко вшдеть, что ,,,lоrпо добпться сходлrости вместе с пеrвшrп

гФоизводнuми п в окрестпости точек Drнопесва LQ,t)/t-2Пee to,/l}
эа исключением точек 4,, В, . Предельная й]rЕIция - пока обозвачшtr ее

тоже через чJ - пмется оIтан'FIеЕпнм решепrем перЕодпчесвоft задачя

(9). 0стается проверить перподпtпость самой d]у]тmпи 4л п ее поведение

гrри {-to" . совокуrшость

[r(с,t*рпе) - tг(€,t)+Zп(l+t)| ,,о - это MEoIec,"o

tункttиl,t, схоJUIцееся (по внделеrпой в}пце подпоследовательвостп) wп /-оо,
а гФи йпксrрованноt'l l камая из этих {,ункций удовлетворяет цrлевъпll

гРа{ИЧНН'.4 УСЛОВ}tЯП4, ОДНОРОДНОlrУ }ФаВНеНШ) И НаЧ8JlЬНОiirУ ДаННОМУ ф(€) ,

УбЪВаJОдеМу rФи (*ioo акспоненцrшьво. тасое решенле маrорЕруется реше_

ниеl,; задачи Коши в полушIоскости, ц из вной Форпtулн

G-P-
ltI

2ЕyЕt

0€'

Lo,n
v'Kll|-, *АОrlф|ll

сле.ryет его ст?еl.,JIение к }vлю iгрп /-оо . Это ддет

,n(€,t + zte)-d((,t* 2пff+1))*0 rrрп !-оо,

что в rФеделе и означает перподпность предельной фуЕкцпл.

Вэяв сре.ше е по t от обешх частей уравнения дJIя tl,Г

ПО;l}Ч6€l!:

2Е

щlп {<О ,

д2
U

\ltr(€,t) - о,
?г

^, *\at"l',,t)=a€+ 8
00

с некоторыпrи постоянныt4п а
Irеобходш,!о влечет о = 0

}:так , 2с

{ Одlако оIра{дченность решеншяц

;\ at ,,r E,l,) = l,
0

с},нкция ttIB,t) - 8 является решениеtl периодJпеской краевой задачи

в по,rупространстве { <0

,;оэтоl,{у lrB,t) - б убъвает экспоненциаIьно rФш {*-оо С]tо-

рость этого уdьванпя 0 et!€ ) , таfi что внпоJIняется условпе (?4), на-
лохенuое на 9 раяее в хо,те лострсенlц барьерной фрltпlип.

_.lC



0тметшr, что прокtэоJIьЕше

lхгся lfiз условшfi Ск lLz- l,) = l
легко сле.ryет лз рассмотрендя

лосе [(Е, tllz < €,, 0<t< 0l

EIt постаЕоaпI задвчl (9) ,шрэлеля-

Эпсповещпавпое убЕ8rc .LIя.ý+ + оа

как репевпя краовой задачя в поrппIо-

LK

tlг
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