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вЕфвшЕ псвдOд!ФФЕрЕlIiимыIнЕ 0IIрАтOры

с llЕРЕilшl}lъ0' сlfilВOлФ,l

А, Д . Баев, В . П . Глушк о (Воропеl)

В пооле.щrе год вЕачЕтольЕо DOзрос хЕтерес к "вемассЕческв,l" з8да,-

чаr. пеrGхатпэспо! iDд9Еt, Е частЕостд, f, I?aE'lIпlr, з8лдqам дrя ЕЕроIдаD-

цlхся ураDвеilfr в iасtЕrЕ Ероr8Ео.щЕI.

Пооцюовпс tlaoplt рsýрG!шостп lа8lх залач по?ребовало Езучевхя

cвoйctB спецпальЕого Едасса ЕесоЕнх ЕсеЕдолфф€решmJьЕЕl операторов

(в.п.д.о.).. С помопьп Е.п.д.о. в рботе [Т] 0шr доаазасв аЕрЕорнше оценп!

l Eoctpoeвa ,оорIя р8.8ропшостп дrlя шrtропого плассе вЕроrдд]цЕхся алдЕп-

lвlесlЕI 5tpaBBeBr! ЕроЕзDольвого воIя.!trа. Прл этош дос?етоtпо бвло lэ5пшть

cDonctDa в.п.д.о. (сш. LZ] ) лш. в с.ryчае Еосlояввого спr8ола.

В ввс?опэ' рабош аЕ?орц ЕЕоляl шдсс в.Е.д.о. с поремевп,

cEqlol t l8учаD, ряд сэоrсlD тадfI опораrороЕ, 8!е!ог!rпЕх раЕоо уста-
воэJтеввцп сDоf,сt:Esх Е с.цrчее посlояцЕого сIOЕола. Укаsаднце сЕоаспа
D.Е.д.о. поgЕоlrDт сtпссlDоЕво I}асЕIрдть класс}l вЕроIлдщrхся паЕЕеппй,

для воlоршх поа€т 0цlь постоеЕа теордя раsроЕlllФстп, аяалогЕrпая теорип,

lвлоIGЕвоi D [I] .

дя сокрlевпя объеша ста!ъп аЕторв Ес эмDчщl в нее допаэательсIэо

.щJт црод[оIепff,. loтopo? в опрGделспЕом ctfEeIe авалогЕlпо допвза?ельсlъу

соотDеrclDlrщЕI уtъryцеЕдr, Iоршо пЕtDостЕцI Е обцеfr теорш псовдолдфе-

рgЕlll8лъшI оЕсраrороЕ.

I.. 0свовше оцредеIспlя l уtвсFлсrп

Рассюtршl сщш c(/.l , teR+, , Iдя потоIюпе(+g)-а'lрl=g,

с tl1>9 цs tr|, в,(t)=опst лм t>d прп вепоторr /24
Сцоýя [3_) , рассrотш ЕтсIтальвое црсобраsоваяпе

(I.I)г*|u dilrч, :-f u t l, еOр (i li *'
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определенвое первоначаJIьно, наIрrлер, на фУнкцпях u(d)е of rpil .

3 [3lt показано, что IФеоОразованпе (I.I) связвяо с rФеобразоваяпем

Фурье разенство:,l

F*luttilt1l = Ft_Z|u"ol =_\о*t l плр (iг/dг, 2, R,, (I.2)

"ОС 
Це(С)=УЦtаl uф|t=р_|G), 1=9-|{с) - фуЕкцшя, обратная к ф5гнкцпи

d
7=qttl=\

t
ц_
*{Р)'

:ipoMe того, шя цреобразовшrия f сЕраведtив авsлог раэенства Пар-

севепrI

ПF* U)t1>ll, (R,)=Б|uфlrr,rr, (ue f,r(,f ))
(т.3)

Раэенсtво (I.3), кл пзвестно, дает возмош{остъ расщЕрпть Ереобразо-

вшяе Fо до нещ)ерЕвпого преобразовапдя, осуществляrцето пзомофизм

простралсlв L2(R,) п L, (Ri) . Дтя расшrренного такпм образом rтреоdразо-

ъылм Fn соцаядм старое обозпаченпе. Будем обозвачать через Д../ об-

р"r"о. " 
F* rгреобразоваяпе, отобраr"м"е/r(R,) 

"^ 
Lr(R) . В [а] по-

казано, что rФеобрезов"вr. Fjl MoreT бчтъ заппсапо в вЕде

--l- < , IF*'l,лtglth:rмri-чlаt2\|"=р*,, t r0, (I,4)

лм tJг(?)сL,(R,),

иэ (I.I) очевядtъпr образом вЕтепает, что па футкцпях uфеС;(R:)
внполн,яDтся соотношепЕя

г*Lо!rчdilч): |j F*LuТ tgl , i=|,2,.. ., (I,5)

"х" 
9.7=ffiOt@l, 0r:#,
Зведем футщЕовальпне Еросттаg 

"о^' 
Н!,о , Н::; , в которuх

бу.ryт рассматрЕвsтъся в.п.д.о.

. týсть -ttlrCh'tR|l (l,/r-l) Сле.ryя [4] , обозначЕп чероз

SrtRo) грострчсЕ9 осноЕЕЕх фlпкцln фtцсl , (цфеRо, ГеR| , пll€-

-nх *o"."o-u9!Or ,rро {<NrZ д дfrош lll>0 . црп,lем црп ль
dж К хоЕеtпн EoptlrE

Ц ф Ш n,* - Жoo('*tэl)^ 
(l+lгl )"' ,l,,*,arr;ю!ol"{ Btl .
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! Brl = F*(цu) : rБ ф r eh|r =r,,r,

прпнад,Iеlат SiltK") нор,rо " S!tKil оrределяDтся форrJлоi,: лiili",*-
. Ir'lHo;ecTBo всех лЕ}:еj'{ннх непрерьънж .|.уfiкцЕоналэв над

*ооо.""** 

""о.. ý'/(,to) . действие Функцпона.ltа У' S''{Rо)

F*Fn-'= r, Fn'i Fu ,= .f * (/*- ,оrл..твенннil оператор

на функцпп фrsп будем обозначать (!ф) и говорить, что йункцпонал

{ **Ь.rr, ýi rrj) , если,суцествует ,i,ункцsона,' LrS'' {ро)

Taдott, что дц любой фуЕкцl4и ieS! tП}l сIФаведIшо представление

этого функционша в виде (f,Ф)- = (f*,F*) Сrгределиrtл преобразо-

вавпя F4 "" ý/ (Р;) n Е'' "^ 
S'Н(Rо) по бормула,r:

(а t/]. F)=(f,F*-'lyJf , ( F;'ф,?)' = (f ,F*l"pJ).

0бозвачим через

торнх фунlщии

-- lllfr*ll/,

ý/t4l

0чевпдtо, чтс

{ (R:) rФостраясЕо функцшr! l t С, l l , дш ко-

в

sj tr; ll.
0пределение Т Функцшя u(с,t) е S! t K}l пршнадJIеlпт

, 9r/ ; постоянная Сr,t>O не заэясlт оt t,{,2
оцределев8 внше.

rгростраsств, H*|rtK) (ЬСR, lДl< /,/) , 
""n" 

коЕечна норма

I л Ц,* Р: \ F;'* 
" 

F,' |l+pttt t ( t+ i g |/r r | 

2 
|)Р |;_ 

€ Е L"J)|| rr, 
";,,где g>l - действительное число, а буншпя /(l) такова, что

р(+0)=0, рtil>О ,rрпt>О,qзttl=Фпst Ерп

t>d, о

Определенле 2 IIростршсm"Н*|!tК}l В>О состо-

Ет пэ всех функцпй tI(crD, Н*|о ( R: ) , дIlt которж конеtпа норма

0/9]

| о |' r,", r,9 
: 

Яl F;' F€:"[ l+,э t ;'ll g 
1 + t € ||9r l 2 t)'' " Е-€ a l0 ; "1|l, t к; l 

.

ОпределенЕе 3. 06означltм 
""о"" 

S|,'$ масс(унщпf,
i, (l, g, ф е Cn (F:_, ) , оцределенннх на fl,+.,o)x Rп_,* R, , t6-

кtrх, что справедддвш црп всех ý.&_, п эсе, K,t оцевкш

l0;0;fuG€,а)l4с*,е(л+,в(t l€l+illh*,2,f-'*'*, (i,6)

це 0,. t .9'l
{Еrвщяя pttl

?
[ScTb энполtоЕо след/щее



Условпе I. Сlпкппя<til пршадпеrдТ СПГ0,*),! су-
щесвует такое чпсло 9с(оrД ' 'r.o.ff". W.'d)itd)|.*,

Условпе 2. оункuмрG) ЕрryалJ[еIлт Г|о,-1 |пуп
некоторого leLo,t] сtrрsведlдвн оценкп 0/nё1-0cri't1-1+1) про l*+0
uп j=|,2,,,,rNr, тде Nр - напменыItее целое чЕсло, дIrI Еоторого lp>
>:fr

Летко показать,, что Фупкцшя Nбё,€, 
!) = (t + p'ttl | € l"* l € lE\r t 2t )ф wп-

п69
налJ!еlпт массч ýii r еслп Вttъмпя ptb удовлетЕоряет ушовrD 2 в члс-

ла |.,/l " d связлlЕ соотношен[ямg (9-1)(l-P<d.?-| . В частвостп,

?'urS",;9n , еслп функцдя pdle С-|О,-1 цредставпма в вдле

LrРttl=1td(ф, "д" ld)eC- [О,".) п ре|Ql) удовлепоряет услов}fD

Lg-|)U-1l)< d,9-'.
На фувщlях tI@,t)€Si C"J) опр"лео- в.п.д.о. форrулоfi

p'u'lt,or,9",*)Lo] : F€:.F;' 7z'{t,€,DF<F.*€ LоJ), (I,?)

где }, ft,€,D , S:i , lol. /.

фведем впачаJtе Еа уверlдеяпя, довазатшъстэа которнх мu здесь не

прлводим.

П р е л л о l е в п е I . пчстъ P(0,0,0*.t)

".о.о.о. " ""*-*". -**rr*-о "оо-"r.оa"rо 
j1 ц0

,9
(t,or,oфL
n Si;"

( пlt,п2 _ дейсtъптелыrше числаl. Тогла оператор РЁ,ОrrО*t)"0ё,ОI,q)

есть в.п.д.о. с сп}8олом пз шасса S:i"'' (0<а.Ёl),
Преллоrен пе 2. ЦусrъРft,О",O*,t ) -".о.д.о.. 

"плr-

д9д9д!-J!9_щдщ S|: ; беR, ,0<d<9'' , rж.9r/ Тогда л.llя

лшоfi (мЕпп [Вt)rф tKit сЕDаведIпЕа оцецпа

|Рd,оr,Ю*,r)LчJ llr,"д < сltгlsй,l,р (I.8)

с пост(яЕпоп с>о ; н€ 38ЕЕсяцеt от Г

Фед.поrевве I оппсшаетi в частностЕ, .взалмодейсrпе оо"р"rоро" 2")
с .lшбшl дфФорещп&пъпчм оператором OiO!.t UСl>-|, iro) . В прrведев-

ввI ElBe теор€мах I п 2 мн пссJIе.ryем Еэалtiодейсlвra 
".о.д.о. 

Р6) с лдф-

ферещtалъЕцм опgра"ор " (*)"
Т е о р е ш а I . w"r" Р@ tdОt,Q,t)- r.о.д.о. . .r,r*о"
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л,(l,ý, rlrsif , беR, l лt,ЬеН.|)"rК}l,

Oic,H]o (R:), 1-I2,,,.', Ьеr?, IIусtъ вшполченв чсловпя I я 2. Тог-

IIд .пJIя опеDатоDа

спDавелrIffва оценка

Постояпая С>0
Теорема

е

lNr,rlt7lr,*,r*. tлЧ l0!cl ,r"п,п,офХ alj О il orrli,*, rJ

Иr,ч - 0! Ptr'tt,or,4i) - PP'lt,o",o*,t)4' (I.9)

(I.I0)

2 . IfucTb P"'(t,a",4,t) - Lъд.о..-.9_.щ9д9щ

ъtt,g, 21 е g|;!. 0 19, / ; u,r S1, фО9RР, s+gl+o > /, Ь4 2,., .,
IIусть вшолвевш условдя I.2. Тогдв прп l=g- / пм олеэатора |fg1 6 ,

irпределеяпого в (I.9). справеддша оцевка

|ilr,ч[лts,*,дg < сlС|rrц+а-t,в.р,? (I,II)

с постопноfi С >0 , д.9_эдддgдцgЩд, Л
Спедlщпе .ше теоремЕ oIIEcEaDT свойства в.п.д.о. лрп t *+Р а

t-+-
т е о р е ч,9 ,9 . пусть fu(l, €,2).Si'$ , беR, ;

r(цilен9ПОСLОs1,9 (R+) . Тогда пDД вцпопвевпЛ чсловпя I
сIIраЕелIЕо DаDевсIво

!Зо 
Р'"' tt, О 

", 
g",d 

) ГuJ - ру о 
P'u' (, о,'",0 ) Qr р, t ,f =

= Fi'_n[a,t+o. (,Ф Fr* P.lc,+oDJ.

т е о р е м а 4 . lцщ Ъlt,€,,Z)еS;f, веR, ; вЕпоJIнепо

условпе I д фrппцдя r@,t)"спR) (r,/rrъш(6+l,/)) тшова. что

9!,r utc,tl е LrtR) дрдJщ:lЕд_щ tе R*, дццщщ_д9щ,

h Оlrr(цl1-0, j=0,1,,..,il-l . тогда rрп почтп всех сеRо_,
f,*+oo ''e
сIIDаDедIдЕо D8BeBcTBo

li,* р("' (t, о",4,t) |сtц,lil- о.
t*+o 
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0тметпм, что приведеннше вЕпе теоремч очевЕдЕн в сл5вае, когда сЕмвол
fut{,{,g1 в.п.д.о. Рр'd,о",ап,ё) есть мЕогочлея по ((,2) степевя
6

З а м е ч а н и е I Условия теорем I-4 моrно ослаОшть, зашевив

в условии I требованп" <d)еС*ГO,оо) на аthеС'ГО,о-) при Еекото_
г.qM rп >0

3амечанпе 2

ведIl{Ен п дш в.п.д.о. с с]

l.P.9-'

. Ушерrлендя, atla.,IoгпtlнHe теоремам I-4. спра_

ил/волаrrл дз lсIsссв 8;'j , trc 0<d.lЭ</ ,

2. Вспомогательнве результатн

hlн 0улем использовать утверIдепие, цредст€ЕляЕцее частнЕfi сJrучай со-

оlветствлщего утверlдепш раоотш E5J .

ле мма 2. I гrустьq,ч)еS(&), /t2l(l*t2t)'"elr(R,) щ
некотоDом действитешном s . Тогда сrrDаведtrпн равенства:

f,r= Fi'-tlFr-"tf1* Fr-" г?11, (2,I)

Frn lf.g) = 
'r-"Lfl 

* Fr-"ly1 . Q.2)

0перацпи в (2.I) п (2.2) понималтся в сiвсле теории обобценнчх функ-

ций из ý'(R, )

В дальвеrtшем через Hs (R,) обозЕачается пзвестное пространсmо

С.Л. Соdолева с норт,лой [.l,
Л е м м а 2 .2 IfucTb функцlля у(Г) дрдцgg!евшт С*(&),

/(r)=апst щ. т<о цю!tр)сНп_чtR,) IIDшнекото-

щNr,6, о€R, . пусть р(е,€,с)еС* (4*r)щ
l0'еG,{,л)l< c(t+p,tot(|+l{l/'+ t"l)o-j , l =0,|,2.., , (2,3)

щ i,F) е С- (R,) , р,(l)= Q лоп Т<0, h* р,lil - t,п 0rр,{а = 0.

Тогда дtя лбой функцид а(t) eS (4) .-"J;;; ;.".;;:*
! ld F,l_.Г.о(r,€,") F"-"гЛ1- r;*" |рtг,€,о) F"*T гу , чr7)-

lbl
- Z F;i V; tt,€,х)Ft-ЕLО! t {d.а) +

i=t

+ F*|_"L[u, F,€,r- y,y)F,7*1ry)La: i!. F"-rl,dауJ, (2,4)

РrG,{,с):# U;Ро,€,r\, i,/,2,...,l, (2,5)

I0



!пlт,€,с-у.у) = N \ l, ta|,c- 0@-у)) (t-o)l'' do.
0

( 2.6)

(2.9)

д о к а з а т е л ь с т а о . Введем обозначевпя

iгtуl = ro--u Lurl, irlc) - F"_,gV| i, J=0,1,..,,/,l,
(2.?)

Полъзуясь цюрмулоfi Тейлора, поJгутпм с ]ветом обозяачевпй (2.5),(2.6)

равонство

( 2.8)

Из t2.8) с помощью неслоrннх внмалок вЕводдм ддя лпОой функцпп фtсlеS(&)

l-|
Р(т,€,t\ : р (t,е,с+у) + 

Д ,, ft,{,c+y)ci +цrF,€, cy)cr.

равенство

$ * tр(г,{,с) ff), фtсl) -
1-1

: 
Д !:у \i ; tci, ff q ), g * (t, !) Ф (t+y ) pi iT, (, c+yl) +

+ tпr, (in tcl. frtyl, у*(с,у) ф(с+р?t| 1е,{,с,у)),

trc 2"@,Y)+l в R, в смнсле кнвп [О]

Ъrtш образ"", "*;:r-ше форrула

i- tрt) - pi *й =?, rr(t,q,o)ii@)*ff@) + R, tir,й), (2.I0)

еслд предеJIш в правой частш (2.9) с}щесm}ш,т fl не завпсят от Евбора после-

доЕатеJIьпос rо L7*j
деfiстъJщая п0 правиJry

(см. [О] ). Здесь Rrtir,Йl - обобцевная футпцдя,

(R 
n,i i r, fr ), Ф = И! [, 

Г" r"1 . Й tр 2- @- у, ф 9Jг, с, t-у, y)dy ! @dc.( 2. I I )

JIля суцествоваа}rя rrредеJtа в праэоfi частп (2.II) достатоtпо довцlать,

что

F(d = I tYntr-y, ln Е,(,с-у,у)йgldу 9Lr{п,). Q:Iz)

Из (2.3),(2.5) д (2.6) с помоЕЕю ЕеравеЕсЕа IIптре въволш,l оцевЕт

l F l 
лоуl kдд ra Е F l Е l 

4* 
t yti- 

l. 

у r 11- y'f i li, tc-yil t tr U )|ф| 
ц щl.

Пспо:ьзуя в trравой частш Еоследеfi оцевкr ЕеравеЕсfъа }tшовсвого I
Копп-БувпоЕсвого, црцолл| в оцс!rе 

II



|9|rо*,, *c|Jrl*,lnlu,l+l , (2,Iз)

Пз (2.I3) очеDл.що вЕтепqет (2.I2).

Чтобч допазатъ теперь фош]rJry (2.I0), остается попаэаrь, что суцаст_
BУDT в ý' cBepIKE i, * й , i-1,2,.. ., /,/ - /.

Jhя этого заметпмr что пз очеЕплпого тоlдесlва

oi xtzl: !. L t "; 
ldfd:r_u, d",, i-/,2,.,.,ll-|,

п условпfi ле$rмв ввтекц)т вераЕевсrа

lgi ttal< с 1lrtrl)'-i , i=/,2,...,,|- /. (2 14)

В сп,ry леммш 2.I пз (2.I4) ЕЕтевает сJrцесlЕоваяпе сЕертв, fi*t
Перейдем даJIее Е доплtатеJтьсtъу формулЕ (2.4). Из (2.I4) л леrаrв 2. I

вЕводлll

1Е)Ff,-"LРе,€,r)frtоil=F,'_огi,рйл, (2.I5)

Fr-"Qcn,rttl)=itcl*ff@). (2,16)

Форrtгула (2.4) леrто Енводrзся теперь пэ (2.T5),(2.j6) п (2.ТО).

лемма 2.3 fttl дрд-
цЩщ Сr|О;В1 , дд9 к >0 - доýдет9.чвое оол_ьцое чясло: Еусtъ

Фl ." -" * tr|o,,
(р>О, trd , деfiствптелъше чпсла)_повева веллчша

;tr_lL,P th Bqf G Ёл<,l tti| .

в работе E2J .

сtrраDедlпво тоlдест-

во

Пошlобвое доказательстЕо леммЕ 2.3 солерrrтся

В Е3] покаэлtо, что &,Iя фyrlщпй urhеССLО,+о)

е

*С Ф0! u,h : Д а! ttl 0!,s uttl,

"rc O",s=rfП Lt,lа , ФrЕкцRп 
gldl

муллl

О! ttl = 0,!,ttl + 0*,tof Ф_ (+{)ar"ttl, /<i<l,

о!" Bl= 0,,rr;!G1-1t+!)B'ttl, 0!=,, a!tll= +,
првrем есдя d lt) € С^ [0, оо ) , 

"о 
0lttl е С*! Sg,*1 ,

Л е u ш а 2 . 4 . IIусtъ эшошено чсловяе I r бrцшш /(ф
12

(2.I7)

сIроятся цо репкурреЕtmш фор-

(2. I8)

trDп_



Еgщцl C'riГ1,oo) , trl - ввтувальвве_чпсла. Totm gпраешша йоь
iпла

е

z
i--0

где фувтцпп li,i,,j (l) ,"во"" л*_q8_dtч""ц"д сrф п ее д)опзвошЕх до

попялша /+j , Ь*.rш .*о dth е С*Рr*) прr ,( >. l+i , IL
бi:,i,,;"С^-С-l;0,*) ; Фвкrпп 0|Са определевш в (2.I8).

(2. I9)

с л е д с т в Е е 2 . I . Прп ввпошавпп чшшпf, лешш 2.4 дtя

l=| сЕраЕедtдЕо тйдество
l

(*0)i |оiаь-ttlilфч :Af_rr,,,saa!,o аlu dl,

Р wЕl'|оiОlч,'tflф u : 0; tt)O6ч -

- 
h, ro,,, 0t @ ;tf' L+] Q,_,, tt ) u tt 1,

sдg Оrъ*iЕд |rctl оtrDеделяDтса цо__llвкурреЕтЕЕi, соотпоцеЕдЕt :

0n ttl = ?i_,ttl.atil -0п.th-ф'Ё), Zоtl) =/,

С; ; - бrшомдалъще коафЕIдевтц.

Леша 2.4 д следсmЕе 2.I довазаsц в рмоте fZ_l .

л е мм а 2 .5 . I&cTb лlз,tlеН!,, 1K!l , LсR, ;

lttlerEaD+t Ll,oo) ьttiбСЛ ic . * дрцрщ te|p,*),

i=1,2,.,. П+il + l . тогла справеддrва оцевца llфаtцtllrr,r<Сlrl"- о

ввраrеЕпе л€шнЕ очов!Фtrо. 1Ъд кЁл просц)ац"-" Н;', tПll является

соцряIеЕЕЕu п щ)осц}авс*y Н!,, (К!) rрl 4>0 , !0 f,8 сш)ФедIЕЕос-

тЕ уrЕершрвIя лешrв дпя цошr 6>0 сшЕдарtm| Iетодоll ЕЕодlтоя его

сц}аDелIIЕостъ Е ,щ)l цодЕх оФlщдтсJIьЕЕЕ L . Дя того чюбч устаповпть

уЕеIгдоЕrc .rошrш фr дDбош дglсlDrтеrввош 4 , лоGrаюtпо ЕоспоJIъвоЕатъ-

ся тен, ч!о trростаЕ"о^ Н!,рВ:) обрssутт lgтврпоrщlоЕЕуD ЕваJгу

(2.ю)

Q.2l,

EpocIPaBcfB.

Введош фпщв

фttl = ;tdr|t-9-1(c) ,

7 = 9't 1Т} - (ш/sщЕ, обцtтая ] сщll
g=glt): \+,.

гд0

Iз



Л емм а 2.6. IЬсгъвшо.шевоусловпе I пйrшдяZ(1,1 црц

ttгo(t1:lf6(1л!rudl|s=p-,ta, lr/*+. Q-22)

Тогда йlпrцлп O!*t1,olllt) щ rЦ{2... поrпqлдеsат L,K,)
Дох а8 а т ельс тво. Щстъввача.ll" i=0 . Воспоlвзуемся

представлевIеш El раОотв fЗ] :

t,€
Olruttl - 

AF|thajthO!udl, 
оr-й0, , Q.2з)

где ф}rвщдl ц'ttl сlроятся с EotolED peKyTpeBTEEI сооtъошевй:

r,i ttl = р;' Ф+altrlgrri'' r V*hr;'ф,ц'ё), /< к-!,
(2.24)

ri ttl = в tЬОtFf,' r tgr* d),/,;'l, F| = /, vldl_tu' dl.

Из Q.22) д (2.23) ввтевает раDоЕсtlо
l

Ф<rlаr0 =r!ut\r_{t*) -? nilttlQu|r_p-,r, Q.Б)

}tз (2.24) *.ш.rj ч?о cцtвtclll

й,Ь= ; r|"j"ФO|utl
BeпpeprвBa ве [4оо ) r шооt rоЕаrrшй BoclrolE , R: СлеDва-

тшьво, iгпdl е Lr( R) . еrвЕач!!, rаТ, Ц,t,|t*_,tоlеLr(&).

Такш образош, фrЕщпя

!, ,i O,"j Ёla! uttlls.o-,,",e /,, (R,), Q,26)

так кал оЕа IIредсшDllц Е ltдо цDоtзDэдоЕlЕ rуr СщлП

фЁ\1*-,,r,е L, (R,) 
" 
,Пl О,lr|tr_'r,, /2( R,)ЁГr) , ТД€

{,щпя fldlе/rrtК) рэпа I D оцосlвооllrьlлрРЦ

поцаrеш теЕорь, чtо 7! dlUd|6n-,rrre L,(R,),
Ив рокурревтЕцI сооlвошевrt (2.24) ваrолдш раDсвсlDо

I4



r! t tl u (t) : п r|F,(#)' 
", 

rУ,' d) * z'-l 
t!!!t" 

! о tt l.

Внбрав N>t+! Е воспользоваЕппсь условдем I, по.,ryчш,t оцешw

V-! ttluttl l=c l., tlluttll .

Отсюда д дз (2.26) вЕтекает справед!двость утверrдеппя лешru 2.6 прв i-0 .

Дя доказательстъа леммЕ црп i=l,Эr,., цпво воспопьзоваться очевшдной

фОрf},лоfi

цBctl011i 1,B-t0il : Qittl.ittll, Q,П)

где фувlqпш {; строятся по рекурреятвнl, (ррiцrлsrr:

Irth = ar,ttl.BCh -ta'$).a7td), 0о|1=/. (2,28)

С цомощьп (2,П) д (2,28) устаllавлЕваем оценку

lO| Фо , ,tг, Bil < с lф Fl ttгп E)l ,

из котороfi очевпдЕЕм образом вЕтекает уmер[девпе лоirмЕ.

Из доказатшьсЕа леммЕ 2.6 внтекает

сл едс тв Е е 2.2. Прдвшполневпиусловдfiлеш;ш 2.6йlrпп-

щ, tцl F) пDЕнаЕJIgIлт IIDостDаясIэч /, (Rr) щ N> t +d , црg,-

u. Й"о. Фrоц* al фо.q rcl ЕDщlад,пеtпт l, qK1 ч Fqt,е... .

с л е д с т в д е 2 . 3 . Пчстъ zV, >-пlД.|i,Zj*Ь, ЭЦ-

поlпево ушовпе I п Цthе Cr Ri) . Тогдв футкцля а!'ФОl дрд-

ЕаплоIпт ItD(ютт)аясmI L, (Rr)

Дя доказатепьстЕа достатоtпо ЕоспоJIьзоваться леrпrоfi 2.3 прп fttl=t ,p-l', ! =t, 1,1=il, л условпем I.

Лемм а 2.?. Пустъвнпо;шевоусловпе I псrпвол fuЙ€rТ)
л (6) n6,9g.л.д.о. Р. ЕDlвалJ[еIlт J, 1 . Тоглв ди лDбоfr Фппц!t

йцt), Сr (4) справедrшо равенсво
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?rft,
H)'l

€.q) = _
Ul,|)!

(/4)||'|d0.
l

\ а! хё,ц,z1
0

(2.30 )

z-02

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользовавшпсь формулой Тейлора, по-

Jryчпм представлевие

ъtt,€,|) -а hnъ(t,€,z)lz=O,ri 
* 3r(t,€,2)rl, (2,3I)

Учштъвая, 
"rо 

a!,s cb,il|r_o- О гrрп f =1,2,,.,,l kгВll eCf, (KoD 
п

подставляя в левуD часть (2.29) форr,тулу (2.3I), црЕходдм к утвер[денпх)

леммg.

Л е м м а 2 8 . IEcTb внFолненв чсловия леммн 2.? п t/r-fi*
+mac[j,ZJ ,1,1>mлоlа+t., l+f,j . тотда прп каrдом €r&_, функ-

lrш

fr Ё,€,р=0!7, tt,€,g) FrtrР!ф,п,rп$l, i=0,/,, , .,i,-| Q.з2)

прtвадlтеrпт (по 2 ) rmостралству L, (Rr) и яэляется огранlяевной по

te|Цo) . олтмпп ф@) , tлГN(Т) ц Р/,/(t,€,D опDеделенн соот-

ветспвепно формулашп (2.2I). (2.22) и (2.30).

Доказ ат ельс тв о . Таккак Ъ(t,€,фrli,j, то из

(2.30) въводлJlt оценку

tфlуril,е,l)l-. [ Р+lэЁ)l(|+lýl \,^fn-ja, *С<оо (2.зз)

0

где постояrная С >0 не зависшт о, tr?,€ Так как пчнммУtчd,€,2)

непрерцвная по 2 r то шз (2.3З) следlет, что 0|9пЁ,€,2'i elr(P)

по ? ( j=0,1,,,, ) гrрл всех ,qеRg_, ,te|0,+oo 
О 

). Из следствпя

2.2 внтевает, что Фупкцпя .QФО1.1lГtlF) пршАлlтеrит L2(Pr)
Такtш образом, фунщш fr{t,€,2) , оцределенная в (2.32), является rцlо-

пзведенЕем Еух Фунщпr,!, tФпlад,теrалм /rr(Rr) , ,." {it,€,Z) rФп-

вадJIеtЕт ДrlR,) ho 2 ).
Лемм а 2.9 Пустьвнполпенвусловпялеммш2.8. Тогдд лля

лOбоfi фпrкIпЕ ttb,il a сr (Rо) спDавед,IЕво DaBeHcTBo

|r* Gпi,gt,а*t)lа:, гь,til=o, (2.34)

t++0
Iб



где символ цrft,€,ф ".п.д.о. 
еrу определев в (2.3О).

Доказ а тельс тв о. ПовторяярассуIденшлеммн2.2, по.lry-

чпм равепство

GN (t,о,,а*,rlгл!rа =H[rrj, r;" V, t, t, 2| +

r 
Е :, Ё "Г\,F, 

*,, *,Гu!' 
+7, 9 r, r,{t,t. ? - 

у,у) 
F, _ rL$14l| u. n n,, G, з 5 )

где фУтIкцпи ф $l ran(0, f, ttr€,Р определенЕ соответственно форrчryлаruи

(2.2I) l Q.22), (2.З2), црЕtIе[, u(ý,Ь=F"_rlС @,tl ,

;n,r,(t,€, |- у,у) -#\а!' g,tt €,z)|r.r,аtу"lU-0)a-lo. 
(2,36)

Используя лемму 2.8 ш теореifу Ршrала-Лебега [Z] , поJгучпм раэенсmо

0i* 0, r t, a.,o",t ) lдlt u7 :
t-*0 n ' *' gl0 - -rc 

(2.з?,

: !Ь F; : 
" 

F 
; -"|fr 

" 
-,, - r,lg!' +J, 

n пФ' tr:, €, 2 I i ЕаЙ
Из (2.37) вuтекает, что ди доказательсrа леммн 2.9 достаточно пока-

зать, что функцltя

ф

fч,tt,€,ф = 

_V*,rr,@!4gr,о,w'F),€,|-у,у) 
F"-!|an\dy (2.зs)

прщадtепит (по Z ) прострапсtъу /rr(R,) ) прп всех €<Rоп ,ееR,
l,tз (2.36) внтекает огранлtlеЕпость

l g n,u, t,|'| lt].,,€, 2- у,|) l < q . "О
цо Nr,6, всех tеR,, €. Rо_,, 2еР,, УеR,.

Это поэволяет с помоцЕD пер€Еенства Мп*ковского пз (2.38) вшестл
оценtry

ll f ,, t т, €, ? r| r,,r,r. 
q l F т- 0lо! 

+ oll r, rr,i 
l F"-t Цп вilП 

4 в, l,

Запеtш, ч
"о 

Fr_y ГапtrПе L,(R,)

(2.39)

, поскоJБry пз следствпя

2.2 внтекает, чrо
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ап
l?l + оо

та( как аil(t) е l, (R,)

лелша доказана

|' Fr_! Гапвl) -,fbF-la:i utt| t21-0,

,,р" l> t *i,
Аншоглтчно с помощью следсmш 2.3 устанавлlвеется, что

Fт-.LО!' + of е L, ( R,) opu t|.- ,*nL!r,zJ * * .

З. Доказательсво основнЕх теорем

Уставовлеянuе лепOчtЕ 2.I- 2.5 позв(шmт доказать уЕерr.денпе TeopeMHI.

JИя rтростотu пзлоIения ограlltftlлмся с,гучаем l=/ п 4=0
]{з (2.I?) IM [: t полJвлм

0, udl = a,|(l)(а*,, uttl + uttl) (3,I)

liз (3.1), ритъвая (Т.9), вшод!м равенсlъо

М 
ь б LIJ : Р " l t, о", о.,пГ* r1 - * r'o',l,a,,a*,) |ч] +

* Ц 0*,t Р'"' Kta",a",t)LuJ - Р6'd,9.,л",)L+ u-,, "1. (3, 2)

Воспользовавпись в тrравой частп (3.2) очевп.щнм равевсlъом

0",t P'u' {t, 9r,9",s) luJ : Р'О' Га,,r u7 + | d, а", 4 ) lrr],

где |, -,.п.л.о. с си'воJIо" N,(t,€,2)=аthOrfud,€,?) , пмJвп,i,,

РаВеНСТВО , .

М,,. [aJ = Р''Ёа -*,P'"'Lu1) + Q гчJ +

n (JlTp'o'Гd",, u7- p"'L:a"l"J). (з.з)

Такпм образом, дIя того чтобЕ прокомtt{утЕровать в.п.д.о. Р@ с

оператором Е r достеточно атот в.п.д.о. Epoкoioryтt{poвaтb с i!уlfiцшмя

в-'i) " !e'ttl<-t ttl
Из лемlлt 2.3 вчтекает, что фупщпп

h(T):4,t(t|ls=r-,,",,, |olt)=t*'th*''til|r_r-,, (3.4)

УДОВЛеТВОРП)Т УСЛОЕПЯli ЛеШ,В 2.2.

С помоsп лемшч 2.2 п Ррrrул (I.2) ч (I.4) легпо поJгJваеш paEeнclвo
I8



ll,,rlc7: Р,lч7 * Рr,rtи] +

l+l

rE 
';-" 

F*''W,tt,€,Z) Fg.е rr-rфr,r"gi ti tr l 
, (а! , "Lв,;Д

тде

, (3.5)

Rr,u[uJ= F|'*. F-l ?пd,€,2,z,z)fл r,|r'

* Fr_t?_r)иi t,Ф). Fт-чF"*|ltфd*ерilа|, (3.6)

гле qlункчпл fuJ " 3л оЕрелеленЕ соотDетстъенво в (2.5) п (2.6) с за-

меноп p(d{,c) на N([,{,2).
Ък кек, по условиD, lц(lll-< С < ао Ерп Есех tef2,+*) 

"

i,,{t,€,2)=0rХ{t,Ч,2).8i!!'' r то пз цред!оIенпlЕ 2 вштекает

оценка

l| |t ,0,0",t\|u)lrr,r;, -. С ll [la*t,*,p (3.7)

с постояпяоu С>0 , не завпсщей от tГ

IIо фрмуле (I.2) потучlм с 5rчетом (З.4) Е следсппя 2.I ревеяство
I

FT*Zft rОjr'Ю; фоl Q!,rt),1п,т|-

: г*lQ, rtl l, с - *, r,,r, 0r tn Q)'r' [}], 0 u r,ttl f ,

Сдедовательно, так riaк fu; Н,€,Z) прпналл€lЁт 8i:;' , то п9 лем-

tL х
4

мш 2.

l1-1

l>
b.t

5 п предtоrенпя 2 внтекает оценка

F i'-" Г*' Р Jt, €, ф F,ч F"-tф нlИ li t|, u),!l r,t* l=
t

*"F| 0|u|r_,,*.p. (з.s)

}tэ (2.5),(з.?) n <Э.вl следует, что дш допsэsтельсDа теорlв I в

сJцrчае f-l, L=0 достаточво полJпlть оцеЕ(у

lRn,u|u||rrtп;l < cllиlo_,,*,p. (з.9)

Из (3.6) внтепает, что лдI доказатеJIьсrва оцеЕкп (3.9) достаточно

оцендть Ерп всех € е Ro_t Hoplvтy в lr(R:) вшрsIевЕя
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Kr,rГu(€,tl=r_'l_in(t,q,vz,z)FT-tz_ultil,F*tuldzf ,

црпчеt, в (3.I0) Фrнкпия /(9) равпа лЕоо a!XoOl
а ц(€,l) равна ллбо F"_,..CГJ . Ft-gt?*1utсЛ

Исполъзуя (I.4), вgводпм равенсlъо

l Кп,чlч( {,ll] l rr*yl-

(з.I0)

, лдбо а! х, Bl

ф

- il F r'- rt_L r" @' (t), €, 2, z, z) Fg -,r - r,lу7' f tuJ tzl dz l r.,r,r. 
( З' I I )

Ylrнolшr и разделим подннтеIраJIьвое внраlепие в rФавой частп (3.II) на

(/+ l( |/9 * lrlf-u*'. (l + t 2-zl,rt(o-'J-r,) ,

где наттраJIьяне чясла

чuсло пltllW-")

из (3.II) вЕводпм равенство

N, (t) - ( t r 4rltl 
- Ф " l 

у 
(t) ; й (€,z) = (t r к|/\, aio " Е Lu K,tl, ( з, 12 )

NrКrП бушrт вЕбранu нпIе. Внбрав zz тл, чтобн

бнло четнш,!, л обозначш

(3. I3)

(3. 14)

воспользовавшпсь очевп.щчп тOадесlво[

lK*rcu ((,lП \lrtK..l

=lF;iLL' G,1,1,z) Fr-t1-rrLS' ЙrG,ildzl 
цlп,l l

Р g, |, 2, z) - у, (9-' F), €, ? -z, z)(l 
+ly lЦ +' r,f-b, 

r -rfff
где

0! 9, teu t tl, €, 2, z, z ) = @ q l Гg n Ё, €, 2 
- r, d7| 

1= ru,y,,

пощппм с помопlьD (I.6) п Ееравевсlва IIлrре оцеввп

tai а, p(t,|,2,zll<c(r* ty-zt)-i,, (з.I5)

rrc 0<i<tп , 0<i<K , постопвая С>4 пе зав!сrl ot Q{r2rz
}tз (3.I3) с ЕомопЕD вераэеЕсtъа illшlповспого Еахолд. оцеtry

ю



lкr,rгй|

о9

trt{l
\<

JИя того чтобв trродолIпть оценку (3.16), установдм неравенство

t F;:, |р tъ €, 2,, l F* q - o.LZ r rril| r r,r,, 
< С l z, rc ) | l, t R, )

с константой с>0 , не завпсщей от {,Z
Io. Прелполоrшм ввачаJrе, что р(t,€,|,Z)= 0 rrрg lТ-аl>Д

аеR, , Дr0 ,поОозЕачпм

t' 
_U F2- i Гр (ц €, ?, il Ft 

- V-z)Wr 
rrilП 

rr,*,r, 
Й t €, z'l d z .

f Е, €, zl - F 
)'_r|7 F, €, g,z) F" 

- c2_ rllz, tcilf .

Прш,,lевяя к обепм часмl, равенсЕа (3.I8) ЕреоOразоваппе Ф5rрье

(3.16)

(3. I7)

, где

(3. I8)

Е, t*?
поrrучаем

где

еэ

i (п,€, u' - Е - t Гf в e, rl - _\F, 2 
- r,,€, z,,z 1 t, t z,-zld z,, (з.I9)

F (2,€,z,,z) - F" * 2lP 
(ц€,r,,")f , tntz) = Fr_rГz, tсil. (3,Ю)

с помоцъD оценок (3.I5) лаJ[ее ваход1}l

lFц-z,,€,4,z) l<c(r+ l2-z,t)'2, (3,2I)

где постоЕIаоя С>О не заЕшспт от 2r|rСrrZ .

Из (3.2I), (3.I8).п (3.19) очевпдluм образом въводптся оцеЕка (3.I7).

2О. Докаrем теперъ оцепку (3.I?) в обцем сJryчее.

Вшберем Фуtlкцпп 9tоеСr R,) та*, чтооч фlg1=/ цаlЙl<Z .

Тогда, по докаэаяноr,ч вшпе, rrрп лпбом !еR, спраЕедtЕа оцепка

\ro,u- yl Fi-"|P w, q,,2,zl F"- ,t_oE{ 6- у ) zrвilfl'dг =

..f t фtt-рzltо)rdt, в-22)

где С >0 
". ,""п"iIо, €,Z,Z

0бозвачm.t

ai<cl - ! F-y)zlt G) ' ч| ttl = k-ф Е-р) r"(t) . (3,23)

Из (3.22) саходшl,t 
2I

a



то

с постояввоп с>0
22

,"},., 
|'r!, Гр (ь €, 2, zl F"-' -оГчf o,7f|' dr *

-.. \ l ,tгr'lnl'dT,

По построенпо, ,i(t) = 0 rФп l|,y].2 Еслп обозначпть

Н 1g,q,z,,rl - Fz 
-r,Г,о[й€,2,2>) 

,

Г/* Гr tT, €, 2, z ) F"- 
с2 -zllа2 tп]] -

:_У,a € , т- z,,il а| tz,)е 
i''Ъ 

r,.

Поскольку

z| н в, € ,r|, z) - 
'iL ", 

ГrОrf е Е, €,2, z| ,

(3.24)

(з.25)

(3.26)

(3.2? )

(3.28)

(3.29)

7). Такшt

il>o
вЕводпм

то rФи l<t<п пз (З.I5) внтекает неравенство

1z! HB,E,z,,z)l€c <е
с постол{ноа С>0 , не завпсяцеft от TrýrZ,Z

Внбп,;рая чпсло П22 , получшл шз (3.26) оцевку

lН lt,g,z,,zll< c(/+tz,11-2 - фlz; , l z,|> / .

Из (З.25) п (3.27) находлм

l Fr'lrГр Е,€,2,il F"-,?-r,|$ Bllt =
f

", У (т - z,|| ч, F,,|dz, , lt - yl < /.

}lз (3.24) и (3.28) легко вЕводlм оценку

,j,., l ЁrГчо tг,€,2,z)Fт-t?-rlrzr$il)l'd" *

". ( l r Llt(df l! c-yl]'1ý,.,'/ *znl"dr) ,

Интегрrроэаtве по t нераЕенствs (3.29) IIрЕЕоддт к оцешв (3.I

оOразом, оценпа (3.I7) доказаяа.

Из (3.I2) ц леммн 2.3 вштекает, что прш достаточно боJtьшом

бункпш to(7) trршяадлеIит Lз(R) Следовательtiо, шз (3.I?)

оцеппч

lFr!, Р G,q,?,rrFr*,!-rrlzrWГJ)lrr,R,)* Cn vrl or{r,l

, ве завпсщей от €|'

(з.30)



Исполъзуя (3.30) в trраDой честп (3.16), по.ryчпLr с помоцью Ееравевспа

Кошш_Бувяковсrого оценку

l К 
пrlu 

t\till 
r,*h 

< с il (t + tc l|\ t rl)o' 
d-iln 

1 га1

Внберем тео"рь lV>0 так, что Кl+rДl< -Zg
о> 2 справед[пва оценка

, 9 rl Тогда в случае

llr,rtuJlrr{K)-.c |Q+pttllrl+l€l{ +wl)6 
2 
F* luJlr,,*r, (з.з2)

Еслп le 6<2 , то, вЕбЕрu /rl>0 тл(, чтобч бв,по справедлиЕо неравенст-

во 6+Kd*l- /r/ < qrc-a , ш воспользовавшись очевпдIоfi Ерп 9>/
оцепкой

( l * t€|b+ l zl)?,- с Q + Ц1+ |€ la + lzl),

поJIучпм неравенство" 
(;- l1t|Orrr,lur*'r'-t|)"cl (r+lýl *l€||9+lr) "<

<cr(t + p(l) lýl + l€l|9+ vlf-.
с постоянной с2>0 , не зЕЕпспlеп оrtr{rz

Пряменяя послед{ее неравенство в lФaвort частп (3.3I), устаяавлmаем

стФаведIдвость оцеЕкЕ (3.32) а э слуае 6< 2
Из (3.I0) п (3.32) вЕводдм оценку (3.9).

Доказ ательс тв о теоремш2. Воспошзуемсяочевпдrшм Tol-

деством

0!'Мr,"lч7 = /y|e+e,,u гл.l - Иq,о l0! с7 ,

}tспогьзуя теорем}, r, по,lryчшл rФш О <9- l оцеfr(и

t О !' М rо LnJ n r_ge,,*, о = 
c'ff l 0l u| 

n_ gr,*о - !,<, lэ U- 9t, r. О) .

фшrруя этп оцентI по 0<lr=аlф , поJrучхм сЕраведIЕЕость ymepl-

дендя теоремн 2.

Дока з е т €ль с тЕ о теоремш 3. УЕерrдевпе теормш 3дlя
фунщпл UlarheCi'tK"l пемедIIевно вчтеЕает цз ле!л'r 2.7 g 2.9. В обцем

с.ryчае утверlцеп!е теоремЕ Еuтекает дз того, что Mвolecвo ifушцЕfi Сr(R")

пJIоlво в црострлlс,"" Н:-r|,О'Оl'9 1Р\
Доказ ат ел ьс тЕо Teolleмu4. Изусловfrтсоремш tалtеr

вах trрп доказательсIве лешrн 2.7. вшодлшt равепсlво 
а

I rrrr,r'
(3.3I )

a
{



,l;^ р'"'tt,4,а*,t)Lл] = t^ епtt,а.,q,r>Уфd,
t++o t*+oo '-

(3, 33)

Gll построен по си,tволу 3, Н, €r7) , оrо"лелепноl\{у йорi,тулоt,i

i=0 следrет, что Pn(t,€,2)elr(R,) по 2

где в.п.д.о.
(?.э0).

ilз (2.3З) дrtя rФи кш-

до1.1 { еRо, ]4 эта функцпя ограяичена по /€ Г!,*) 1//>плл|о+{/]).

Это означает, что функцпя

in tt,€,ф =1nt(t,€,D F"-€F*La:rv1 (з,з4)

цршнад,IеЕит Ц(R,) no 2 и огрлlиченл оо t rтри всех {еR*, .

Так как ,rр, /-++оо велпчпна Т=9i) +- ф, то с поп!оцью Teopetн

Римлtа-Лебега ус танЕlвлшвееп.,| равенство

r9T*0 n 
(t, 9а, а*,l Го! l U7 - 

"ЧLF. 
! 

" 7 |, Гiо t9" t, l, €, Zl= 0,

llспользуя последlее равенство в rrраэоfl частш раэенства (3.33), поJч-

чае!,: спрледIивость утъершенш Teopetт 4.
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