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оБ }нJIш(сАх ншсюt{ч}tsOст{ нЕюрдll{tlЕlню( 0IIрАтOюв. I

В С . Б е л о н о с о в (Новоспбшрк)

Введенпе

Рассмоrрrrм в банахоЬом пpocTpatrcTBe Jl заrrfiЕутшй лшвейннfл оператор

f с п,rотной областьп отwделенм 0(Д) . В болъшей часlп двявоfi рабо-

тн преддолагается, что дuI некоторшх вещесвеннЕх / g 0 (Гф.O<С )

вшполпено следпцее услоьпе (й) ; реэольвеята R(Д.fo): (Д-ХI)-' оо.-

ратора / .lrщ".оует п велячrша |П,R(/,fu)П раввомерво по 2, огра-

Bпtleнa Е секторе lшоg(ъ-i)l<В Это усповпе гарантtФует, Е qастнос-

тп, однозватцm раэрешимость задачп Кошш

(I)

по лМшм начаJIьннм даян"u пз 9 (см. fT,Z] ). Нас ивтересует завпсимостъ

меsдr спектрапьпнмп свойсlвами оператора / Е асЕмптотпlескпм Еоведени-

ем решеЕдй за,rtачи (I) гrрв ttoo . Введем в связЕ с атлм чшсловJm харах_

TepncTEKJr MHolecTBa начаJIьнж Еоэiцrценшй, по отношепдD к поторцм ЕулеЕое

решенпе задачи (I) неустоltчшо.

0 п р е д е л е н л е . tРстъ суцествуDт подпроставство V,1,1 С !& п

ковстанта с >0 таfiве, что прп всех lJLoem, t >0 решенпе задачп (I)

подrппепо нердвенству llarllll < C|luoll ; кроме того, лм цо€ &-?lL
решеЕие эалдчи (I) неотрапFIеЕо Iтрд t*oo . В этом сбrчае коразмерЕость

3П будем назъватъ ппдексом неустоrFlЕвости операторл Д п обозначать

черезе(А) . Если g(д) = 0 , то оо"р"rор l назовем устойзЕЕм.
Аяшогпчвое понятше, во в !вой Сюр,lе Е под Ецrваншем "шдевс устоfiчи-

вости" бЕло введеЕо еще ЛжтеЕштеrtЕом (см. по aтolry пово.ry f3 , гл. Ш,

ý ЗВ_] 1. Термш 'lпдекс неустойчшостпП пlвдставлrlотся нам бо;lее точвчм,

таJ( как эамчmа а(А) , еслп она ве равЕа lIулDr сЕпдет€льсtъуqт скорее о

степеЕш веустойчlвостп, неfе,Iш об устоllч@остп ЕулеЕого решенпя аqдачп (I).

Поня.Iво, tlтo определенпе пЕдекса яеустоilчЕостп хме€т смчсл Ее дJI,I
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всякого оператора. Перечислпl,л Еесколъко тпппtlннх слJваев, когде гндексU

неустойчпвости заведомо суцесв}п)т.

Доryстпм, что спектр i 
"о"rоот 

пз .Еух частеf, о+ g 6_ , где о+
леrит вЕутрЕ ц)авоfi, а а_- вЕутрп левоfi поJrуплосвостп комrшексноfi п,Iос-

кости. В си.lv условЕя (@) ппотество 6* будет оrтвнlftl€нс. týсть Л - ку-
сочно-гладкЕii заr,JкЕутЕй воЕцD, расIIоJIо;енншЙ в поJгуrшоскостп Rе fu r- 0 |

содерЕащпii вFутри себя о+ п ориентЕровfflннй в полоtптельном (протш часо-
Boit стрелки) напраэленвя. Рассмотриi1 спектрэJIьнше цроекторн

,l

р = -+ l RU,ild,ъ, р- - f -р1, (2),+ 
1Fi f, 

.rl.''wr-.- 
'

где i - тоЕдественннй оператор. Простравсrво $ разлЕгается в пря!,fуI)

суrш/ту ,щух подгФосtтан"о Ц=Р** п "t_=P_t известно Lц,s] ,

что &1 содерЕится в О (Д) п пшариантно оlъосптеJIьно Д . Сlпенпе

А*=Аl&1 есть ограниченншй оператор , &+ , спекц) которого совпада-

ет с 61 lrfuоrесrво Р_ЛU) rчrотно э &_ л сJБеняе Д,:ДlР_Оtll
есть зал4кнутнй оператор, действущаilt s ,У/_ , спектр которого совЕадает с

6_ 3алача (I) сводптся теперь к отнскаяпп функцпи u+(Ф=Р*Utll п

u_ft) = P_ut,tl тff(их, что

U+ U+0) = Рr.Цо .

На освовании результатов fl,е,В_] u+d) будет неограншчено, еслл

PrUo f 0 , а кулевое решевпе задачш lм ч_d) асипlптотшIескп устой-

чпво в Уr- TaKпtl образоtа, g(Д):diп*_ .

Такое пе рассуIдение показшвает, что если onap"rop ,{ имеет дясцрет-

нЕй спектр и удоЕлетворяет условпю \а) , то его пндекс неустоiiчЕостп

рлен cylJмe аllгебраrческпх KpaтHocтei! собственвшх значений, располоfенннх

в поJryIиоскостд Re Д,.- 0 , мпrус чшсло лднейно независиl,пlх собственншх

векторов, оlвечаmщих мнимнt: собствевннll чпслаrtr.

0тллетим, наконец, что индекс неустойчЕостп Есегда суцесlвует, если

/ - 
"*по"оrrр"lенншй 

оператор в гшtьбертовом IФосlрансIъе ll , trрш-

"." 
(/rz,u )<alulz , Uео(А) . JЬйствптешно, ryсть Е ъ - спект-

pa,Ibнoe разлоIение едшв!оIч, пороIденное on.p"ropo" / (сн. [Ц,Sl ). JИя

оIФедеJIенности счптаем Еъ вепрерЕЕнн1,1 сtrрава. Тогда решение задачп (I)

I{оrпо запшсать в влце

а

lld)= А+
d
aur

цlt)

Пшtоrшл I[=tt*OЙt_

\ e't dEruo .

-о-
, 

"ле 
tt_ = Еоt , Ilr= Е -E)Nt .п"ntt uoeIl_ , то
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0
(|

lutlll2 - _\r"'О (Е"uо,uо) * ltJol' ,

еслд Iе Uoell* п Цо* 0 , то

а

ltl,ttll' :\r'ud (E"uo,,Jo) 
- 

* 1! _,),
0

Спедователь но, е(h - djлъ trt+,

К абстра,ltтно[ц, ураввеншп (I) сводFIтся многЕе начашно-краевЕе задачп

лдI аво.lшцдонншх уравнендй с частнuмп ц)одзводншмп. Прп arо, ,4 будет

дшфференциальным оператором в том шItл пном пространстве фунщшй. Дя прш.llо-

аений вашlо найтд trростше условия устойчлвостш та8их операторов (иншми сло-

вами, крштерди равенсва u(А):0 ), цроверка которшх не связаяа с 1ру-

доеt'lким л неафектлвннl, вьFlпсленшеlut точек спектра. Такого рода критерии

наfценЕ пока лишь л.ltя огршпrеЕЕого круга зsдаq. С|дественншtt| цро.щшIеншем

,тЕляются здесь резуштатн Т.И. 3еленяка п В.П. Гаевого [Z,B_] , которtJми ус-
тановлено легко trроверяемое необходимое п достатоtпое условпе устоfiчпЕостп

алJIшптшческого ддЕфереЕцЕаJIьного оператора второго порядtа с тр8япtпшмЕ ус-
ловtими оOщего вида.

Проблелту отнскаfflц эфект@ных крдтердев устойчшости мошlо рассмат-

рлватъ Е рамках более общей задачд о подсчете trндепсов неустойч}вости. В

варпцlпонном псчлсленип ш теории tvlopca ата задача давно пзвества. Certcac

она вновь становится artTyalbHofi в связи с оплсанпвм пнтец)аlrьвшх многооб-

рвпfi дш неJпвейннх паребол}rческшх слстем f9] , потребпостямд теориш уtr-

равлендя [iО] д дl. Нашболее полно воtrрос о подсчете пЕдексов Ееустоfiчивос-

тя пзучен дUt самосоtrряIеЕнъrх ддdФеренциальншх операторов в прострашстЕе

вектор-функциfi с одlой незавпсдмой Ееременной. Возмошrость прпменения здесь

вардяционЕнх ,rrетодов позвоJIлца hl.Мору flт,rz] Ец)азить Евдекс неустоilqп-

востш тлого оператора через чпсло сопря[енпЕх точек соответсIвJщей емту

Еаршационвой задачп. Б,llпзкие результатв, но лз дрJтЕх сообра;евпfi поJýвенш

М.Г. Крейном [tЗ,Та] Недавво теорпя индексов неустоFпшвости ддI одомер-

Ечх calilocoEpяIeнHшx операторов бша завершена Т.И.,3елевялом [rb_] л В.Я.Бе_

ловъш [ТО] , рассмотревщимл не !з]пеЕЕЕе равее lФЕтЕtlеские слJrчап.

ПОШсКш анаJlогов теоремЕ Морса дlя неслмметршlпшх оЕераторов ослоtrняют-

ся невозмоlяостьD Еспользовандя варшшlпоЕнж методов. Это затпцrдtение MoI-

по rФеодолетьr замеЕяя весхммеIршчннй оператор какпм-нпфдь саlrосопряIеяншм,

пмеЕцлм тот le !rндекс неустоrп@остя. I(онстрцrктшвчft Еол(од к отнскаЕдD та-

коfi за!rевн dн.л предlоrев еце А.М. JIяryвовьш, прtr шзученпп устоfiчЕостш ве-

слммеrрrtrвшх MaITEl. фть его состодт в переходе от неспмметрЕчвой матрлцн
2?



д к эрмптовой маlDдце f,I . которая IФч Jrбом tl*0 удовлеlворяет ве-

равеЕсшу

Rе(Дu, Uu), g, (3)

Dtя построевпя U достатоtЕо решпть lrатрЕчное утавненше

A*U * U/ = V, (4)

где Ar о А соцряrенЕ, V - оро"rво.rrьная поJIоl!тельвая эрмптова лвт-

р]ща.

JIяryтовшм Еоказано, что еслш А " U связанu условшем (3), то из

устоfiчшости одlой п8 вих слелует устоf,чпвость дr]rгой, л паоборот (более

того, в ý I ддrной статьд установлево совпадение Ех падексоЕ неустойчrвос-

тш). Tartиl.t образом, профIеlrа устоfiчЕостп неспммеФпrпшх матрщ, своддтся к

подсчеIу собственных звачений эрмптовнх. В настояцее время рзработанЕ ш-
горитмЕ чпсленной реаJIизациЕ этого подхода на ВМ (см. EI?] ).

Аншогшсная теорl.rя рsзвltта М.Г. феШом [6] ддя ограsЕчевЕЕх опера-

торов в бесковечвоtлернж пространсЕах. В нашей работе бу.ryт прrведеЕн

д8льнеrtшие обобщеншя на сJгуч8й неограншченнж [, в частвости, дпt}iерещиа.ltъ-

нЕх операторов.

Статья состопт из шестп параrрвфв п rФпJIоtенпя. 3 первоl,t паршрафе

докаэаяо соЕпадепде индексов неустоltчЕостя операторов, связанншх условпем
(3). В ý 2 излоrена теореша о разрешимостп операторЕнх уравненпй типа (4).

Указаннче общяе сообраIеншя ЕрпмевяDтся в ý 3 к изJпенш) Ееспмметrrlнш!(

дд{ФереЕIлаJtьнж операторов в rФосIраястве вектор-/ФлrщЕй с одцой незавд-

симоfi переменной. При этоtл возвпкаDт краевне залдчи дtJI эллпптЕtIескпх сЕс-)

Ter,l в областях с углоЕнми точпами на грлlшlе, поторче pacctoтpeнш в ý Д-С.'

Прш.поrенше содерrит доклlательсЕо вспомогатеJIънъп уmерIденпй, связаяпшх

с EpoBepKoF: шзвестного условпя дополнительности. Формулlтровки неrоторнх

результатов атоfi работш анонсц)ованЕ намп в [rS,rВ_] .

ý I. JИссяпатпвнше операторu в гttльбертовом

просттанстве с шдфшпЕтвой меIршой

0граншчевнне ддссtrпативнЕе операторЕ в IФостранстъе q хпrдфшптвой

метрЕкой определенч и дзlвенш Е [6] . Наш потребуется обобценЕе атого по-

tя?пя на q,гучай веограяlт.lенншх операторов. Iýсть ,{ - ,"*rrуrнй лЕнейЕнfi

оЕератор в гильбертовом EpocтTallcп" Il , оцределеннЕй ва шtотвом мно-

recTBe 9(/) r а [,[- саrиосопряrеннЕй оперетор ъ tt с областьD оrФе-

депендя 0(U) Э gU) . Оператор / ""rо""м II -дЕссппатпввнм,

@J далноt статъп оудет ощrблпsоваво в о.щом лз сJIеry_
шцшх вшryсков соорнпrа.
28



есп[ для каlцого неryлевого U€.OU) справедлдво неравевсlво (3). Под-

Еросттавсtlо ?Xl С t па:}овем И-полоrдтельвнм (отршrательвнм), еслл

mПО(|Л gJютао э й д црЕ каI.дом неryлевом uеИППЮ((D 
"rrр"-

.евве (UurU) полоt т€льЕо (отрщате;lьно).

0сповнш,л результатом этого паIвгр&Dа яЕляется следrЕцая

Т е о р е м а I. &ддздgдд /- дп"сппатrвво"о оператоDа Д цg

пеDесекается с MHt{Mofi ocbD п вцЕоляено I]Dиведенное во введеЕЕд усдов!е (4r.

тоЕдеrсuвеустойчlвостп А ц U совЕ&цдDт.

Доказательстэо этоt теоремЕ разобьем на несколько ата-

пов. Рассмоц)Б, сЕачала эашсrутчй опертор Г в блlаховом гространстэе

& с Елотноfi областьп опредепеппя а(Г)
Л е м м а I. IUcTb рвзолъвевта R(\Ъ)-(Т-ЪIГ| 9щрgц9рд r

оцDедолеgа на Mнoleclвe ý=tlal>-P, 91<UЧfu * 9rI , пDдчем ЕеJIЕчпна

l?,R(r, fu)tr ва aк}r, lлoaecвe DaBHoMeDBo огDаншчева. Тогдд д.пя каrдо-

Щ. u€уу
р2

\
р,

доказательство
десm0

Прп uе# , fu€' справ€дlЕво Tor-

ГR (Г, fo) ц - u + ъR ( П Л,,)u,
(5)

0тсцда l ш условf,fi лоrшч эц?евает раЕЕоirерная огIвнЕtlеЕпость операпороD

rR(Г,?r) дrя Х,еý . С д,угоf, стороЕч, Ера l/еД(r) л тех re lL
rxoeш

t
пГRV, r,)и l< lХRV,r,)l,flГл[ "* 0 (ll|*.-1.

lx,l

У'чrтшая Ето соотпоЕевдо, плотЕость MBoIec*'a Д(Г) Е равномерцуD огра-
впIевЕость ва ý оп€раюрЕ ТR(r,ъ) , замDчаем, что дJIя каlдого

аеlr ЕелпIlва |ГR(ТrZ,еi?)Ul р"ввомерЕо относпте[ьно

Р<|Ф,,9) стохlгся в ЕулD цв ,+ф . лолоrпм в (5) x=Nei| в

IIроЕlоцрlруем по Р Е цроделаI от 9, оо gz . Усцlемш затем 2 Е

босrопетЕостt, ЕепосредсtlеЕЕо по.цпrм ]rtвеFlдевlе лешпrш.

Ворвсrсл Е lоореrе I. Спевц Д ве первсеЕается с tчЕlимой осьD, поа_

юlry шсD? сrчGll цро€пторв Р1 з Р_ , оцрделенЕне форл.fулачtи (2). 0О-

ласrl зlаtсрi этгr Ероопюрв обоэЕачЕ{ сооltетствевво через Тfl* п /ll- .

I о r r а 2. Поr услоэlях теореlш I полдэосtтапсrво xllц булет u -
29
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полоrптельно. а tП- - U- отрпtательпо.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Во введении Jrle отмечалось, что

Ш+СO(Д) , а й_ПО(Д) Iиопlо в й- Так как

0(А)ЕЛ(U) , то й[,*С Л(tJ) , а till_ ПО(tЛ тLпотяо э й_
Теперь дJи завершеЕпя докцtатепьсIDа леммш достаточно показать, что при ве-
Еулево!.l UеЮU)

Re|Uu, Pru - Р_ u) > о. (6)

Условlля Teopelrн I гарантrрупт отсутсгв 
"u у Д точек спекФа на Lяпшой осп

и на мtоrестве [Ре X>-|r la,l '-pJ. некоторшм р> 0 . Поэтоrау в хачесве
контура Г в (2) л.:опно 

"з"rь 
*о"rlр /, , составленнЕй пз отрезка

|PoX,=1,1r,l<?,] я поJrуокруrно"rп [Re fu>-T,l?u|=z} , trc N >р
В сплу (2) имееlл

ZPru: _* 
t

R(A,x)udx :

4z

RU,;p)udp #l eiL R (A,zei|) udр,
-ry,

Перехоля к Iт.DедеJгу rфц l,_+e и исполъзуя лемм5t I, полJпIаем

Tatшr образом, дIя ч€O(U)

Rе (ttu,Р*ч- р_, ): /ýке |Ju,R U,lp)u)ap" (?)

0тсDда вепосредстЕепно сле.ryеr]a', так ка8 rФg U# 0 п каlлом вецествев-

Ho'.r Р подлятецашное вшрааевпе в (7) полоIдtельЕо. ДейсmптельЕо,

,уст" R(l, iР)U=r , тогда пз U- лл"""о"тЕвностп оо.р"rор" /
вЕтекает

Rе([/с, R(A,ip)u): Re (Дt- iрtг,Uс):

- Rе(Дг, tJtt)- Re ip(tt,IJt) -Rе(Аt,tIс), о.

1,

-;l
-L

i !"a 
U,rp)ud4l, : 2Дt tl - ч :4ч - р_u.

ф

лемма доказана.

Лемма З
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ядDо п огDавичеЕ спDла. т.е. l(/u,u) < оlul2 дц__щдgl9р9Е9 с ш лr'
бото. чеа(0.

До к аз а тел ьс тв о Пр.щоJIоIЕм, что|Jц=О, U#0 . По-

nuu [=д''tJ , полJпиIч' fu(Аr,,IJD=Rе([Iц,U)=O. а это Еротдворе-

чЕт tГ- дяссшпатпвностш оо"р"rор" ,4

Таrt Kalt Ш+aО(И , то оператор UP* всцдr оЕределеЕ Е замкЕут,

следовательво, он оIраЕп,rев. На основанпп леммЁ 2 вшраrевпе (UParP-a)
ЕепоJIоЕдтельЕо IIрп всех ЦеО(0 , поатоl,ту

(IIu,ч) = (UP+u,Pru) + (аР+ч, Р_ч) + (Рч,UР*u) +

+ (tJр_u,р_ ч)< ltFр+Ш (Л4 l +эlРl)пuf ,

лемма довазаяа.

До ка з а т ельс тв о теоремн I. РассмотршмнепрершЕЕуDспраЕа

спектраJIьщпO qупкцпп fL оператора U ,ипý/сть ilу=U-Е)t,
t-=Eoll . В спlry лемшш 3 подпросt?аяст"о tft содерlштсЕ rО(а)
л ,Еляется И- оопо"оrельнЕм, а подпрострu"оо Xl- - U- отрпls-
тельЕшм. По лемме 2 полlтростраtlства tllr+ п Vll_ оОля.ц8Dт по отЕошендD

* U точно такпми Ie свойсIвамш, следовательЕо, Й+П 3l-=0 ,

ИL-Пtt+ = 0 . Это ознечает, что отобраI""- Pai !l+-й+ ч

(I-Eol:tltr+- Xl+ взаgl!пlо одlозвачЕн. Но тогдд dj,пъ trП+=|!1пХlа,
I(аrt бщо показаво во ЕЕеденил , djлъ Nt+=аW) , djлъQtl+ :а(il . TartшM

образом. а(Д) = a(U) Теорема домзана.
3 е м е ч а п л е I. В некоторЕх сJýпtoях условЕе отсутствпя у опере-

,ор" / точеr спекц)а Еа i,ffm|оfi осп сllе.ryет из его /-лдссппатlвнос-
тп. Тл< будет, пацр[мер, еслп спектр ,4 

"оarоо, 
тоrlъпо пз собсlъенвшх

вваченлfi. В саr,лом деJIе, ryстъ 7,1, Еецествевно. Предlшоrrв , что lt!:
=i,/tд, ч+ 0 , trрдходпм к гротЕворечпо 0< RеИu,Uu)=Rеф(u,Uu)=0.

Еслп ус;товпе U -м"сппатfiЕвостп заrеплть более сдлънвм ограяп.lевЕ-

ем

Rе(Аu,tЛч)"<,|ul', ф>0, чеа(Л), (s)

,о 
"о"*"э 

Д Е лDбом сJryчае Ее пересекается с мнЕ{ой осьп. Доказате[ьст-

во этого утвер8.цевЕя получае!ся модФЕацшеfi расс]пдеЕпй f6, гл.r, леlш
7.I] . lъ вшпенпя glAl Е aU) п зш{кЕуюстп оператороь Д,[I Еште-

пает оцеша (см. [z] ):

lИлl<с ([Ллl+шлt ), че9(А), (9)

В сшv условдя (Й) оператор ,,4 пrеет pelTrlяpвllo то!пп ва r,пErro, осf,.

Ес.пл прелполоt!ть. 
"rо 

,4 ппеет мвпrrЕе тоtпп сЕекгр8. то ваtЦется тлоо
зI



вещественное л , что ip будет прпваддеrать Iраппlе спектра операторi

Д Тогда (см. [а] ) сацесвует Еоследоватепьность uоеO(Д) едл-

нпrrншх векторов, лдrt которчх ДUо- iP,Uo-*Q IФп /ъ*|е. испольэуя те.

перь (8) и (9), пoJrJвaell протсворечпе

ос < Re (А uо, U u) =Rе (Аu; ip ц о, Urt о) < l Д u; ipaol, l Uu ol <

<сlДuо- фu.l, (t +lAuol) - о (о*ео),

Замечание 2. Еслшвусловшхтеоре[rч I замеппть U-д"""п-
патлвgостъ условием (8), то уlъерrдеЕпе лешш 2 относптельЕо подФостраяс1

Ва Пlr1 irоrяО УСПJIЕТЬ:

U!u,u) ,- dlчN' , dr0 , tle trll+ ,

Леitсвптшьпо, пз (8) д,пя любого U€0W) сле.ryет

Rе (|J u, R ( А, ф) ч) = Re (А R (А, ip) u, lI R ( А, iр)ц)> цl р 1А, lp) u l",

Ты< кыr ПZ1 пЕвариаятно ooo"nr*""o z4 ш оператор Д* = ДlМЩ ог-

раншIен, то rФи каIдом Ц€ tril?,+ п Heкoтopol,l С > 0 Емеем

lR(д,iр)ul'= lR (Дr,iу)uf .,-Щ .

Подстаэляя ue ill1 в (?), по.цrчаем

(IIu,u): ;i* VIu, R (Д.iр)u)dр -- #n "r\ + .

В отлtпше от сJrучая оцранFIеннuх операторов (сшr. [О] ) заоечаtие 2,

вообще говоря, ве распространяется Еа подпрострвяство [||- i т.е. даrе

ш)я нs.пичпи условшrI (8) нельзя утверlдать, ,rо([IU,U)<,ЙUП',lrО,uс7ll_ПQt

ý 2. Решенпе векоторнх операторвъп уравненпfi

Jhя построенш U , Ео отяошенпD к Koтopottтy заданннЛ оператор z{

будет длссппатЕвен, обратпrся к ypaBHeHED (Ц). Это Jп)авнеЕпе является част.

нЕм сJryчаем бо.пее обцего

,о" /,, Дr,
A,U - UД, - V, (I0)

V - заlrкЕутше лпвеfаlсе операторш Е банаховом просщаястве

$ с шIотяшtц областямд оцредшенш О(Д) , 0(Д2) п O(V) ,
цршем g(Д) Е O(V) . Решевпем }тавненпя (I0) ваэовем талой опёра-

з2



тор U , что O(U) 2 0(Дz) п д;rя Jпфого аеО(Д2) выполнено:

ДrчеО((I), (IчеД(Д), Д,Uч -UДrч =Vu.
Пусть t, " tr- пара .lгучей, выходдl}lх из нач€ша координат и разби-

ваDщих коtчtlиексную tшоскость на два сектора 3, " S, с угла:п 4)

п 2C-d (0 < О < 2а) соответственно; 0 - "руr радwса р с

цеЕц)о[,l в lIуде. Обозначлlм 
".ре. /, " 7z заJинканпя мноrесrъ cf,x@ п

Srr0 tsсюду да.лее будепl цредполлат", "rо -47 состопт из регулярннх

точек ди Д, , а L- "" ретулярннх точек Епя Д2 :(роме того,

rrусть велп*Irнн l fuR (Ц , X)l n ll},Д {Дr,L)ll р*"о""рно ограничеЕu на

А, " l, соответст9енно.

Теорема 2 фдц щц пццQд!цqццд перечисл9ццшх условиi] спекlтн

О, ц бz оператоDов 4 ц
MoIeT иметь не более одного DеЕения в lilacce огDаниченншх оператоDов.

Доказат ельс тв о. Соедянtплгладtойкр}во'l l IlEe точ-

ки, в которнх лJпп t, " l, пересекаются с граншlеfi крута (' фll-
эую [ внберем Talt, чтобн она целиком лелалв э (0 и не содерrаJIа то-

чек б, n б, . Такую кривую всегда tlro;'Ho посlрошть (см. [ТЭ_J ), пос-

KoJbKy 6, п oz не пересекартся. Дополвим t до бесконечного контJФа

Г0 rФаillолинеrНш!,Iи участкаI!,!и границ *оr""о l, n tr, Лополнение

" Го до Bceft комплексноl4 tцоскости состоит из непересекашlихся областеi

G, , 0, , гд€ G, содерtит влуттенност" Д, . а е, -,rуr-
р"""ость /, Орпентацпп контура Го вшберем так, чтобн прш его обхо-

де область

[ýсть

ппе которо!! Bnor"Ho в G, и не содерIит точек оz . Ана.ltогlrчно, 02 -
оцанпченная окрестность О2Л С2 , заf,тЕкаяпе котороr! влоrено в Q п не

содерЕпт точек g . Моrelо считатьi что а, n Qz состоят пз копечно-

го чясле связнUх KolrпoHeHT, замнканпя которвх попарно не пересекil)тся, цри_

чеl,t граяица каf,доr{ компонентU состошт из конеtпого числа глад(и,( замкt{утнх

крлвчх. Совоryпность всех кршвшх, образукцпх граншýr 0, п орпеЕт}Фовая-

ншх так, чтобн прп оOходе к8rцой Kpшo't ограничиЕаем8я е!о связЕая компонен-

,л Q, ост€Ешась слева, назовем контlроло d . По отпошенпп к 0, оп-

ределим аншогrrчнЕat конryр Ц , ToJБKo ориентrруем его цротшвополоrяшм

образом по сраэненш с { . Составдм, наконец, пэ Го , r, " 
Г,

слоЁtнfi конrур Л
Рассмоцрим гrрч uе& несобственннй шrтеIрал

( II )

G, оставшась слеЕа

Q - отаlпченная окрестность мноr'ества q П С, , замнка-

\ к(А,,ъ)rz d.ъ :Я 
}*,n,,",

udл,
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Здесь д даJIее все пнтегршЕ по веограяЕtlенноiлу конryру Г Еонпi.rаптся в

с!.fнсле главного значенпяl т.е. каfi пределш lФп N4ф ЕптецаJ[оЕ по от-

paнгleнHнl,r KoHrypaJ Гr=|)"сГ ,lal<z} . Всякий раз, когдв TaKoft

rФедеJI cJ,цecтByeтr будем говорпть, что соотэетсвухцпй шнтеIтш сходппся.

3 сшry анаJIптшчносr" R(Д,,L) интетраl ю Г, в IФавоfi частп (II)

равен ЕулD, так каfi Q, ", 
содерIшт точек сп?кт, опереторе

.ШУХ JФ}ТЕХ ШВТегРаIОВ t\,lolнo 3аIrrеняТь вЕраI€нлем

д| Cplrry rе

\
cL

li,* R(А,,х)udъ,

пгде 0', - .ryга окруIностп рад!гус8 z с цеЕтроь,! в пуле, содерrащаяся в
псекторе ), и орпентированная trротпв часовоfi стрелпп. Учитъвая условия

теоремЕ и лепtлtу I, полlпаем

\ r tl,, ъ)udх : - ia)tl ,
( I2)

Анапогипlо

R(Аr,ъ)udъ = i(zп-,iu, ( I3)

7-оо

Пусть теперь

ч е tf rrрп Д,е Г

г

\
г

И - о"р"r,*енное решенпе (I0). Тогла для каццого

сгтраведlпЕо очевид{ое равенсmо

UR (А2.х)ч, R (Д,,ъ)Uч = R (Д,,х)VR (Д2,L)tt.

Проиптегрrrруеrчl обе части этого равенства по коптуру Л С учетом (I2),
(I3) и того (Dл(та, что ограншrlенный оператор U Molgo вноспть под

знак сходrпlегося яЕтеIтапа, поцвпl./!

tr,, :1 l ,? U,,ъ)чр(А2,х)цdъ. (I4)w..' 2пi г
Таллм образолr, значеня" Uч на.ппбом алементе Це8 представЕмо

форlryлой (I4), пrтеттал в Ераэоfi частш поторой обязательво сходдтся. Теоре-

ма доказеаа.

Те оре ма 3. Прдусловпях теооеlш 2lrравненде (I0) пмеетоттапи-

ченЕое Dешепле тогrв д толъко тогда. когда rнтетDал Е пDавой частп (Т4)

сходдтся лlIrI Есех U€&
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необхоллrость схолдlrосtl сооtъепствJrь

ЦегО ЕТегрsле доказdна в теореме 2. YcTalloBпM достаточЕость. преrде всего
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опrетшr, что оператор а , задаваемцй фрWлой (I4), oryaяEtleE. Леfiст-

Епте!ьвоr еслl
оЕределев на всем

?чеГ

VR (/r, r") = VR Иr,р) + h7)VR (Аr,/) R (дr,х) ,

0тсцда Ецтекает, что семеf,сЕо оц)аншlенвuх операторо, R (Дr,\)V R(Дr,Л,)

пепреръвно по }, ва ковryре r . Следовательно, кяl.тrд пз шнтеI?алов

U, : #[*',4,, t)VR Иr,ъ\dъ, гr:|ъег, lrul < z}

оудет orpaппtteвHur't оператором. Еслп штеrрал (IЦ) сходятся дJlя .шбого

uеtl , то U тшilе оцраlrпlев пав ЕоточеЕЕfi IIредел trрg 
'+ф 

опе-

раторов U!
Покаlем, что U удсвлетDоряет утаэненп) (I0). Прп ue0(lr) спра-

EeдtEBo тоlцество

A,R (Д,,х)VR (Дz,ъ)tl : R U,,Ъ)VR (l2,ъ)Дrч -
- R {Д,,ilVч + VR (,4z,/) R (Д2,Х,)(Аzа -/ч),

которое легко rФоверяется непосредсвевво. В cEJry (I2)_(I4) r ограпrчев-

ностл операrор" VR (Дr,lr) пвтетра.lш во Ъ ЕдоJlь воцтра Г от

каlцого слега9lrrого в ц)аDой честц этого тоrдества схолятся. Но тогдд lптог-

рsJI от левой частп Taкle будет схолдirrся, црпtlем

'/Д,ч + }Uu rг

+ \R(Д,,р)LЧИ,ч-рц\: UД,ч+Yu. (I5)

Tаrt клt опвратор А, заliкцrт, то пз сходдliостп lвтеI?адоэ в (I4) п (I5)

сле.ryет, чtо |-fцеД(д,) . кроме того, оперsтор д, моЕо вrпостl
пз-под sнаf,а пHтelpa;ra в (I5), поq,Iе чего поцппм утЕерrдевlе теорешш.

З а м е ч а н Е е 3. В cJýпae ограсЕчеЕнв, l,, Д r rV Toopвlgl

2 - 3 BHTeKaDT Ез реýудьтsтов [6.1 , хотя TaJt, llрЕодlтся боIбо слоrвая фр_
Wла лля U , содерIаlая .Еоf,вой дчт€IтаJI. Сryчаfi вооцраЕЕвsвЕlп оцеIв-

торов, но прЕ более lgстпп цро.lшолоtевЕff,, чем Е теорошаr 2 - 3, paocroT-

ров в [20.) . Поrоrая ва (I4) Форьgла уставовлена тапlе Е [2Т] ддя percв!'

JФsввеЕпя в"ле /,U,-Дrtl=tr . гд€ dГ- пзэ€стЕчfr, а Ц-асп-
DесlЕЕй ЕепторU.

3амечавl€ 4. фвелеш Еросlоо достатоtпое усrоDrc сIолшс-
з5

/ - ретуJIярЕая точЕа дJIrI Д2 , то оператор VRИrrР)
& Е заtкн!rт, по9тоlrу он оIраtlпtен. Кроме того, црt



тп интегрша (I4) прп лпбом аеtf týсть оператор V подIднеЕ опера-

то9у Дz с поря.Еr(ом < (0sc< /), т.е. дтя каr.дого г€О(Д) вlпоЕве-
но неравенство

lVrl< сlАrлl" [иl'-". (16)

По.:оlиlл здесь 1/= ЪR(Дr,Ъ)а r погдд

l tl tr VR ( /.., ъ) а i s с l l Г l А 
2 
R U 2,ъ) al" | л, R ( А2, ъ) ul''n,

0тсDда, учлтшвая равномерЕJD ограяпченвость оператороэ NR (Дr rN),
},R(/r,Ъ) пДrR(Дr,Ъ) наконтуре Г ,по.ryчаем

l fu 12 
- 

l R(/,, ъ) VR (/2, r)4 l < l n l-" I л"R u,,ъ\l, |fuч R u2,,?")ul < шпst.

этого достsточно д,и сходиlrостл rнтеграJIа (I4). Условде (16) MoIяo заме-

нить анаJIогrtпнм условлем подчЕвенпя соцряlепного к V оо"р"rор" V*
.orrpr".r"o'y * ,'|, on.p"ropy /|

Вернеtrся теперь к задаче о ооa*тоa"по [/ , Ео отЕошевшD к которо!rу

будет диссипатЕвеп залдrншй on.p"rop / в гплъбертовом просцлr"*"" 3l ,

удовлетворящпй условиD (il) . Оаоsя"rо" 
""р"" 

,{ 
* 

.оrrро""""и * ,{ опе-

ратор и сост€впм ураввение (4) с спrшшетрЕtпlм оператором V в rФаDоfi

части, опрделенввм sаO(V)Эg(l) . СЪедем утаввенпе (4) в утавневшп

(I0), потагы А,= /* , Дz--А . в вачесве секторов s, о J,
здесь моIяо взять правут Е левуD IIо.rylцоGпостп сооIэетсIвеlпо. JIоryстпм,

что ЕЕпоJIнено ус,Iовие теоремЕ ?, т.е. сtrектрЕ Д* " 
|гД) пе пересева-

ПТСЯ. ТОГЛа У / О l' "", 
точек епвкц)9 на шlимоfi оси п в *"".сrве {

trрд ЕосФоеяап Г мошо вшбрать мншfуI} ось. Сходдtлость штегрsла в (I4)

аквиваJIевlпа в давпом сrrучае суцесвоваяип пЕтеграла
ф

- i" _[ tl- 
+ iрIГ' V (/ - iрtГ' udp ,

Еслп прл каIдом це Yl атот пвтеIтвJI сходдтся, то J[равневпе (4)

пмеет оIтаяп.lеЕпое реrеное / . Покаlем, что [- салосопрпепвшfi

оператор. Пусть |/, g tr прпнадJtеtат О(Д) . В сшу (Д) пмеэм

(Au,{I* u) -l[IАu,ч)- (Yu' А* (Iu,u) - kl,Vr - U*д с),

эю озпачеет, что [I*u еOИ*)" А*IJ'r-Yu-l]*Аt . 0гравпчовЕоэ I}еш€Еrе

(4) елдвсlэеЕво, поэтошJr U*= U . фл полоrлтедъво, V опср"юр ,{

булет [/-ллссппатвев.
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ý 3. Прп;rоrевпе к лдфереЕцпадьЕЕм опбратораri,

В этом парщрsф обслдаэtся повц)етпче метод рошевпя JФаЕвевпil впда
(I0) в cJýrчae, когдв Д, о Дz- лдфферепцпшьнч8 оЕераторш. 3 качестэе

Ершоаевдя будет упазав способ посlто,евпя саt осопряrеЕячх шнтеIтшьЕшх опе-

раторов, ЕмешщI те Ie Епд€псЕ всустоfrltrЕостп, что п 9алшпЕR ЕесшrмеIрпч-

вчfi д!Фврощдальвчй оператор.

ro. Непоторве опэелолонпя. Обоэвачш,t чорз С мноlвсlво Eoiilцeкc-

вшх чпсвJI, а черев СrL - u {rервое комЕдеасЕое щостлlсtъо. Вектор

U€Сп счптается столбцом с коltпоЕввтыrп ц|r.,.rХ . Еqпr ЦrГ - еле-

irевтш Сп , tо

(u,u):Zо'Т'.
0

Сшволом 0о,* обозвачается мноIесtъо п хПz -iiатщ A=@ihraOZ С,
bl,...rп,j=l,.../rr:. М л/lux oleCo t ДеСц. пorolrtl, lчl-mдаlЦi|i

0

l/ l: mлt lO
йi

, "о /le Спrп
_ 

"ооро."ryr " ,{

*, Ве Соr* , чеСп

обоэвачает t?аясповЕроэаgryD, а

riатрпýr. Пропзведевrя эом l8 
" 
lЦ

, понпмаlllqя в обшвоttl сllчG[е.

ii

Еслп АеСо l|п

д* - l-'
"л" 

ДС0^

IýcTb Q -оМасть в вецесIвввном S+repBoM Еросtэавсtве

f,a , Е, 
"" 

заrruкаЕпе, {r0, l.P'* . Нлr понадобят_ся стая_

двртпше ФntщlонsJгьЕfr цростаЕ "о" 
'СС (F) , L,(P) " 

WC, tPl ,

нормЕ в которц будем оооsЕачатъ чеIЕз l,|f , _|,I: " Silf,, соот-

ветствовво. Вовторвая (mцпчвая) Сщш EpEaIl€I!! о.цоilу пl э!гI прост-

расств, ошп все ее коOrповеЕтш прlвадоааl Dюlry црOстщсttу. Еора веr-
юрпоfi (mтрrчвоfi) флпщхп оцрелешется rап пщспцru сооllс!сщцгI Еор
€е компов€вт.

0пертор к_tФв!пого д!ффорsщrроЕаllя во валоfi-лrбо псршовпоl .2

обозвачается лдлое ".р, .Oj . БуЕа с о8вачаот всяryт по!ош!ельЕtD

поЕставт, юlпая велпЕlа rоюроП lJlE вас EocпcclBGBEa.

Paccrroцп,l л!фоDощtа.ЕЕоо lцtцcвtэ

2!е

d lc,,Dr)u : Е А*юt!! u to, (I?)

Здесь d (а) - эоitор{tщJl оо Еtlrcпш , Со , оЕtrЕдQlоЕЕая Еа по-

;:e.{Hor, trроilgтlве Гg,а , . lo(C}r.. ,rln(C) - вопррЕшо Ba|a,t]
3?



MaTpпtHEe фшqrr со значевпяr" 
" Corn . Гtра a=Q задqдпм IтшrппЕе ус-

ловrя

то оцератор Др ,аrпЕут, Et ee,

ДеВВО]'{ ВО ВЕеДВЕIl УСЛОВrП (l[)

38

j=|,...rпlл, (I8а)

лrсlDеtЕ' сп€sт д уловлетвоIяет црпЕе_

. 1Ъпшr образоr, в ооер"торr, ,{, IIрЕ-

$ to") ul"=o : Я ,,_oj u(a)= 0 ,

пе Р1*€ С,rоrПj<2п-| . Систеilч условпfi такого ,е впда, но с дцrтЕмl,
вообце говоltя, коаФфщЕентамш, зя.ця.тлl, вра3=6 z

I tЛrlul"=в = 0 , j - ,n{ |,,. ., 2rпо. (IEB)

Будем говорпть, что фрмальнuй дифференцдатьный оперетор |l, $l ,

пороцдевЕшfi вшраIевдем (I?) с условшмд (I8a) - (ISl), црпнадпеlит trJIас-

су Ci^ , еслп:

mr) .Прп лбсш gе|а,61 собственпне значенпя vaщпlн

Hl^ Аr^@) леlдт в поJýrплоскостп Rе fu < 0 rомллекспоfi ,цоскостп

с
\а:) . С}тествует тлое de (%, П) r что еслш lful >0, lalg\l<O,

то краевая залвча

Аr*{а) фu@ -ъuiil=Ot

Р;*,D! u@) - h,i (f=l,...,tпп), !*lчр)|- 0

пмеет еддlстъевЕое репевЕе дIя Есех /lr; е С . Аншогrтноа условпе trредпола-

гается вЕполяеЕЕвм " -*, d оо оrlо"""- к системе ITBA.

Масс ilrП естесlэепво возппхает прп Еэутевип параОолЕческЕх сЕстем

эпла Zsц@,ё)=i@,Л2)Ц@,t) с грапtтtпЕми усf,оЕпяlrп (I84 )-(tBl) п

вачшъвЕмп двпвшlrЕ U@,Ф= Llo|{). йоI!ство (аr) озвачает 2rп-парабо-

лпчностъ этоfi сlстемц Е сlо9сле И.Г. Петрвского. CBoilcTBo (П: ) , которое

trpEIUITo назlвать условпбl, доцолвlтеБвостl, гарав8друет rорректЕость соот_

ветстэ}щей ЕачsJlьио-ýраеЕоfi зал8чп (см. Гzz] ).
Кдrшй фрма.Бlшй оЕоратор lil,Л} р.-*у.тся Еак ЕеоrтапЕчеЕЕЕй

операюр Дрrц-illс,I)")ч i "*ip,".Be f,рkЦ , це d-P,l) t

l <P.n' 0бластъ опрсдшеЕlя а(д.) ,"о"о оператора состопт п8 Есех

а-вектор{уъщrl ц(ОеWf, tаl . ,оо-"ооршlп грвsЕtпuм усrовIям

(Isc ) - GSб ). }lэвество [zз,zl.l , .ю "*" {./, f) **"*елпt il^



менпilч IвссуIдени пр€.lцryIrп параграфов.

ltloшo покаэать (сш. [zs] ), что собствеЕвъ!е числа п собствевнче йуlк-

цпl опврат'оро' Д, ве завlсят от вЕбора /_ в интерэеле /<р <оо, При

эюi' все собсtъеннне iпункцll црlпадr!еrат С'^(а) .

rVсть формШьншй операТор t/, Р13 ,rэ**"uт м^с"у й^ , прпчеп,

Д^lоlеС'ldl . Рассмотрпм rфрмшьпо сопряrенннll с Btд.l (относЕтельно

скшярвого ,rропзвелеппя в /, ) оператор Р-, \l , поро!денннй диф-

фреIщпвJtьпшt,l вшраIев пе}t

2п
il* (с, Dr) t : а н)" D: (Ai tot tг tai

п сrcrемой цsвrппЕI услоЕпfi

Пi Шх) u| 

"= 
о : П пл+j ( 0r) u|g=6 = 0, j = |, . . ., пJ:,,

соЕряIеЕвоfi с (I8a 
' 
- G88 ) относптел"rо / 0писанпе сопрп€нпЕ,( fра-

BEtпHx условпfi !меепся, нацрпмер, в [ZS-еZ] . поIптЕо, что вц)аtенпе

d* @,D) обладает cвoficтBol*t Wr). Сопряrеввче IранЕtпuе услоЕшя оЕ-

ределrтDтся веошоgнаtпо, тем пе мевее пх всеrдв MorBo ввбратъ тепr чDо оЕц

буryт облалатъ свойсво" (а: ) по отноrепш к вФаt""- ,l*1/.,1r) (см.

ЕрrлоIеЕls п Еsстоцеi статъе). В далъпеrtшеri спстема соцряlевнuх цаяЕtпЕI
условlfi всегда счптается шмепво тадоfi. Прп этом формалъЕЕrt оператор

L!-, Пj! црrпал'оаш 
".*""у 

il* . Tnn До " Д; - реаJtf'ацп!

|4, PiJ " Li*' П;J 
" 

ЕространсЕ ах Lr@) в L.QD , b-.u ir t=' ,

то сопрпоЕквя с А, оЕерgтор (Д)' , доfiсtъщпfi в просtтап"о"/rr{а) ,

.о"оr*., . А] :

2О. СЪеДgЙе опоrrвтоэщ mаввевrп п кDаевш, залвчаrr.

В простравстве п -в€втофу-ццrf,, компонеЕтg которUх прппаллеrат /,
Еа IIрошвryтп" tl=@r6) , paccшoцпri операторв .{о " Во , пороI-

деЕЕ!е спстоrrшrЕ IJ,EJ " |9,0;J -л""" Ш' ' . ЬсЬп, утаDпевЕе

ДrЦ+ UB.=Y , (I9)

где f/ - вопзвесптЕfi, " V - швостячf, оIравr'rевuвf, опорsтор э LotO) .

Щсв 2u, в ps (t,s - /:2,,,,) - собстDешше sвачевrя Л, , Вr со-
оllсlсlDеЕЕо. Еслr fur,+F, *0 , то в clJTy 

"еорен 
2 - 3 п эцrечаЕlя 4 су-

]всtэуот олЕс!DеЕsЕ! оц}апlt сЕЕlt оператор U э L, (о) , уIоэлеtто-
Dщяfr JrpaBпeEID (I9). КошретшЕруем ато абсIраЕтЕое уtверrдэвпе, ввбрав

Е lачoсlDо V EToITeEErl опсDвтор з9



Vи:\Vtoyl utyld,y,

"*о ЦС,И) которого оrrределено в юадрате !?=dxcl Е trривимает значе-
нnя в Coio . Условше Vtc,ylcLr(Q) , N=пLa$P, h) гарантп_

рует oгpaJrпrl."ro"T" V 
" 

Lr(Od) , при атом

[Vиt] -. с iV tc,yilf, \ul|, (20)

где С не завЕспт от Zl, u V (см. [еВ] ).
Решенле U JФавнендя (I9) щем тлfе в впде интеграJIьного оЕератора

с MaTpEtIHHM яюоu. Ulцу) tsвясншlr, црп кл(Ех огранлчениях на [/1цу)та-
Kolt оператор действптельно будет решевшем (19).

Доryстпl,t, что (/1с,у) прЕнад,Iешт W{ tal и удовлетворяет ( в
сltýсле известншх теорем о следах) граlltаtlннп,t условшм

€ (Л"'ltJtcyl|"=a : P*' (!)Ulc,y)|.=g = 0, (2i)

l'=|,.,,rfuп,
Тогда область звачений оператора а содерIптся э 0(Д) и длrI всех

че Lr l,al с

Ар[,Iч = \ "r ra ,0) IJ lc,y)uQ)dy. Q2)

а
это очевидtlо, еслЕ Utc,|), С^ (а) Еслш "" II1cyl цршнад;IеIЕт лi.пttь

W{ tal , то cJrцecтByeт последовательность [Irrcyl матр}пlнЕх функцяй

о"- С'^(D) , удовлетворяrщкх услсвltял.,l (2I) п сходtцRхся тrри У+оо к

(/tr,yl по норме W'{ tal Возмоrность Tartofi апцровспмациш следr-

., u. l"rynbтaтoв f2z . леlлла Т]п [ZЭ, теорема т] . ООозначпм через |/u

ЕнтеграJьнчй оператор с яд)оt, Uu{c,Yl , а через /- правуп часть (22).

Пршлевяя * ДrUru-4 оцегку тппа (20), ЕоJýппм

lArIIru- ч|1 -. с l dU, - dul; lul| <

-<cl4- U|?,r,|u|| - g (u*oo).

Tart кал ооaр"rор До замкЕут, а последоватешность Иr4 сходштся к

IIЦ Е прострлlстJ" Lr(d , ,о [ruеО(Аr) ,Дrl/u-rГ.
Въппс.lтпrl теперь коuпозпlпо (I!, " Ддя этого rrредпоJIоIпм, что

поаффщпентс В^ д!фферещпальяого вЕраIевпя л Ерппалдеrат С'@) ,

п обо9начш'l 
""р"" [9', \J аоэu-ьно сопряIеЕЕцfi с |$,ЦiJ оператор. а

через |!*tayt- сопряrепrут с И матрящr.,У."r" UЁу>rС'^(F), цп
паIдоl,t фlпсЕровапсоu .a€ d стоlбцч маr?Еш U удовлетворяDт Ео перо-
40



ОДtОРОД{Еlчt ГРаЯ ИЧНШlЛ УСЛОВИrllJt, СООТВеТСТВУШlИМ ОПеРаТОРУ

. Внберем u€О(Ер) и рассмотрил.,: значение Z-вектор-{лlунк-

в какой-либо точке 
'€(/ 

. Составив ска,шрное цропзведение

" Сп этого значения и цроиэвольного вектора 4€ 0п l поJrJвиl,

(UВru,ч): (tI tc yl,fi ty,n 
r)u Q), u)dy =

6

l
о
@Q,П)uуl,Uiсулdф =

Фледовательно;
g

менной l/

L9-, i,!
о"" [/Ёru

lI Bru = \ lЛ- ty,D/'|I*lc,y|" utytdy :
где штрих означает транспон!rрование, 

^ Л*

ГЙулl,

8

l
Ф

в€
=\ tu tyl, Л* ry, D, l tl Ъ, yl ч) dy : \ |Lll- r у, 

О/ Uic yil-u l у ), d ф .

йу!|ч
€

\
:

)ф, (23)q

lrенннмш по отношенirо * .fl* коэdФпlлентамfi. :/д( и rrри внводе (22), легкс

убедлться, что формула (23) сохраrrяет с}Lцrl 
"слп U (аУ) rwпнадIеIит

W{ ta) t{ удовлетворяет граничннм условt{ям

-ei 0y)tJ'(c,yl|r=o: E*rrj Ur)t/'1ауr|!ц = 0, (24)

i= |,. , , I FLп,

l(оэффшlиентн BEPaIeHиtrf Пi сопрявены с коаффшtиентып Х01

фммrруя (22),(23), ttриходим к слелушlей заДаче: по залднноfi матршlе

Vrcyl еLr({J)

щп0 уравненлп

J @, D")IJ tc,!) + Г,Е-tу,lу )II'e yil' : V tчр (25)

и цаншtпнм условЕям (2i).(24). В сле.ryщшх параграфах будет покаэапо, что

такая залдча пмеет едлнственное реlденше. еслл fuL+/Js+Q (t,s-/,2,,,,)
Такш образом, сцраведIива

Теорема 4. Ппшуказаявоtrвнбоое Дr,В, 'д V Dешенцем

паэневяя (I9) является интегральннfi оператоо. ядDо UtaYl котоDого оп-

Dеделяется как Dешен[е кDаевой заllачи (2I).(24).(25).

3о. I,hдексч неустоfпшостп длфферепIиальннх операторов.

rry"r" [r0, {.J - формшъннfi оператор Kn^""^ й' " Д, - его решпза-

uM " LolcL) РассмотрЕм задаqу о въгlдсленпя пндекса яеустойзЕво.rп До.
Тап как'"о.*rр Др дпскретннй ш Ее заЕпспт от р , тоеИr)=е(r\) .

На оеsоваппЕ те€ремн I lюдсчет zШr) сводrтся Е аваJIогппоfi задаче, fi

наiiти lltатрицу tlB,y)cvl{ tal

вшраiение с комIцексно_соrФя-

, Удовлетворя-



yre дш пекоторого

нЕп к Koтopolfy д
сапrосоцряIенЕого оператора а в /r2kil , Ео отвоше-

будет дпссгпатЕвпчt . Дя посrроеrо u достатоtпо

решлть Jryлневше

(Лr)* lI + IIАr=y, (26)

где V - *"*оИ-"пбуrЕ полоIrтельншfi пвтеr?альнЕй оЕератор с армЕтовЕм,ц-

ром Vl4Y) eLr(Q) Предпо.поrлм, что коэффщlеЕтЕ ,4*td вЕра-

"""м .illr,П) Ершнал'еIат С*@). Тогдд (r{rf оЕ8ается реsJIдзsцЕ-
ей в L2Uil формальпо соцряпенног" 

" |d, $J операторе, а урааненяе

(26) будет частнЕм слJпаеir (I9). Если собстЕевншG ,""".""" ,{, тавоЕg,

что furt\#0 (Z,S:1,2,,,. ) , то по теореме 4 ршевпем (26) являет-

ся швтеIр8JIьнЕй оператор с яд)ом lJtcylew?tBl . Дя оцределепм(,l

пол}лlштся краевая задача тппа (2I), (24), (25). В сплу пзлоrеввого в ý 2

".що 
U{c,ff) обяэатешно будет армЕтовшм, т.е. {I*@,y)- [/ty,c),

Нетрулlо иэOавшться от язлшlнпх отраввчевгi ва глацкость коэt!фпlпоя-

тов вшраlеншя l Пусть Д* {О) лппъ пеЕрорЕввш. Рассмотрпl, Еместо

(26) уравненше

дrU + tI(л2)*-V w)

с тем le on.p"roponn $ в trравоfi честп. Помтво, 
"rо 

(Аr)' 
_дпссЕчетш-

вев по отношенпD к решевшю U отого ураЕЕенЕяt Eoal'ot(г аiЩl)- а((/) .

Tart Karc U (,t2)= z(rtJ) , то Z(Лr) п a(I/) соЕпалдDт. Урэнеяпе (2?)

]Ее Ее будет частrшм слJпаем (I9), одако его решовпе по-преаяеr0 rцеш в

вtце пнтеграJIьного оператора с яд)ом IItaYl€W:^ (g) Поэторяя рас-
сJпденшя, црпведеппЕе rФп ЕЕводе (22).(23)l црпд€l, к залаче

sl 1с, D"||I tc, yl + ltr ty, D 
r)U'B yl' =Y е.у ) ;

8 tl")tl tау|r.а: Лnri Р") t! tc,y)|".g= 0, i:/,,,., lпа 
1

€ tUr)ll'tиyl|r.o- F*j (Dr) tI'tc,!)ly_s 0, j- l, ., ., lпа,

Эта эадача пмеет тт Ie cтpyвlтpyi что п (2I).(24),(25). Сrедоватедно, ова

одlозпеtпо рФрешЕiiа в прострлlсо" W{ (а) , оfglв fur*trr*o

(u, 9= |,2r,, , ) ,
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прlоIOЕfflиЕ

0б услоrш дополнхlельносrl лrя
сопIrrсплчх опсре!ороD

[Рсть некоторsя },цш!rqесIlя Irх параболrчесIая краеЕая задача удов-
летDоряет условш) допоIЕrl€лlпостr. ВвяспIм, Ерш каххх ограппtlенiяI соlтря_

lевЕая краевая задв!е ,eKIe удовлетвоIжет этоi{у усrовm. В алrlптЕt€сt(ом

сJryчsс такде воцросч дзучаJlясь многrL1[ aвTopal,tд (см. , наrrример, [ZC,ZZ] ).

Дrя у?аэнсltl' и cucтerl параболшческого тдпа услоЕпе дополялте[ьностп форму-

лщ)уется яначе [ZZj Тем ве менее во всех сJIучаях Ероверка атого услов[я
оводлтся к расспtOФениЕ краевшх задач дш спстем объшвовенннх ддф.iереЕцЕаль-

нцх ураэвенлri с параrетраIrд. :{а изучевпп такшх слсте['l r.fE здесь п остаповпм-

ся. }iяпц рассуlд(ltlдrl с,свованЕ ве ддее, бЛПЗКОй К [е0] , ОДtаКО ПРЕМеНЕМЁ В

более общlп сrrтуfu],иJlх, в частности, к шараболическЕм п кваIlЕалJtпптEllеским

УРаЭНеНПЯЦ И СЯСТег,ПаlЛ,

io. СrJrriiпеявне внраrенпя п r,раяtвgче условпя. Напо}яим некоторше Ез-

вестнце фаrtтн о свойстЕах форtrально сошряIенньтх дпфiереЕцпsлъвнх операто-

ров. týсть задаgо диФiеренцпшъ}tое вьгрsIение

ltl = *П_@)D;u@),

оIФелел€пное на /} -вектор{ункцшIх пJIасса СеГg,,а
кооффЕцпент*u f * 1о) KJIacca СК La,8) . Вшраrевпе

J* L, = Ьr,r О; lAi, t"l,rtcil,,

обозвачева здесь поJryторалпвеfiвая Форма

С' |о,ас црsв вдJIдЕа фрмула

4 в точве ý

(I')

с ахП -маlтrчпшм!

(3' )

А: - сопряIенная с А* маt?Ецаt назЕвается фрмшьво соIФЕаеЕ-где

H5ltl с il
Дя .шбшх вевтор<Dуstqlfr Ц,lГ м8сса

Лаграпrа
в

о

Сцlлолом

\ [trro,n) - (u,l-t\do : Fg(ч,о)|об - Fotu,п|".o . Q',

F, {u,c)

F, tu,tt) : 
byPe_гirj 

С!, tф A.r,.ur;€l!juo,.0!utol),

в8аЕаомая гра8Еtпоfi фopMofi , GооЕетс тву,Еце' Ец)8IевlD

Еаряry с (т' ) рассмоцlпlt сlст€мlr лrвоltшr фрм
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пi

Piu = ДОуЛj uo , l=|,...,t, (а')

*" Р1^ 
'Сrrо, 

Р^+ 0 . Чпсло п,1 пазцвает'ся Еорядttом. а вщаIенше

|L-рrчD! 
-u'tФ 

- глаЕвоf, частьD Wv* 3,, . Спстему (4') 
""-

зовем ворЙльЕоfi, еслп эевюэ" Рц , соотЕетсlвJщле фОрмаr, одпнаково-

го порядпа, лпвеfiво ве9аDЕспrU. Две сшстелш впдв (Ц') Еа9цваD8ся aKBпBaJIeHT

нЕми, еGпп каIдл форrrа одоfi д9 вtrх есть лrве!Еая поrбпвацпя Фш дутой,
п наоборот.

норлалъпая c'c'B^a tBj!;:r"
LD! u' , i=l,,,,,tL; rco,....9}

пекJm подсв.** [f. }l_,

, 8Епвалентная спстеме

(цi- ,-я коlповевта вептора Z ),

назЕваотся спстемоil JШpBrre поря.ша f Dслп в спстеме Дпрпхле t?if!'
9амендть калой-вибулD ЕкэЕваJlентноfi нормальноfi

спстемой, то снова поJýвЕтся сшстеме JШрrх:lе того Ie поряд(а. JIюбая систе-

ма Jlпрпх.ле порялпа 9 вшется базпсом в щ)ост?аясrе всех форм Bluta

(+') порялtа пе въше V .

Цr.r" t4.}/, - сдстелrа Jlrргх.ле пор"мв l-/ Тогда црЕ каr.цоl,,

фmсЕроваgном { полуторалпнеfiнrт Wwгy Fg(U,il мошо едшнствевншм обра-

зом представпть в впде

Frlчr) - Руол,t$uл(ф1, 
(5')

пе Qlr ( i=l,,,,,,пl ) _ лпяеfiкве формЕ тппа (4'), порядtш которнх

обозначш{ через 4;
л е м м а I (см. Во,zz] ). рслп dеtДrtСl+О, *|Qll'!, т8к-

/-/ , црtrчем fit:*a1 - 1-/ ди.

ч -rrr, .

** Щ;iqit', ::.рН:J*Т::д Ч'j""".;";;Вернемм теперь

спстеlry tg;}l l Еоря.Щш /| форм воторой TaKIe не trревосходIт l-t
Сшстема te;}L нцtшается сопряtевноil 

" !qt_, отпосЕтвльпо ITaHEII-

ной фр!лl FrtU,tt), еслд дtl кsrдого uеС''' P,t1 усJIоЕдя

Qru|"ч- 0 , i=l, ,,,r5, (6/ )

РаВВОСlЛЬПU TO'I{Y, ЧЮ
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Fr lu,c)|n={ = 0

ц)ш всеХ а, сс-' Гл,8J , удовлеIъорffцЕх услоЕпям

|Uln_e:0 , i=t,.,,qL, 
(z')

В атом слJпае гравЕtпЕе условlя (6') 
"""rв"шся 

сопряIопЕшмп с (?') оr"о_

сдтельно "rро""- / . Повятво, что лбше сЕстемЕ лпнейнъrх форм, соп-

рпеннUе " LEl;=, относптшьно Frtrt,tt), бу.ryт аIG'ваJIентнш.

п"* delA'rlr)f 0, то дtя лпбоfi норlrsлъЕой системЕ LEl;", , -at-t

щ < l- t) суцествует соtrряIенЕая с ней норма.,Бнsя система LЦil;=,

Деfiствдтешно, доIIоJIял' LEI;_, до системн Мп!чi LfJt;: , затем оп-

редепдм сЕсте!цr Lab!i"=, . сооtветству; Lrili,i=, в сшту (5'), п вш-

деJIим дз вее норlrаJlьцrn IIодсЕст"rrч lai"i=i 0ва п будет испо,rоfi. 3а-

метпм, что .ппбая Фугая нормальЕая .o.r",iJ, соtrряаеннаяJ l_Et;=, , тл(-

." 
"ол"р.о, 

пt-1, (юрм, тл( ка( ова акDпвшеЕпl,- Lai,l\',
лемма п. щddАrt€l*О,9,щрдlдщдщщц t$li=, с,

LЦr!!=,' соllDяIенш oTBocпTeJTbHo F, (Ц,U), то лх Molfio включдть в та-
кяе сдстешl ]Urощле (E 'i:, , щ-
ллла (5'l.

Дока8 а телъс тв о. 06означш,лчефз Lt;];:rt, какое-

вдоудь дополпенпе , LE!;=, до спстешl Дпрrхле, тогда

N

Fr{u,D -Z
где (ЮрмЕ l,ar(_u_u, о 

L_Ц'l

Jшpпx;le. Ък как сЕстемш lЦrlТr" соtIря'епш 
" LP;J1:,, ,

(0u)(4,r-i,tr) +
пt-z

i-l
(4'r-оr,u)(0i d,

}

al- z
t-l

в
пt-о
i=t

TarBe образJпlт спстему

то опп эrЕЕвшентвч. Следовательпо,
пtч.

Lцл

a&l п0l

Z (а-"fi*,r,о)@1i ,

aio - 
*_Zопr^Ц^t,

i-/r,.,, пt-z ,

0ткуда

п0+

Д@i_,r,u)@!ч) --

Поrоrrпl
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пt-z

ф_*r,ч - 2 il*Pir_lr, о, K-|i,,., п/- а.

Ясно, что д,tя сшстеrn LEt'=, " tql{ вшполвево {5'). Igоu" ,о"о,

LUr!i'-, есть сдстема JШрлвlе, тал KaJ( ова получеЕа яз слстемн Дприхле

lЦr!^|u-rr,,La;J !:," зд,евой La;l::: на аквяЕалэцтЕут Hop'aJlb'y'o

сшстешту Larfrli но тогда щ\::, в cl{Jry леллrн r Ta.Kre будет спстемой

Длрrх.пе. Лемма доказана.

3а м е чан п е 06означпм 
"w"" 

F!(4Л) глаэвутчасть Fr(tt,O,
т.е. суr'![fу тех слалаемшх в Еравой частл (3'i 

"о. 
i*i-l-t Нетрудlо

-оцровердть, чrо FiШ,U) Оудет цаншпrой формой, соответствупцей ддфферен-

циаJIънцlJt вцраIенпяIчt rrл" /1 lilDlu(I) + До@)Ц(I) . Здесь ДrtС) - зна-

ченпе старlпего коафшIпента (I') в точке { ", 
а матрща Дое) про-

изЕольна. гlусть dэf Ае(€) + 0 " LPj!'i", Lai\'::: - соtrряlенЕве относЕ-

тельно F, (u,u) вормальные слстемЕ. Вклшчш Ехэсистемн JИрдше Lq]":, п

Lar,!^ , длJI которшх сtrраэедJIшво rФедстаыlенпе (5') 
'"r*tk'lr,!,

" La:\::, таtпе бу.ryт cяcтer'aJvtл !,приьте, прtпем

-0 )-z_tрiD(ф),|'1 U.t,tl, 
i+j-пft1 

. l
Таким образолr, ЕормаJIънше сЕсте['ш tр;i=, п

соtrряIеннЕмп отпосительво if ( U,[)

пС-z

i-lLa;l оказlDаптся

20. Условие дополяптельностл. Всюдt дапее ЕредIоJIагается, что коэф-

фпlпевты вшраrендя (I') постоян"ч "detДg*0 
. Ооозва"лпп 

"ер.з 
б прост-

ранство решениl:l одlородlоrо уравненм ,lч=0 , а через ,9 - rrространст-

во решенпй соЕряIенного }раэпеншя ,l*[ : 0 Так паrt коа6lщпентн ./ по-

стоянвЕ, то соответствущая I?аЕгrпая форма не завпспт от ý ш будет

обозвачаться да,Iее через F(цrЦ) . Более того, из (2') внтехает, что

F tцU) не зевшсt{т л оr Х , еслп u€G , С€Н TBr,l сашш. F
есть флункцдонаlr на 0'Н

Лемма Ш.Уллпчеа цFfu,r)=0 щUеН ,щ,
Ц=0

До ка з а т ел ь с тв о Пусть LPiI;, -какая-впбуr сЕстема

Длрпкле, тогда rФш каIдом йшсrровавном { ' 
оЪобраrеппе U: Ц@) -* |€UЬ{]i есть пзомофпэ" 

"еrдr 
4 п Cil . Это сле.ryет пз те-

оремш об о.цвозначной разрешпмостп задачв Кошlt д.ltя уравпеЕЕп ta=0 ,
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поскольпт ct{c'e'a LP1I,:, эt'Еваrентв " Lr; Ui tcl! , К= 0,.,,,,l,t ,

i=lr,.,rП Аншогиtпо, еслп LаilЪ, - система Jlrргх.llе, то отобрше-

"о. 
V i 0(g) * 1О;а|оц!'|, есть изомофlsм меIдr Н " Со! . Ут-

верIденде леммu 9цтекает теперь дз ЕредставJIевпя (5/) , "rc |$|!-, п

|Цr\i'=, - сшстемв Jlrрвх.ле.

Предполоrлм, что ураэвевЕе

-с
drtl}, А*t;гf]: о (8')

относЕтельно скалярвого параллетра Г не пмеет ЕецесвевнЕх корней. Тогда

с}rцествует р"*оrе"ше 4 в црmrуD сумtчrу .щух полдростравств е+ п 0_ ,

где 0+ состопт пз (Руъкцпfi, сIреш]rхqя к Еуш Еместе со всемп trропзвод-

вш,lш црЕ I-1B, 
" 

е-- пз фylrкцпЙ, обладдщпх аIlаJIогшtпшм свойствоtt прЕ

а * -е . TartпM le спосооом MoIEo осlrцесlвить разrоlесЕе H:Hr+H_,
Л е м м а Iy Ыrcмент Ц€0 IIDIвал|!еIдт 0+ тогла ц топько тог-

ддцЕ9гдg F(ц,u):O длrI всех цеН+
Доказ ателъс тЕо. IVcTb (/€ааrUеНr . тоглдлз (3/)

п оЕределев* Gr, , Н* сле.ryет, 
"rо 

hrъ FU.U) = 0 Так rап

F fu,O ве заэпспт от f , то F(ц,U)-O . дЕалогпчно Flц,о)=0
rгрп Ц€0-, UеН- .

0братпо, rryстъ Ц€е п F(Ц,Г)=0 м Г€Н+ . полоrпм

Ц= Ц+|Ц_ ,lде llsEGy , U-е G- . м [еН+ имеем

F (ц-,tЛ =F(tJ,tl) - F(ц+,U) = 0 . но Fft/-,4)--0 TaKre rrрп tг€//-
0тсцда Ентекает, что FlUпU)=0 лм эсех tIe,// , следоватеJIьsо, ц=0
лемма доказаrа.

ПQяятно, что [€Н+ тогда п топько тотдд, кот.м F(цrц)=Q trрЕ лD-

бом а€ 61
3афпксrруем теперь некоторое вещесrвешое ý п рsссмотпм KpaeEyD

з8дачу

!ч=0, Piulr=e=9i (1=l,,,.,L), 
Иlч@ll= 0. (9')

Зюсь |rе0 t ,Е - лшеrная Фр.rа впда (l') попяпа z7 . Говорт.

что c'c'el€ |P;Jl=, доIIолвяет BEpareBEe С r gслr лля паtдопо ва-

аоэа tgrl;=, задача (9') дмеет еддпсlвеЕЕое репев16. Ясво, что Е?о оЕ-

редепевЕе ве эаЕпсдт от вбора точrп ý . Шзвестнцв повяllя услоЕl!



нЕтельпости .IIJIя многомерншх алJIпптпtlескпх пла параболEtlескЕх краевшх за_

дач сводятся в конечно[| счете к проверке црiведевного оцределеЕия Iм не-
которнх систем оOыкновенннх }тлнеЕи}'i с Еараметрами. Разнпtа ме,rшr парабо-

лпчески!; п эллпптяllеским слJFIаями состопт лшь в Torr, какпt\,! пl.rеЕно обра-

зом пара!rетрн входIт в упоl,дяtIутше систелr!. I{e останавллваясъ на форt,тулп-

ровках этих оцределенпfi, имепцикся в [ZZ,ЗТ,32] , сразу le переltдем к изу-

чениD форлrа,IьЕо соцряIенной с (9') краевой задачп.

Л е 1.1 nl а У. IlvcTb чDаэнепше (8') не имеет вецественннх корней. а

cиcтe!,ta lP,\:_. (п,< [-t) 
"op,n*""" " 

допоп,я., ./ Тотда любsя;;J ;'1i.i i7, "ооо,-,"." 
.*,I-147; " оопоJ7

Д о к а з а т е л ъ с т в о . Доствточно показать, что отобрахенпе

V*: r{с) -- Lai,[ir=r!':: есть изоtлорфизм rrетдr ,#* 
^ 

Cnt_z

Tart Kаrt систеI\в LqJi_, допоr""., .У , то отобрал енпе [/r i tl @) -
* L$!Ь*]Ъ 

'оrо", 
изо,{орфизмом_[!еIдr а1,, С, . Вклшим LE];=,

" tц!:!;;" 
"'"-.".r.о.,о 

llФи*,,е t\,fi " Lar)i!, irr,, оrооо иttело мес-

то rrредставление (5') ,_л rrусть !j= 9U l"=e ,.hi= а;trlr=€ Отобра-

fiенRя U l ч@)*L?)}:, п V: lJ(a) * |hiЪ суть изоl,tорфизлп

0 -0о! " Н -Co|g соответственно.

Обозначшltl через а оператор, ставяцшi: в соответсЕие Kamotrly на-

oon |h;!О/, ,rоор [/tr!(,' . По""r"о, оrо У+ есть су;ение коltiпози-

ц"" Q о V на подtростр"нстпо ,{ Это су;ение будет изоморфизl,rом

просlтансlъ Н* " aot_z , если докаэать, что 0 взаиiliно одяоэнач-

но отобра;ает V Г4] "л 
Cog_2

з .rrц, (5' ) п ;;пт.,lн ir 
""Оор Lr);:, ,rрr""л,,""п, V[,7*] тотда

п только тогда, когда

F ш,ч) 
| n;4o, hЦ= 0

рIя шфых наборов Lц;Ii!, , принад,Iеrащих ULG*) . 3алtетЕл', 
"rо 

[/Ler)

есть ллнег:ное пlногообразие в Cnt размерностп Z , которое моtно опи-

сать trрш поl'rощд параиетрЕзацпп tIo[J|: I[LGJ -t/ГG*) , т.е. с по-

tJtoцbю системы лшlеitншх соотЕошеншй впда

z

ti =Zni*|^,, j=z+t," "пt,
Такшм образ лr, l"Цi!"!, цринад'еfшт V И) тогда п только тог.[р1 ког-

да дш 
"""* |7iJ}ц внполнено
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7, r,П*r, *it,(Д *,,,g*)Б,r-j,т

|.

: 
А ,, 

(Eoe_i+t

пt+l *,g ЕоF*+t) - О.
K-Zll

Ивrшп шоваtлш, Есе ваборн о, VИlТ ш только овЕ улоЕлетЕоряlDт соотноше-

впяIt'

gl
L --,опс_i+l - A,Ooh ot_*+t, i = /,...,Z.

а есть шзоморфпзм trростран"о V[4] п Cпf_zЭто означает, что

лемма доказаltа.

В частностш, из леммч У и заr,rечшlш к лемrrе П вепосредсЕенно

сле.ryет црпведенЕое в ý 3 у.тверцдеЕпе о ЕрпнадJ[еIяо"tо Kn^""y Cl^ тех

опораторов, которше йормально соцяIенЕ с оператораl,rя аюго Ie шасса.
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