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xFtlJ=fl^'t^blt-il- ýlt]K,L(t-ý)L;! i,l.з-i . /4/

Испоrьвуя / 4/, доrеzеу неревенство

"r=ПК!(hJ|кi^'l ) (i=1,2, ц) , /5/
где акеi равевства будет лrшь np,,t K-.L-l ,

ДеttствRтеrьно, лрg 
^=L=l 

/5/ будет paBeBcTBor: /=/ . При KL>l
rэ /4/ сrедtет, qто

ц: {LKt{ t-|t- hlrl^-' l
, мя .lоЕаsвтельстве /5/ достаточrtо покааать, чтэ

nx-t!p1l-i)t)K-t - цК-l ix-l,Ii=t,2,...,п] /6/

Рассно,.,риц вариан,tу ф= n{t- (t- liJL), п-t,2, ,. . очевпдно,

!лц ф= t,i
индrкqиеЛ по Д легко покааать, tlтo

-lll -lчqa ý; (af, q;. ,
причеч при L>2 gтu неравевства будут строгиr. . Нер9венство /6/
теперь становится оqевиднЕм.

Иа /5/ слелует, что

x*=,gpýxt-= 
лrД"'кl" , /'| /

прuчеu /?/ будет строгиu во всех случsях, кроце /(=(=,/. Ilри К=L
шсrно доказать боJее сильвое неравевство:

-12х*-FlК ) /в/

где aliaк равевства достиrается ллIlшь при /(=/.
деltствrтеrьно, полоIиц Чл= |П'!- (П -л1l1В . Очевидно,

х*4 па t \rixJ --, - ёZi-h , "- ,
где Y(l) вш,lисляетсi по форlry;е /а/ лр L=ll u |=1 . Легко убЪ-
дi{ться, что V(О) = УiПl =0, а единствекншfi Iаксич|х Ч'(х) gg Г0, ПJ
достигается в точке 1= |'||1- ф) , 

'п.оо"атеJьво,

дн,И,l= #"vo, ,#;: .
ПоскоJьку Ie

\lБiИ)К* t

/равенство лиць при И=t /, т: /В/ справе:iливо.
Pэccцoтp}tr. еце поведение .lr=xi(MJ при Фиксrrровgвном a и

Р- - .запп""х 
', 

в виде

х1= пК Llr 
! t - fr)')'- ( t - l t - H1"l .

Легко в!tдеть, что

.lin пx{t1-0- hi|'-(t--tt- fl/|H|= tK{it 1i-tfJ .п-а'
Следователько,

х1=- ti(П)- ПK'(Ыr{i'-ri-tl") !п--1 . /g/
Пере'lдеI теперь к оценкаI числа l8l . Начнеч с Ht{tниx оценок.





г.d. &кяд€ з

Ilрп NrМэ2 веравевство /r8/ будет строгиll. Зaiпетrtй,что ацп<N!,
прхqеI рaвеrство пiaeeт r.ёсто пипь прrt М >N . Та!сиш сОразоI, во
всёх с4!цаях доля & в ll ве rrеяее чеш ;}Д, вшчисrевпя Н-r," , варrry с /f62, цоr,,э tlольэовqться ре-
цtрревтноl Форцудоl

Tn,rn=Tu.ffi, /ls/

Эта Форlýrла аепосредствеrlно сrелует иэ Форtrулк ,/ia,/, tсли еЁ] перепк-
сать в виде

N!
4," /2о/

l ,

l, t ],; '1Dль:] о ва Biolc ь дJlя этсго очевrtляцll

Г!шl")=(гн/)'([#]*,1*,tнl 
/2l/

Оценка ./t8,/ сrльнее оценкtt /l5/, так каr прr fiД,N.l,!>| /ве uс-
rrDtleEиel сrуtlая /(l=jv=Лr:2 / спрАведлrво будет неравенство

g"Ъ P'-"-,|L, /z2/

Дя доЕаэатеrьс тzа /2i/ достеточво, оqевидtrо, докаэать EepgBeItcTBog 
=- /cir"-,)' (цl1.* ,Nи-ч/. /zs/

fln.n
непосрелственная проверк6- покаsпв9эт, qто /zз/ верно в точI9х
(2,Ml, мr3 . даJее с поцоцъD ./I9l IоIяо покааатьr что, ес.ли ,/83l

вЕполяяетсi ь точуе |NИl, Н>3 ,, то осо булет вцполняться ш в точ-
Ke(M+t, 7-11 . Тец carаrr, будет доказвва справедл!tвость /Z3/ при N>2
и М>3 . Пriп М=2 /2О/ принttlrает вид

. /z4/z"|P- (c!",lz= (M+tf .
ПриN=J это Ееравенство очевrrдво. Прлл N=4 |л rrшееI

}1 спреведливссть /ё4/ 3удет'ыте'кать иэ ./t3l. Докаэательство /29/
Еа этоu звканчив9ется. Дя полвого докавательства неравенстэь /22/
остается проверить его " Tou*"*(2,2, Д,L) прu HLl l , мя чёго дос-
таточно рассIотреть сrJrчаi /(Д =3 Легко видеть, что /22/ sыпl,rвяет-
ся в ?очках (Z,Z, K,tl, Нt:З .

, ЗаraетиI, что иэ приведенrцх вЕшодок вцтеrеет следуDцtдя оцеЕка
для числа сочетанr:lt:

4 - сj.л_, - Д: /25/
/ M,N> 2 , кро"еЪfчв 

" Y=Y=2 
rnptr 

|!#iopo" np."." ч9сть не вц-
::олняется,/.

qтоСш получить боrёе сильЕуD, чеt /la/ кихвюD, 9 зЁодно и верх-
iIDD оценку дrя чt сла l!&l , докавеll сrедуюtцiш Teopelry д.,tя сицI€три-
ческих средних.

| ТЕОРЕМА t. Дя всех Iд>О лrrеют местс веравевства





в г. ,l. вёtaи:ilрв

Фп, l х, -, -, l ) : i 7!- r. Qr, -, ( х,..., х,-,, хх* l,.,,, хн)

Сладовý,l,е." ыIс,

л,: Фп,"(l,,,.,ы- Ё}i-'Q.",(},, -,\л.,,Ел",..,,l) .

i{a оспованur пред!!о,:оtеliliя хвдукци}l Moatlo утв+радоть, что

},: lz:... : lx_rlu,: . : l, : Е+
Анеrогично мя j*k. r.or'o утвер{.цать, ч,ло П- l

_ l,-...lуф*,,-.;:lл,-*+
Сдедовательво, 

"рu L+k , l#j tiмееш

l=ffi=#,
от\уда след,ет, что |"= },

}lTaK, точха lýr,..., 

';) 
, в Iотороi Форха Р,r,пrприниIает свое наr-

Iеаыдее эн9чениб /ц ка Qл , едrвственвая, ,пр!rqе!a дегrо проверить,
что

Ф,,"(*.....,*)-#' .

левея часть /?6/ дохаванg.
Доrаrеra теперь прац/D rlacтb /26/. Обоar'ечulr череэ fa cylrlý, члеков

Форш Ф,н , иIеDщ,tх с точностьD до ,порядка одшеiоryD cltcTerry по-
каэатёлеrt *-lч,..,срrl и ввёлеш срелrие

р* = -|Ёh
Правая часть /26/ lo',eT 5цть теперь ааписане в GJедrtJцеч виде:

Et
='fr=А l /zB/

р*lz"l

где а- (N, a-.,0J.
Средние Д. - ато средни€ tФрхёда, и не основаяии теорешl !&рхедаfl/
lд1 дпя лшбшх 4>0 иIееI

,k=P6,
прцчеч анак ревевства lrrrеет rrёсто лиць в сдуqае, rогда./.с тосяос;rЬ

до порrдка rоордлrнат./6=Е , плt rогда все& раввц. Отсцда не_
посредствеяЕо trтеIеет /2В/, а эначuт, правая честь /ZB/ г.рп t|>O

Инлуrцrrеl по чхсду переIеннвх легко покаэать, что прч 45rp пра-
вая tlacтb /26/ теrд.е вЕпо.rнlэтся и Epxтora строго, аа шсtrлDчеЕrеra

сrучея lr.xa=... qr(|, . Teop€Ia I доrаэана.
Иs тэорэЕ. I ш.теваryr cre.l{yDlцe оцёвIп лдl М . Iryсдь ц в тео-

pele t определею. lфрlФrrешr /З/.т:аr raK в этоI 
"Фrч." ýД-|f^'

" a*,irh,..., ls= |t |, то на ocнoвaнlit.l теореrд. I полуqааI

S'л'tв |. i о



Q чисrе g- rllx 7атриц

Ив /I?/ 1рч. &=/ вцтекает HepaвertcтBo
|1" - пн

f, € Lrr"л_l ,Пц'l
где Briaк равенства будет .rlишь лрu М=| улч N=l, ОтсDда щ эайпчаеш,
что ниttlяя оценка /ф/ лля /Е сильнее оцевкп /1в/ и, такиц образоц,
доJrя jЁ в й не reHee, сеч ф,?,.#. Встественrlо, что варяду с,/29l
Е. иуееш для l$l эще п тривIальrýlD оценlqу cвepxjl: м <п^:п

Ь подробно рассIотреJп вопрос о tlисIв цатрr{ц, удовлетворяDддх
услээпп /I/. Стоrшо rd будgт r.атрtiц, удовJ!етворяDщ!rх услсв!l!)

Jц>iЦп. Соверденно анадогriчно рассIатрtrвается sадача о qисJе

з-lrеркaх чатрrц с условпвц iонотоввости на шrЕr{уаксt. сечениi дакноft
оршентацип. эдесь, вообще, yraecтHo сделать сдеддЕре эаIечанrе.

Еслп А- проиэвольноэ rонеqЕое Iпоrество а ll,,,..,ip -классц
раsбиеgия lцоrества 4 , то при деваоI ЕатурsльЕоla Л/ r.оцOlость шrо-
lecTBa е:U (фхd'"....li1

arL,+aHaN

/гле ff- ftx lдх.'ц4 , х - 8нак прsцого пропаведеЕия/ !.oteт бцть
ваiденв по фрlryrc /Z/ прri усIовши, что !ft|=,,!. оцеЕая для l;C/ , вц-
тзвqDшпе иа теорешl I, rOaetOT вrдз

фШ!"-1*1= 6;*,

ý ?. Оцецка чшсла з-uepHxx lлтрf,ц с условиеrl одновреIенноlt rroнo-
тонностl[ IaKcltIпHoB и llпHиIaKcoB

}t > lp... >lH , /ю/

Ч; уд|... зУry , /Эl/
|eJ4 ц \\ li=l2,...,M) обрвнечаDт qooтBeтc.гвeнrro цаксlitчик !! Iини-
цакс сечения Д= lqц] З-rcрноrt птрrщ, /-/4ддr,,| . .
, .Прr rslвневии в олно!. иэ ycroвrlt /Ф/ влп /BI/) уlru д9tе в обо-

ьх cpasy, аваков нераЕенстве на протl.tвополоrкде - реауJьт9тц будiт
аналогI{чнцIll.

ОбоsначII, черев r9 - подшrоrество цатршц Д-kмпF е , Jцовле-
TBoprD[lEx усдовияц /Ю/ п /Sl/. IrycTb Zij,lj= 1,2,..., М оанlчает
чt{сло 2-Iepнr.x шатркu /Ддд/ paэr.epoв KxL, Ие аПrуэiксlrlин которпх

равен i , а шнrIакс - f . Леrrо понять, qто /r9/ цраэrтся форrry-
.Ioft lй-Е

ir..
fЧ4ь",zьр,

глв cyroaa берется по BceI параI taoвoтoвHo невоарас!ащiх послдовэ-

Lпli
Jд-п

/з2/

Tarbвocтert Ь..., i" ,l
ьа ?'ft =I1,2...,MJ .

a

п...,h , cocTaBIoEEI Iв rlrcel IHolecT-



Бе

Очевилво, далее

3ацечая TeTIepb, что

.Е Z zi...zi;- lol

п

/зэ/

f;zu- li i=l2,

и прrшеняя Teopelry I, пол}rчиI rэ ,/ЗЗ/:

#t4"- lt9l /з4/

восгользовавUись сяова ./а6,/, поrучиI

.фiп**< futя-и . /в5/

Оч?вL:дuоfi оценкоП свёрху Оудет }.Jl < Ё8l .

ý З. некоторце приrоrеЕtlя
рассшотрt!х в несколько упроцеяноfi поставовке следrDryD аадаtlу

дивамического програIIировавия, яэучgв!ý/Dся в fll.
ГIусть

. пlц -|(kl,t1, пiп) liJ,2,... ) tзBt
- цногоЁаговцlt процесс с 2-lrя управrяDqЕ{lи параlrетраlи* eQ,'|,Z,,..,K|;

Le Qr=[1,2,.,,L],л хоilечншl, 
""or"cn.ou 

И=[,2,...,Mf состояшtlt ra .

Цсть 7i. .']lmJ - состояЕие, в которо€ переходl.tт систеха ,/36,/

з9 л :tjагов иа вачального состояния /П, под воэдеltствпех управ.Iения
(knt,),..-,lko,1,)

Цусть, далее,

Df,j1,!.*:l,ц 
Е:,.",;,a7t'..' 2 Ь1 .

d" @ п,?.,t r о,: t г.!i 
" 
у oTi!,: 

I r, l

Требуется дJя ФихсшровавЁuх П 1 mо наПти эначевl|е_ цаксиt !!Еа
Dn@J " TsKo't проц?сс упр9вления (kiЦ)r..., /К|, ф ревультвте кото-

рого систеце /3€/ цз начального ссстояния /?. переlдет н9/| -ц;д""
в состоявие.Рп/tцl

Редение 9тoll збдачи требует в общеш случае полного перебора уп-
рsвлени* на п i!8гов, чпсло которцх будет равно (KL)o . uа реэульт9-
тов fIJ вцтекает, что в случае uoвoтoнHocтlt Функчиlt fl /л,l l dl(п|на
7й lаксццин Dпfu.)uоrет бцть вцtlислен по одtrоft иэ форlryд r

/еслц п,ftп+t)>D,lm/l mс йz 
l"|m')-!Д!Л,,h') ) /З'|/

D,(пъ)-.D{d,ldl,.. d,iп,,l...J /sв/
/ссля fl|m+l) а Q 7211 ц 4|п+l) z, d,/п) /i й

|Л,lа,(Лl .D,(m),..),п Еечетно,

DJm)=| /Э9/' tлld,lлl . d,lпJ ), /, четно
/еслч D,(m+!|< D,И " d,lm+l)* 4llп) /,
и перебор управлениit будет яе более чцсла П,КL

a




