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Рассrrатриваются линеitнше ди<lФеренциальЕýе игрш. Еескольких лиц,
когда платеIншми функциями являются расстояния до ааданншх точек

или квааившrцукд{е Функции конечного состояния.
I. На отреэке врешени |.t",T ] р"""".rривается система диrDфе-

ренциальнцх уравiевиil п
x=А(*)х *|В,t)ut(t), /v

i= l

где Х - rl -мерныit фааошй вектор, u; (t) - Г; -rrерная интег_

рируемая функuия-управлевие ,"ро*, Р. , подчиненная в катдлй мо-
шент врешеви ограяичеяиям

, ur(t)clJi, Vte[t..TJ, /z/
U'C fп - выrryклце, ограЕиченнце, эа!{кltутце ![ноЕества, д(t) ,

Bi (t), L = l,. ..,m- - шатрицы соответствуюIIд4х раэмерностеft , являюпрr-
еqя Еепрерцвншми Функцшями вреrrени.

týrсть игрок Рк стреriится liиниt иаировать ва траекториях сис-
тешш /l/ k -r, бу"*ционал систеrrц функционалов

Q - {У, : Ji(ul,..., &toy=yr(x(T)),i=/,,..,п|. /з/
Предполагается, что в кацдцft шошент t игроки анают состояние

х систешц, уравнение /l/ п ограничения /Z/.
Под стратегиеft Ук игрока Р* булеш понимать правило вшбора

УпРавления Ца g gяг.ц!it шошеЕт Bp"ub"" t, tc [t.,TJ
3адач а А. Наfiти такие стратегии цi, .,у; , л,Iя ко-

торцх выполняются соотношения

9;( х"(Т )) < Е; 1xitT )), i- !,.. , ft. , /ц/
Здесь Х'(Т) - точка траектории систешц /|/, соответств;rcщеl't

стратегияш VrО ,,,. , VL , xi(T ) - точка траектории, соответствуючей
управленияu ur'(t),..., Цi-' (t,). u;(t), цi,' (t),..., UOлФ,"д"
ui (t), S= l,..,/rLlýlz', Формируется Еа осЕовании СТРаТеГИИ rИg' , U;(t)
- проиавольное упревление.

В этом случае будем говорить, что страте""" Vr',.,, , YL урав-
новедмвают в смцсле Нэша [t] систешу функцианало" Q

2. Рас-;t!отриш случаfi, когде

Х; (ui l...lц,-) -_ llx(T)_cil- | /5/
где Cj - ааданнше точки в Е t".

Предполоlким, чтс Е rioMeHT / реалиэовал^сь состояние х сис-
Tetшя /I/. По форiлуле Коши получ иlri , что при управJениях lL;

Статья написана по шатериалам докладаrпрочитавного на П Всесоюа-
Hoit конференции по проблемаili теоретическоii кибернетики
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х (|, u,,..., u,,) Ф(т,t у -* I'О,r)В;р)u,it)й,
t

"д" Ф(Т,f ) - оундашентальная шатрица однородноli систецц, соответ-
ствупщеit системе /|/. Следоватеrrьно, k -l't Функционал иэ /5/ Mol-
но записать следrDщиri образом:

J*(ц,...., ц^)=fiЕr,{tg,а,lt,х))-Ёrч,S;(t)u;)l, /6/

где

6*t!,l) =Q(Т,t)х - с',
Si(t)цi = JФ{r, )B,tr)u;G)dc .

f
Дпя реденiiя эадачи А рассмотрим для кяацого игрока Рд вспомо-

гательнуD эадачу.
3 а д а ч а В. 3афиксир}еt, упраБления u;(l)ri= /r...,m,ir krл

наlrдем

6*(t, х/чi ) =,r:|r, ilx(T) - с' ll .

Предполошим, что управления Цi (t),i=/,,..,m,i+l , вшбравш иа усло-
вия

6л(*. х|=rп&х3к (t,xf u;)= tr:i,r,h.llxff)- cK|l. /7/

Фнкцию Й*(S,t) , рещаDIJý,D задачу /7/, нааовеш оптимальвым програм-
!iншr. управление[i игрока Pr . Испольэуя /6/ и теореr,ry о riинимак-

""Iz], вцчислиri

Б* (*, х)=дад
lru=f fu 

, а - t r, r)) -t t!{,, t !, S t t t l ", ) 
-t!i 

! l,S- ft ) u.\J . /8/
i+ ц

л.. Вудsм говорить, что имеет litecтo регуJtярншit gлуч.И [ З] , еслиV|t,xJ ,,r для всех k , ДЛg. *0.0u"* 6*1*,xl ,?', й'"",ом в пра-
воf, части /8/ лрu соответсвJrюlцих * достигается на единственном
алеr.енте gl(trX\

соглаJнО [a] ' в регулярНом случае экстремалЬные векторц непре-
рывно зависят от l и Х . Оптимальнiiе програrдшнше управления z;,
i=lr.. ., ful [ +] оппелелrются в каtдыrл lv.orieg1 srs€[l ,TJ "" "ооr-нощения

Qi{t,x), Ф(t,s)8iG)iiG,tl)= ffi,(Y;tt,x), Ф(t, s) Вiв)цl) . /g/

обоэначим сиriвол lJ i ( *, х ) l{HoKecTBo всех Е; l УДОВЛ€ТворяDlцих
/9/ при s--t . очеЕидно, uro Uj (t,x)c Ui . кроr," того, нетрудно
покааать' что U;(f,x) вцпукJIцr.ааь{кнутЫ и полунепРершвЕц cBep).J
по включению при иа!iенении l /, ' l

ПрограмrrнОfi стратегиеlr v; ""ро*" Р* [ n,ul наэовем такую
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стратег9i!с, по кстэL)о;i в кахдыft ,.ошент f игроi. 4 выбирает опти-
мальное программttое управление, т .ё. UoK (l. l( !'!) = Йr G,tI lгд€
d*(L,/ ) е Ц(/,Х), 

".r,о, 
5* (t,X)>9, ! пj.cTilвiio},t случае ц2F,Х(t))=Ш,2

где 4(д € U'K . Будеr.: считать, чгс реализация управления ui (t) ,

Формирi,емого на основанriи стратегии Vro , является интегрируемоt-t

'^Гtо,Т] функциеl-t. Так как реалиэация управления по програмr.ной
стр9тегии моЕет быть оеущесiвлена, вообще говоря, неединственным
Обраэом, то правJrю часть ура;;нения /L/ нухно раесматривать как мно-
гоаначнуD функциtо. Удобныl: iJатеliат}tческим аппаратом для иэj/чения
Taкoii ситjации является теория дифФеDе.iциальньiх уравнениГл в контин-
генuиа"х [6 ] .

Аналогично [ Зl p"o"""ervi ураьнения /I/ Еа oтpeqкe Ito,T] при
стратегиях Vr"r.:,.,YL, и начально.1 состояви" It",X,| булем Еазы-
вать абсолюано непрерывнJm Функцию X(l) , которая удовлетворяет
условиям X(to)= Хо и для котороГt почти при всех te[t" rTJ вшпол-
няется соотношение

+
i (/) = Д(r)х (t'l t )_ B;(t) u; (t),

L=t

причеDr U; (t ) - 
"rпе"рирУе'чЕ[е ф;.нкчии такие, что

цr(t)cUi(t,x), i= /...., tn ,Vl€[lo,T].
Обозначиrt символом H(TrV:,.,., V;,tо,хо) 

""u"rr" интегральной во-
ро"*" [7] ,_выхолящеit иэ точки Хо при стратеr"r* |1О,,,,, уk в
момент * = /

Т е о р е м а I. ПрограUiш{ше стратегии ypaвHoвetмBaroт в смысле
Нэша систеr,ry функчионаttов /5/.

Д о к а з а т е л ь с т В о. ВIчислим полнуп) проиэводнуD по
времени Функции 6.(/rХ) Имеем

dУф= ygr, Ф (т, t ) В 
" 

G ) ц 
" G )) - r#" ( g 

*, Ф (Т t ) В* (t ) ц *)]+

-i

- 
E,!9:Qff.t )Вr(t)цt(il- r:i,Qi а{т,t)8tG)ц;)J .

lrредполо)Еим, что все игроки строят свои управления на основа-
нии программных стратеГийt и обоэначиц эначение Функции 6л ({, Х) на
этих стратегиях через бi(t,X ) .Нетрулно подсчитать, что на отрез-
ке[tп.7J

dб
о G х)

= NK(t),к

d
гДе

N- t =t r', *, 
Ф (Т, t ) в i (t ) ц|(t )) -, Tcr Qi аG t ) Bt G ) ч ; )J .itr Ц;€U' О

/ю/
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.Щопустим, что все игроки сохранI4ли програшriнце стратегии, за
исключениеt, игрока Р* , которшй вшбра.л проиэвольное допустиrдое

управление ц, (t) r На таком вшборе

d6*(t,x)=N*(t)+ EL(t)l /ll/
dt

где

8. ( t ) = (g ^, tцr,t 
) $^ (t )u * G )) -;з _Ч i Ф0, t )в* (t ),t r ),. 0 .

Сравнивая /lO/ u /lI/, получаем неравенство

4ýift,x\ _ 6ý" (t,x)
т"т,

Интегрирование последвего неравенства приводит к соотношени!

бi0, х,(т)) < 6,(Т, r'(T)), /lz/
ГДе 

хо(Т)с Н(т, У:,... ,V:,lo,xo),,
Х*(Т)С Н(Т, Ц",.. ., u* (t)r,.. ,У:, ,t о, Хо ),

Так как 6r(Тrх(Т))= nx(T)-C'll , то из /IZ/ слеlует нераБенство

ilх.(7)- с. ll < ll х.(7) - c'il
справедливо дJrя ,""* k ,krlr.-.rm , которое и докаашвает теор€rry.

3. Шlсть

J, (ц r,.-., ц- )= ll х(Т)- C.ll, k = !,..., tn - l,
9

J,n(u,,..., ф-)=Ео,Пх0)- di|l , oL;> 0,
i=l

C'r...rC'':d|-.. ,d' - ааданше точки в ЕО
Систеlry функционалов /13/ фиэически шоIно интерпретировать

следrDщtц обравош. Игроки Рrr... , Р-_, стреraятся "пора8ить" к raoшerr-

ту_Г эаданнце точки, а uгрок Рл - cиcтelry точек или re, если)-
|а, = ! , некоторJrD случаfiвliп точф'с дискретнцш распределе-
a=l

ниец вероятностеft.

.Itля игроко" h,..., Pr-t' програ!iшнше стратегши строятся Teкfe,
как в п.Z. Шля построеЕия програ!.цвой стретегии дJIя игрока Р-
рассшотриш функциэ

s

бm G;х) = Г" ;6! 1t"1,
j=t

где :- 
бd^ (t, i = trff, rLrr-'' 

х (7)- dl ll -,ff| 
| 
tу, Q (т. t ) х - d 

j 
) +

-Ё 
#l,Ц,S, 

(t)u)+fft^(!, S,k)uл)|, j= /,..., s , /I4/

r

/в/ о

5

'?
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если максиlryм в правой части /I4/ полоцителеЕ, 
"6Jл 

ft,x)=O
В ПРОТИВНО1,1 СЛУЧае.

HaBoBerr случай реryлярнш!л, если V |t,X} " дп" *одо"о Д ,для
которшхБ.(frх)>0 , цаксиlryшц в правоft част!t /9У, еслпk=l,,.., ll?,/,
lt в правшх частях /l4/ мя тех i , дJIя котог116} (t,x) >0 , еслп

k =m , достигаDтся ва едиЕственнцх 9лемеЕтах g'(trx)rx^'(trx1
Програrпrной.стратегией Vk игрока Д2 ваэбвеш TaKJпr страте-

гиD, пО KoTopoft в каrлнЙ шошенТ * игроК Plz вцбшраетцL(t,хft)),iа,
а^ € !Jл(*,х) , еслш 6-(t,l)70 , чuL(t,х(t))=uаruл€UЗ
в противноri случае.

3десь Uл(trх) - цноIество всех й- l удовлетворяDцg,rх усло-
виD:

!^ (t,Х),9(Тt)Вл G)a*) - пitъ._(!-(t, х), QПt)вл(t)чл),' uп €(J
где

?^(t,r' =Edi ?^'(t,x,l ,

I состоит из тех шндексов L , дJLя которых бi ft,х) > 0
ЕЕчислиrr полнJrD проиэводцуп функции 6лG,х| по f в сшлJr

слстеrшд /I/
a6:!t,x) =*,*, d6!^ (t,^l-_

' i=J dt

= Е k l : q (Т, t ) 8 i (t ) ui ft D -|ai rпа х (!'I', Р(r, il8 iФ u ) J +

+ Г 
( !-, Е (Т, t, ) в - (t ) u 

^ 
ft l) -Б 

";g;gJfry, РС t)Oл(t) ц^) .

Проводя рассJЕдения, апа.погичtоtе п.?, II^л{чDtli

6}. (r, х,(Т)) < 8^(Ц х^( Т j) , /l5/
ГДе х'(Т) е Н(Т, V:, .. ., yi , to , хо) ,

х.(Т)е Н(Т, yi, . . , !с_, , t/п, to, хо).

так как 6^ (7, х (П) = t n, il x(T)_d; ll , то иэ /l5/ слеryет
ýi,l9

Т ^, 
| х,(Т) - d' tt rZ a;l-x^G) -dill .

iэl i=a
Такиrr обравбш докаsана следуDtltая

Те о ре ма 2. Програraшнше стратегииуравновещиваDт всццс-
ле Нэща систеrry фувкциовалоэ /|З/.

4. Рассrrотриц эадачу Д с сшстецоf, функциоЕалов /З/. Вудеу пред-
полагать, что катдая функчия 9i(Xl определене во всеш простраяст-
ве Е О 

, является непрершвноft и удовлетворяет следrDщdI усдовияrr:
I,/ MrrorecTBoG;b)=|x:g(x) <i'| Fт*lтуклоl z/G;(аr) = GiGa) тогде

а

t

э
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