
I1ЕкOlюршЕ мцгодш исслццOвАItия д4ФФЕрш{ilJ4дJIы{цх игр кАчЕствА с трЕ-
lIЯ ТЕРМИНДIIт}IЦМИ повЕжностями
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В данноlt работе предлагаDтся некоторые методц исследования диф-

Ференциальноft игрш качестваrкоторше являDтся раэвитием метода"шела-
тельццх направлеЕий", предлоаенного в работе[Z]. Пришенение этого
riетода демоЕстрируется на нелинейноit игре качества с треriя терми_

нальнцliи поверхностями, которая является дифФеренциальныш аналогом
конечно-разностноГt игры двух математико-эконоIJ,йческих lrоделеft типа
Леонтьеваlрассмотренноit в работе [' ] .

ý i. Проницаемце поверхности

Рассмотриш следrючryD диФференциsльную игру качества. Состояние
игрока 7r описывается BeкTopo}r Х€ RlL , а игрока J2 -,вектором
U€ Р^, так что поэиция игры есть вектор Z=(Х,ч)е LО*П. ДиrDФерен-

циальная систеша, описцваDщая игру, имеет вид

где

!€

i= FG, Q,9), /v
9rq суть управления игроков 1r,J, , соответственно, причем

Qrq, Y , " 
(Р.R*rVСР^ есть вцпуклце аамкнутше ограниченнце

мношества - rдноаества значениt-t допустимцх управлениfi. Правая часть
системц /I/ лредполагается непрершвно диGФеренцируеrrой по всем пе-

ре!'еннш!{' 
^п+DъВ простравстве К''-"' выделено вцпуклое открштое MHoжecTBoZ

- простраЕство игрц и сt4стеша ,/I,/ рассruатривается только дJlяz€z
Граница EZ мношества / представляется в ""д"dZ=QluQ"uQс 

*/.

Если траекторпя z(t) игрц, Еачатой в момент/=О иэ поаицииzс:

= (хо, %) , в tошеЕт l >0 попадает на поверхност"QrG{il €r?r),
то игра считается эаконченноl't победоft игрока Jl соответственно,
еслп Z{l) с {?z r то - победоit игрока -}" и если z(t) с Qз l то
игра оканчивается вничьD. В кетryлй момент времени игрока}i считается
иавестнt{м только состояние игрш. .Щ,опустимшми управлениями в данноГI
игре являDтся вектор-6ункчпu g(l) а q(t) , кусочно-непрерывнце
слева и такие, что g(t)CQ, E(t)et! дляt>.0 . Перед

теш как форшqrлировать понятие проницаемоft поверхности опишеш один
геометрическиfi Факт.

;;;;; V-"-;;-"y'oe телесное M'orecr"o ," Р, 
Р 

, аадаваеriое си_
cTerroit ограничениit

|r(z)>r0, i=/,..,,k, /2/



Некоторше методь! исследования игр качества II

где {i G) _ - непрерцвно диrферевцируемце Функции, определеЕнце

"" ".bu РО и такие , что7zаddG)+ 0 ,для лпбогоzеРРG=L ,k|.
пуст" ЭИ есть гранцца rдяошестr. l/ . Точка z.€dv наэцве-

ется регулярноit, если сJпцествует l , такое uno t1 (z.)=0,|(Z")z0
лляf * i; jC[r,. .,k} . В 

"rou 
с4учае в точке J, с;п;tествуеi касатель-

ная плоскость E(Zo) у которой единичнJm HбprraTb направленнJrD
внутрь n"n" И , будем обоэначать r' (Z.) /вектор Уlа.) коллинеа-

эен gъоd{;(Zо) /. Еhрашевие "9нутрь_ ,"n" И " повиtlается в

сrеЙэщем сшы_сле. Поверхност" S;=/Z eТe:!;(z)=P} рааОивает все про-
страцство Lе на две tlасти, в одноit из которых /таш, где {;(Z)>r0 /
находится ,"о*""r"о И . Тогда вектор нормали V(z) направлеtt
именно в эту часть пространства.

Вслч 7о € аv п Zo - нерегулярвая точtiа, то в Еоль обряцяп1-
ся несколько иа огранпчений /2/ , допустим, что d Gr)= f, (Zr) = . . .

=f,Ca") =0;$(zr)rC;P<irkl тогда точке Zo по вцшеописанноеry правилу
ставится " "ооr""rЁтвие 

? - норrrалей \(zo)ri=tr..-,Z<k. Поэтоlry
в этом случае точке Zo t"lorнo поставить в соответствие коЕус нор-
малей z

N(z.) =lvcR-P, U=r d,;Y;(z,)i а,;>,0|
iзl

,/пересечение конуса Nk") с единичной сфероft " Р-Р будеш обоава-
чать N(zo) /.
| Л е ш ш а I. Iýrсть z(ý) есть глпчкая кривая 

" 
r09 ,"*.яrчто

|ars,l =Zo с 0Y ч z(9 + V, бs> So) . тогда

l rt,", (о, lf B;),o /з/

Д о к а а а т е л ь q т в о. týrсть точкаЕ4 такова, что{l(Z)-
=Lrj,|.-,Zzk /T.e.zo r.h s; /. týсть fftss = с " | есть л.уч,

идrчg,,й иа точки Zo 
" 
i;loJ"r""", ""*.3J" l , ,.". Д coc'o}t'

иа точек Ч(t)= Zo+ lt , ,деt r,0
Полошиrr, что /З/ не ишеет tecтo, т.е,mJп(V,t.)=6>0 n, в част-

ности , Уе lt (z,)

(v; G),l)"6 ij=/,",,2), /4/
Так как нормаль У; [zо) ваправлена в сторону поJrупростр*"r"..4;* =

=!zeRP: !;G) >0l, , то сущест"у"п t; такое, что для 0,t < t jo вц-
non ""rc"o {; UG))>O . Гtусть li, (z") - касательная плоскость

" Sj " ,ou*3 go , ввиду гладкос'ти поверхности ý, пuееч{Ч(t),SiЪ

='УtЧ{t), ti;(z"))+p(l)t причеш по. определепиD норшал, * Si" ""r"".lj tz,1 . иi tцt и того, что ц(0) с йl G), uшеем9(!ft),l;G)),Сrtt),

"лJ 
с; (t)> 0 (i=l,,.., z) .

Такиrr обраэом, сJпцествует 0.tо rrИr!r"*; , ,а*ое, что для 0<t tto
вцполняетс, J,rrуftllr0 (i = |,.,., 2)' - 

"

t



l2 И.А.Красс , Ш.А. !бrхсинов

g (g(t),,EY )= ct + o(,t ), /5/

так как по предполоIениD, {;(t)={;00)Z0 для i=?*/,..., k lTo.
rdorнo считеть, что для 0</- < f, опоп"""r.rd{уt{l)>0 (i,?+/,",,k),
т.е. ц (t)eY

Ввилу гладкости кривой z(S). uмееч ZG)=Zо+ {S-S,)+ 0(S- So),
отсDда Р(z(t+S)rg(il).= o(t) l чтQ вместе с /5/ приводит нас к

'*ч"Й 7(t+S)eV , как тодько0. t S to , а это противоречит

О п р е д е л е ц и е I. Вудем говорить, что(ь+m-l) - шер-
ная поверхность S является проницаешой ддя игро*" ?1 /uлu I-lpo-
ницаеrrа/, если для всех gC S вЕ[полняется

тgtr (yG), F(z, g,ED>O, /6/

гле V/Z) есть воршаль к повер*"о"r" ý в точке g . /llЬ предпола-
гаеш, что ý={z ,tE)=O| и все,нормали направлеЕЕ в стороцу полу_
простравства ý+= {zз {ft) ? Q l t.

Малогпчно no"ep**o"r" ý наэшвцется l-непровицаешой,/I-полу_
проЕицаеrrоft/, еслu вцполняется

fr?' # (v(z> , F(*, ?, q,)) , (= )О .

Точно так [е вводится понятие а-проницаешостд, 2-полупроницае-
цости и ?-вепроницаешости. Нетрудно,видеть, что да.вное определение
есть обобщение понятия полупроницаеrrоft поверхностиrвведенноп в [ l].

Если mlполняется

,r:rr ffir 
( v, F (z, g,ч,))= iftx rпiь (v l F(z , 9, Q D,

то поверхно.r" S= {Zr!(il=0l будет l_проницаеrrоfi, I_полупроницее_
моfi или I-непроницаеrrоft, тогда и тодько тогда, когда поверхвость
Sr=|zcR!|?Yz)r0| является ?-вепроницаеr.ой, 2-полупроницаешоfi uлп 2-
-проницаешой cooTBeTcTreнHci ,/так как для Z 6. St Еtполняется \(е)=
=-v(z) , где Y(Z) - норtаль в тоfi ве точке для поверхност"S /.
В этоrr случае вместо вцраtения ''I-полупрониц9ецость'' буде" употреб-

слово "полупроцицаешость'' 
"" I rl .

Т е о р е м а I. týrстьVС /' r'"rr""rо" riвolecтBo, эадавае!rое

условиD лешш[.

лять

систешой ограничениft /z/ и пусть Bqe поверхности, обрааушщие грави-
цу шно8ества, являDтся l_проницаеrл{gl,l . Тогда у игрока fi
ет такое доттустицое упреiвдение 9(*)

"""* l > lo траектория lz!}cY
, что если Zfto) е V

существу-
, то для

при лrбоrr поведеЕии противника.
Д о к а э е т е л ь с т в о'. полоzиш противное, считая, чтоrка-

ково бц ни бцло доп.устиlrое у,.9цвление g// ) , cJдlecтByeт ДОПУСТИЦОе

управление9(t) rа*ое,что найдется rдомеЕт вреriени t1 >' ta , для ко-
торог_о Zft)+Y . Тогда сJrществует r.oMeHT вреrtени 12 >. tр и число
л> 0 , такие что7(t)6ЭY , ^ лп",tе(tr,t'Д)вшполняется z(t)cY .

a



Некоторше методf ,1сследования игр качества Iз

Фнкции 9G), '?(t) вепрерЕFны слева и имеют раэрывц справа
только в конечноrt! числе точек, поатоDry сущеэтвует 0<Дr.Д ,такое
что для tC [tr,t1+ Д, ) ,р."*rория z (t ) и""", производн},ю.ссЕ-
падаючryю " Fft(il,У(l),r|(t)). Применяя к траеI(тории;(t) лемму на

полусегriенr. [tr, t2 + Д1), получаем:

rTъLrL . . ( у, Fk(tz),9(t"). ?(tr)) < 0. i7/
Ve-MGrtzl)'

Таким образом, для любого Ч(t") суцествует 9(t2) , такое
что имеет место /?/, что противоречит /6/. Это противореЕие и до-
каэывает теорешry.

Следствие I. ilycTb существует Ф a Q , i,aкoe ,JTo для
Bcexgc Р выполняется

,/с/ltzin
че frЬ)

еслитолькоZсЕY

( ч, F(z,Ф,ч))>О

Тогда теорема имеет место, ибо в 9том случsе, очевидно, грани-
ца У является l-проницаеr,rой.

З а м е q а tr и е. Если вшполняются }словия теоремц I, и в гра.
ницу мно\есr"а V не входят ,о,.*" 62, ,то каково бы ни было управ-
ление rg({) игрока7:, у игрока{ найдется непроигршщная стратегия.
Мяоrество У в этом случае яшяется ''беэопасноlt'' эоноii для игро-
*g Jt

Естественно, когда в границу lo"o*e"T"a [ входит часть поверх-

"о"r" Q| , то эти части могут и не обладать cBoficTвoм I-проница-
емости. Более того, для того, чтобы игра не продолшалась бесконеч-
ное время, вообще говоряr,необходимо, чтобы эта часть поверхности
бшла I-непроницаемой, т.е. выполнялось бш условие ее допустимости
tcu.I lJ t.

Как в работе [а ] , введем Kottyc "пелательЕшх'' направлений в точ-
ке z €Z . týсть LG,ф=tz'€RП'Ч.z'=Z*tц,t, Ol - луч, проведен-
ный из точки Z в направлении вект, ^ t-ccP"'-x[0|

О п р е д е л е н и е 2. Мношество

К, {z) -- [ uе Pn' \ L (z, ч- ) о r?, + Ф, L (z, ц-) о (й ч й ) = Ф l
называется конусом аелательrrшх направлений в точке Z к поверх-
ности Q, . дналогично вводится п конус KgG),

Непосредственflо иэ определения вштекаDт следуюцие свойства ко-
нуса К1 (Z) ,

/l/ Если zcl?rUf? g , то K7G) = ф
/2/ Еслп Q, - выпуьлшft многогранttик, то tiнoшecтBo KуG) 

""-
ляется вшlIуклцм многогранншш конусом.

/з/ О $ Кт (z), KlG) П КzG) = Ф.
Хотя конус ]келательных направлениii введен несколько иначеrчеl!:

в работе[a], тем IIе менее нетрудно проFерить, что утвершJениq,ана
логичное,геореме 2, остается qпраредлившм. ИменноrесJIи 1,раекfория

D
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игрц такова, что 
.
z(t) с Kl G(t)) /g/

при всех t >, 0 , то игра це чote' окоttчиться вцtdгршцеra второго иг-
рока.

СледовательЕо, если шл будеш rrскать.стратегши шгроков,в вхде

9е), cP(Z) , где фувкчип 9G)€9,Ее)€|l) прпzеZ осJществля-
Iп синте8 управлениft /cu. |al / , то дJIя нцоадевия непрошгрццнID(
стретегиf, надо наf,ти такое r.Eo8ecтBo VС Z , что для всехzеУ.
с}пцествует Q{z) r прх котороI F(z,Ф(z),ЕG))е Ky(Z\ для лDбо-
го<РсУ . При аточ, коцечцо, вадо потребовать, стобш на границе
,дror"cT"" И стратегия -ЕG) удошетворяла бш условияr. I-прови-
цеешости ,/8/.

-' Удобно перефорlryлировать саriи условия l-провицаеlrости /S/ в
несколько иной Форше.

С л е д с т в и е 2. týстъ мя z еOY шIполЕяется условuе /9/
и веравеЕство

m-Lru ftаЦ? (ц,ч)>0.
uв\(z) jсПft) '-1" ' -' /Lo/

Тогде Teoper.a I остеется спреведJIцвоf,, шбоr, как цетрудЕо провершть,
в этош сJIучае. градица ооr""r"a И ямяется I-провицаечоf,.

, Условие /Ю/ЭКВХВаЛентЕО сшстеIе неравевсТвМ7r,,

где V; -норr.алш в точке Е к тец поверхност"r ýd- ,

{u,u)> 
о ,

лля которшх

верЕо вклrоченше zе Si. (|< L < k)

ý 2. Сулевие простраяства пгрц для игрц, двlпк ливеf,шос r.атеца_
тико_эконоr.ическшк шоделеf,

Иа пре.цtдщ9го параграфа следует, что еслlt шr цаf,дец телесвое
шнодество V , одноft 

"q "р"rпц 
которого явJIяетса честь ццоtества

/плч gсе шrоrество./Фl , причеш мя*е 7Г шlполнено /9/., а не
гранtdчнцх поверхност"* У , не входящо " Q. , условие I_прони_
цаеr.ости /в/ uлч /IO/, то *о*""r"о И является вепроигрпrшrшш.Ес-
дп rщ цоIеI утверtrдать, что треектории эа конечвое вреraя обяаапl по_
KltHyTb шоrество И , то при всех ЕачаJIь}rдл, rIозицпяхZо €Y пер-
плf, шгрок Iо8ет обеспечпть себе вrrшгРШtЛ ПРи лпбой доrryстицоft стре-
тегии.второго игроЕа. в последвец сJryчае, ваяв в качестве HoElx тер-
цинальнц:к поверхЕостеft гравичrшrе ПОверхвости r.но8естЁg Т l цц су_
lееш _прострацство игрl. Этот пршец наиболее хорошо децонстрируется
в дшферевциальвоft пгре ца щхвадие дв5гх линеfiЕшх экоЕошrrческцх rrо-
лелеfi типа Леонтьева, которпя в случае одrопродуктнцх цоделеlt рес-
сr.етривалась в работ"*[2], I r ] .

Соответствtrmцая игра иraeeт вtdд:

a



HeKoTomle шетодц иссJIe!цовеЕия игD каqествА I5

*,= А(х- !t)- Dte
у= 0(ч-tr)- aJt

/lv

где х€ ft!, ц, RТ t Pi есть веотрицавельншfi оугшrт k -lrерво-

го евшидова пространства./1 0< h < Xi 0<k < g,/веравевстЕ8 поцlr-

шаDтс8 покоордива тпо/ ; Д = @i), 8=Ш ;j ) =веотрипательrпrd квадратцце
r.аТР}tЦЦ Раsшерностu lL Х lL п ltаХm, соответствеЕно суть Iатрt{цц
вцrryска cooтBe'nn.BJrDшplx цоделеf, /сх. [ З j t i D = {ati 1, Q=(Nii) веотри-
цательнце цатрищ раsцерЕостц |LlftL u mltL соответствевно суть
ШатриtЕJ ваалцодеftствиял л.

В данноft uгре Z = E|*^t Ё; - вцутренность ццоtе"п". Р 1 /
поаиция игрЕ есть (ft+ttz-)_ шерrцrl вектор Z= (хrу) , терlошrальнце
цноIества иirерт впд;

ltъ

Q, " Y=r lz 1х,9): х>0, ч>,0, gi=0l ;

'Lt
Qо_= 0 {z= (х,!):х>,0rХ;=0, Цr0l;

L.l

Qr='ii'j\*'iz={x, 0, ( х, у )D0, х i = 0, g, = 0|,
Lrjз t

Хотя в этЬft игре конус К, (Z ) нешrryк.шlfi, во ов является
объединениеш вшпуклцх t{Еогогрвttццх коЕусов.

Игре /lll весколько отличеется.от агw /l/, описавноfi.в ý I,, но
ояа шоает бцть легко сведене к Befi, для атого достаточно управляD_
щле векторц fь(L=fr2).п,р"дставить в виде {,,=9rХ ,{2=9"g
3десь 9 " х есть покоордшватное переrrrrоiевие вектора q2 не вектор
х , причеrrО( g <l i/где{-вектор"" R,t ,i"е*оордива-

тш которого равнц I./. ДgшогичЕо Os<y s { 9 т.€. в дэяноil сл5цбg

Q= |g€ Pr :'0 < g < ! |,Ч={ееРТ:Oс q,<tl,
Лоэтоlry правошерно обовначать дJlя краткости превJrэ часть систецш
/II/ череа F(Z,grCP) ifuCQ, <ре!) , что и будеr Е. делать BcD-
ду в дальнейщеrд.

Теперь опидец коryс Кт G ) в виде систеlrц нерввеЕств.
дллточкиz€z полоrиш

& *j (z) = t 
( k= {,,.., lL; j=!,...,fu).

,
PaccrroTprrrr chcтerry неравенств :

Х'х- 4*j(Z>Uj,z0 
l

(k= /,... , lъ) } /I2/

,. . -y,i ,0. j
Обоэнечиц через Klk)rQ= lr..., ru) 'шоrеgгво всех точекёL(х',!)€t-

удовJIетворяDцпIх систеце /I2/. tlусть Kftl=! KiG), тогда в€рЕа сл€-

,



Iб и.А.к с м . A..:.tyxcllHoB

дующая

l Лемш,л 2.KT(z)=K(z).
Д о к а э а т е л ь с т в о. týrстьZ'с Kie) оэЕачает, что су-

ществует ношrерf е/-/r.. . , rъ J " u""no Т> 0 такие, что:

Туr|=0,
Тц'i>0, i+i (i=/,..,fu) /Iз/
Ix'* > 0, (k=!,...,ru) .

> 0 , отк}даl в cBoD очередь, получаеra

Чj*
Ч i.+

i

[ Хк+
Иs /l3/ ишее!( Т = !с;

0.
-неравенств /i3/ з""ч"rr" 7=Подставляя в последние

С другоii сторонц, так как

g;

rL

/ 14/

/ 15/

3-
- Yj'

получаеDt

х'к- d*jrilyj >0 ( k=/,.-.,fu),

что вместе с /Ia/ приводит к вклDчеЕир Z'€ K;(Z) 1 т.€. Кk)ЭКтft).
.I[окааеш теперь обратное включение. týlсть 8'€ Кk) , тогда су-

ществует j е |t,e,..., Ц/ , ,"*о" qто Z' е Ki G) , сбгласно /l2/,
отсDда следует, что Цl; < 0 . Поэтоrry сJrществует непустое шноаестао
индексов /с, |/,2,.-, , "lnl теких, что у). . 0,(i € / )

Расс;";отрим

f = mitъ
je7

тогда ишеют место соотношения:

-L-yL

!"+ Тg', = 0

Цj +Тg; r, 0, j * 7, j= !,..., rп.

U,i

ц-'-J l=

Хх

rTO

--f,,^"

отсюда следует

Z'e Kl G) , ишееш

70, k=!,...,rc
Всли х) > 0

х"+Тх'r> О /L6/
если ае Х'* . 0 l то O1rr*# Х', < х.+ _ft r'r = xg+Tx.K ,
т.е. опять вшполняется /16/, чтЬ вшесте с /15/ обеспечивает вклDче-
ние Z'6 КlG) , что и требовшось докаэать.
Введем следуDlщ4е обозначения :

B;=r!r*{8j*l,
,|?/

Qr= ti!^|9*"l ,

В*= ftъех S Bi rl ;
tlJ.m

D; = ruax {аr,| ;
1lkзп

Пусть Т; _ мно8ество всех полоаительншх реJениfi систешл неравевств:
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8j *, - D; !r, >,0 ,
(i=!,.., , fu )
l+m

L ?"ry )_ в, yi?o .

C=l a=l

Такие решения ааведо!dо сJществJrDт, напр}rмер, х20, а= о(ý)

3= П'h*' / Х > 0 оавачает, что х;>0 для всех i=./,

Полошим

Y=.UY1
l=t

Т е о р е ri-b f. Iýсть имеет riecтo неравенство
lп- 

-Щ-|В.в,-> q;D;zo, /2о/k,t t= |

Тогда если игрок fi приt{еняет стратегшо ? = ! ., то игра, Еачатая
иа точек ZeV , либо длится бесковечно долго, либо оканчивается
вшигрышем первого игрока.

До к а э ат е л ь с т в о. Нетрудно проверит", uroY1 есть
телесrплft riногограЕнпк (j=!,...,fu) , е слеловательно, ,Y- имеет
негrустJrD вЕутренЕость.

гран"ча ЭИ *о*""r". И состоит ugDо(п*t)+! J -гиперплос-
Kocтt4, иэ которшх 1tп.п + /) эадаDтся ограЕичениями вида /IB/, 'а

остальнце гипррплоскости входят в, терrш4нальвуD no""px"o"To Q7
Согласно аамечаfiиD к теореше I для докательства теоремц достаточно
проверить, что первше(tп.п +t) uа грав;:чншх гиперЕлоскостеiт являют-
ся I-проницаемЕ[ми.

Деitствительно, rryсть *7 -вормшь к гиперплоскости !; Х; -D; g,=0 ,

Еаправленная внутрь тела Y7 . Тогдаlдэ /Il/, /I7/, /В/ "or"*."d,

rr,r ft;1 , F(z,l,rl,))= ,t|, !|_rOr8;,- 8;d*)q,g**

-D, (i цi,x * - Ё nr, g)| = U, Ёrr-х--t 81, g,)>,

tL rL
,.Di (t Q*x*-LB;yr)r0,

k=! iэl

где i= !.--,ftij=/,...,m . /Так как,'по определениD ,D;81, >z|ld;, l,ля

/rc/

/19/

всех /.

при 9
,
0

,j k , то liивиrryш в вцшеописаЕноli соотвошении достигается

Делая аЕалогичЕше преоб.раэования и испольауя неравенство /2О/ t

имееш
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ftallф

rп!р (n, Fk, n,cllD>T_ В, Е ?" х*-ГВ; у ;)>0.qСU L=t lGf iэ f
где ! - норlrаль к гиперплоскости

пtL

Г-q-х*-Г В;!;=0 .
kз,t

Теорема докаэана.
t=f

Следс т вие I. Легкопроверитьтотфакт, что еслитраек-
торияz(t)с Y , no?G) € KZ С) /и да*. более точно:если z(l)e) ,

,o*,(t) С К; (z) ,z. поэто!ry согласно докаэанноl,t теореме получает_
ся, что еслчZ(O)СY, то, примеЕяястратегчtю19={ , игрок-7,
мошет всегдg добr,Iться вцпоJ:Iнения вrслiсченияilt)С К7lZ) для всех
L >, 0 . По сути дела, первые П- ограничениil, в /I8/ есть запись

условия i(t)€ Кz G) , а (п. + t )-е ограничение есть уеловltе i-про-
ницаемости. Поэтощr если коэQфициенты рассматриваемых еистем не

удовлетворяшт огранйчению /ZO/, то в /I8/ услош,няются условия I-
_проницаемости. 0днако выписыванием соответствJrDчих ограниченrtit,
мы в данноl't статье sаниrчtаться не булем.

Сл едс т ви е 2. týсть в /IB/ вшполвяется более сильное
огравичение, а именно

lL rL

L Q"xe- L B;!,>l €z0
€- l i= {

/такое множество будем обоаначать Гд /. Тогда игрок fl применяя
D

СТРатегию 9= 1l , выигрывает игру эа конечное вре!дя.

Деftствительно, в этом случае, рассматривая ( П+ i) - е уравнение
системц /lI/ имеем

rr u,= rtiЁ|;j |l0- ч;l-f,О,; rJr[в,ч, -[о.Х * ( -€ -

С другоfi стороны' дляZ € V выполЕяетс яi(t_)е КrЬ) , а иэ рабс]-
n" I al следует, что в этом случаеzft)СКzG?r)+ {Zral для всех
t->б . нетрудво проверить, что(К7lЪl* Izl)nДT'c Vе для

всех Z е Ye , поэтоu{у еслиZ(0) €Uё , ,oYrG)<- е для Бсэх
t > 0 . отсрда следует, что игра закончится эа время

T<{^io g;(O),9 |rirп
гле !; (0) - начальвое эначеЕие i -п координатш uгрока 72

Так как в дальнейшем авалиаируется случаfi |ъ=2 l lrZ=/ l то
вцпишем реэультатц этого параграфа ддя укаэанного случая.

При n=Z, rтъ = ! неравенство /ZO/ примет вид

P" r.7rd, + Q"dz /L;/
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/в данном случае матрица 8 ""r" одно число ! , ".пр"ч" D есть

"ro.,,o",r 
(jJ ) ;тматрица а есть строка (Qt, Q") /.

il,itlогогранник lr непроигрыllных начаJIьных состоянult /при усло-
вии, что первшГt игрок применяет стратегиrэ 9= tr / естъ мношество

точек Z = (Xbxz,U), удовлетворяrсцп4х ограяичениям:

9хl- d,g 2,0 ,..

Эr,- j2цл0 l

Q}t" Qr^z-99 >0,

Xt>O , У.7 0, У>, 0 ,

/22/

.iногогранник vc , где первыЙ игрок гарантирует себе победу за ко-
неqное время, отличается от /22/ эаменоtt последнего неравенства на

Qlxt + ?, Х, -,99 ,, € z 0
На рис; I иэобрашев многограннr* Y . 3аметим, что в данном

случае неравенство /2I/, накладдваемое на коэс;фициенты систеrдt ,/II/,
несущественно, деitствительно, если

9'. 9rd1+ Q.dz /2з/
то иэ /22/ имееь,

Qt х l + q,, хе -!9, tq, d,9 + / 9. Оrо -yu, О

/последнее неравенство вштекает пэ /?З//, т.е. в этом случае послед-
нее неравенство в /22/ есть следствие двух предддуiJрtх.

л
tI

х1

a
{l

Рис. I .

На рис. I эта ситуация соответствует тому, что гиперплоскость

QtXt*QzX, -!у=0 проходит выще линиu пересечения гиперплоскостей

!rr- drXr=O;Px2-d2y =0. Так как из докаэатеJrьства теоре!ш 2 сле-

дует, что две последяие плоскости I-проницаемые, то утвершдение
этой теоремы остается в силе.

a

l



2о И.А.Коасс .М.А. lfuхсинов

ý а. Исследование игры двух моделей прutL =|i пL =l

Исследование данноЁ игры удgбЕо проводить с помоцFD введенного
выше поЕятия проЕицаеrдости. Иаучиrr сначала условия проницаемости

для поверхrо"r, 8 , эадававr.ой плоскостьD

В= lz=(хl,х2,Л, ЁЗ* : &lt + azXz - U= О, 8r'+ 8""# 0J,

"о" Ё1 - внутреЕность ЕеотрицательЕого орr*r" " &3 ,/предпо-
лагается , uro В+ Ф ,/. Заметиrr, что дJIя лпбого z a а нормаль

vrz) в Форtryле /6/ одна и та ше , g9gцяда€т с вектороц/=(Q,t2;l).
Введеш следуDшие обоэяачевия :

l
д_м=.l{, если Х70 ,
'-'[0,еслиХ<0l 

/z4/
gi 

= 61ai + 8, а"; + (Q i- фQri - 8, аr).А Q;- t, Q,; - 8. Qrr) ,

ca=(Btdr+82ar-t). h(вrф*а2d2-р*.f . (i=/,2)

Те оDеша З.Дятого, trтooo nrro"*o"r"6 .бшла I-проница-
емоft ,/полупроницаемой, I-непроницаемой./, необходимо и достаточно,
чтобtл

Сr. > (=, <)Cj8z ,
(Q,-C j) >l G, < )Cg (6,,- 1)

Сr>(=, <)Сз8t ,

(С",- С i >, (=, < ) С j. (6z,- l) пли /25/

/3десь векторы сравниваDтся покоординатно./.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Il/b дЬкахеrr Teoperry для случея I-
проницаемости, так как остальЕце случаи совершенно аr:алогичttt{.Пусть
Ze Ъ , nnoc*ocr" б является i-проницаеrrоft, это эвачит, что
выполняется HepaвellcTBo :

rciп паХ (6, F(*,9,V))=G,F(7rФ,ф l1rO. /26/
.|€У 9е Q

,/В данном случае Ф= l(9, ,9, ) , О < Чt < / t L=/,! };У= [ЧrО.rrr,r11,
Z =(Xtl |z, Ч ) /.

Иэ /?6/ имееш

Fr= fi-(Qi- 8rari-8zo2; ) ri=/,2)
Ф = hU!dt + бzd:-t ) .

Таким обраэоri, управлевияФ, Ф одни и те ,i:e мя мбоftZ€ В
а скалярное проиаведеяпе (6, F(Z.F,Ф)) привимает вид:

( t, F(z,Q,Ф l) = CtXt + е2 xz - C.i! >0 . /zz7
Так как z € 6 , т.е. 8rХ, t|zXz-!=0, то цs /27/ имееш С. Х1+
+CgX2 >Сrg=Сrфх7+с1!2хэ. Это неравенство обяэано вшполняться для

Всех(Хl,Х2,glс i3а , что влечет sа собоfi, /25/.
Итак, необходимость докаэана, дока.8ем достаточность.
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.]оп;ст l:l.:, i.To -Q:j:iтop э =('ot,6z r-/) ч,до:.,r"-т-.с-!Fет /2б,, и ,гСti.__ а =

:(xr,lz ry)e 8 . Воэьл,.еш;

П= h(9;- 6rо7;- &o2i) 1 i =|2)

Ф = i (O,d,* tэф -j) .

Тогда, }tiитывая /?5/ , l!эпосl)€дстБeнriьi". i-:..чliсiени€[l lrolEtio дока.]а,i:,
слелlющеэ

(l, FG,O,Ф l), Сr, бtxr + tтХz - !) =О. /zie.,
С другоit cToIJoHui , легiiо проверить, что Р, ,Ф", Ф удовлетБоряDт

равенству
ttt iit, rtzaх ( 6, F( z, 9, ц, )) = ( 6, Ft е,i,Ф )) .Фу

д это в!д.,сr-€ с ,/2?а/ ii дзет r-пронищаеLiость поверхности fl в точ-
ке z , hо i,a* кэк з - прс!:эвол""a",rочпa 

"" 8 , то теорем9
доказсна. Иэ тtlqрgрд след,ет, что если лдц наitдешl все ре.IJения систе-

шш

(Ct, Cz,- СЕ) -CJ(6, , 8, , - / ) , /2в/
то тем са;.лt". определим в явнолrt виде tlce i_полупроницаеi,,не плоскости
игрш.

Вообще говоря, равенство /Z8/ приводит к нел:iне;rноit системе
двух уравнений относительно 

't 
, 8, . 1,1Цц реiчиш эту систему в

предполошении

t Q1- 7rаr, - 72 аr, 10l
l-
l Qr- 3r Orz, lz azz <0, /2g/
i-

| 6,а,* E,dz_.p,o ,

"д" 8l , 8е - рЪ*"""" систе[rц /28/. /Нuде будет показано, что эта
система непротиворечива/. Теперь, если УчестЬ, что условию l-полу-
проницаемости

rпirc rъоl( ( 8, F(z, q,.| ))= ( в, F(z, ?,Ф ) ) = 099
удовлетворяют только следующие стратеги!l:

Fi = /.{Qi- |toi- 8ааа) (С = /,2) l

Q = h(hdt' 0,d.-})
/Последнее проDеряется непосредственно/, то иэ /29/ имеем Р = 0 ,

Ф = l . Далее, система /28/ после подстановки в нее значениft Ф ,

С2 , Сэ иэ /24/ примет вид:

| 7,а" + Ее Qz, = 
( |rd, * V, d")& , /зо/

l V, а,, tV, оr. =(F,d, * |rdz) Ь .
L

0тсюда

Т;= )ia':'a.ll (i= !,2),
)d1 + 4,

a
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где

i= Qц-Qса+ (ал - Ozz )'+ larzau
2оа

Иэ определения видно, uro l > 0;6rz0,8z70, поэтоlry систеDiа /zg/
непротиворечива.

Отшетиш, что если вместо неравенств /29/ ъыполняются другиеrто
uц получиli другуD систеlry для определения 7, , 8, . Так как Еся

дшьнеfirцея методttка однотипна для всех таких случаев, то шц будеш

рассматривать только случай, когда парацетрц системц удовлетворяют
неравенствам /Zg/.

Итак, плоскость Т, Х, *ТrХе - !.0. яьляется I-полупроницаеrrоfi ,при

Р=OrQ=! , Ео так как в надеш случаеГп{ЦУ(6,F(z,g,ч|)=miПrпЛхO,Г1
то эта плоскость является Taкte, Z-полупроницаемоit,т.е.просто полу-
проницаеrrой.

l Л е ш м а З. Сучествует F.<t (.r.rt) , что плоскостu8r=

|= 
{r. i\ ,lЕr\+JrlrХе-g r0l 

-"*"rr"" 
I-проницаеrщчи /I-непроницае_

| шrшл/, еслu 1цо 
( ll ct , (/, >.r 'l )

Д о к а в а т е л ь с т в о. Если в /29/ вшесто trrr|, подста_
,"rr.уF, ,_,дiz , то наfiдутся такпеf!./;.р."1! , что дJtя

уе[у!, ri') Ееравенства /29/ сохраняDтся и поэто!ry согласно опре-
делениD С; имееш:

Cl=.PV|Oa +f i"a., (i= 1,rr,
Cg =f фd7 +r trёdz

0тспда
Ct trlап + Ez Ozr

й= (Е,dt + trzd)B,
na* *a* rl
ишее}it

Е,

3аr,rечание
ГЛе.,1Цо?t , плоскость
/антпнорuалu/.

tral*Lzt
()а, * dz) 61 -, ,

l

=т . Аналогич"оrrkrr=! , Ttoaтorry мя.реф!,уi)

(Cr , Cz)> ( <) сз (р Е, ,f l-, ) ,
еслч r L ! /соответствеЕно ,rU z / i. т.*"" обраsош, условr,rе теоре-
шl 5 вцполненО, чТО и докавшвает.лечDч.

с л е д с т в и е. Так как I-проницеецость в направлесшш векто-
Рабt =И4r/f,-1) аКВивалентна ?-непроницаецости в направленl,rr,t в€к-
тора , 8n , то данная леrrr.а шоrет бtrть перефорlryлироваНа СооТВ€Т-
ствJrDtЦпш обрааош для случая ?-непроницаешости.

3аше ч ани е I.Нетрудно рассчитать, чтодJIя тогоrчтобш
i

nno"*o"."f Qхl+lц\хz-уэQ была I-проницаеtiа, первоrry игроку доста-
точнО шбратЬ стратегиD F = 0 ,/прониuалщая стратегиtr/.

2. Алалогично шоrно докаэать, что при t.plpo,8r ?-проницаема в направлении ."*rоэi _t7

a
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Л е rr ш а 4. liHorecTBa вида

при

=[в; z€t+
О11 lt +0pXz-dtg>0

.Fxt- 9 = 0

! > tпах -ц0а
"р

оr, d

оэtХt *азеlz-dzU> 0,
|хе-Ч=0,

а /зI/
,

являDтся I-проницаешlriи в направлении своих норrrшеfiф =4rr0,-t)
причеш проницаDIIIая стратегия есть ? = 0

Д о к а а а т е л ь с т в о. Деfiствительно, учитшвая /ЗI/rлег-

MHoI'ecTBa в!| да:
(

l, ,,
при

b)=l 3
+

0z
азz

0
> lraax

i
}Tu' dz

,
"р

{

ь

*r

V
l
l l

,
l

Рис. 2

I
,
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Если полупрон,iцаемJпо nno"*o"r" 87 неснолько "наклонить" к
плоскости xt0x2 , то она становится I-проницаемоft в ваправлении
HoBofi но,эt.tали, если ше, наоборот, "отклонить" от плоскости )1tOXz ,

то оьа становится ?_п..оницаемоji в направлении HoBofi антинормали.
Это i,,t ес.ть геометрrtl:еское содерпание лешhш 3 и эамечанпя 2 к Heft.

Лэ,:i:а 4 геоl,летрически эначит следпOцее: если пJIоскость |20 9
несколько"}tаклонt4ть'l к плоскостп xtOXz , то она становится I-про-
ницаешоrt в направлении норrrа.ли, но не цолностьD а только часть ее,
лешащая под плоско 

"r"о 
Pr={1Xtl(2l g)€fr'* rаrrrr*ОоХr-drу = 0|

Аналогичную геометрическуrс интерпретациD допускает и замечание к

лешме 4.
Т е о р € lr: а 4. Iýсть mIполняDтся неравенства

О l, 0z t ozz о. rz /з2/
Clt -т' 

Б'т
тогдэ 

.мнокество oi = t,rrriir,лJb*:|rx,+Erxz-9 >0| ЯЕЛЯеТСЯ

непроигрыtilноlt aoHoir для игрока 73 , причем непроигршlцная страте-
',гия Р = 0 1 Е rfioвecT"oBi={Bt,Xe,9)e il;irxta4eXz-Ц <0 | непао-

Рлгршrшrоit зоноlt для игрока /a , непроигршllная стратегия Q = 1
Д о к а з а т е л ь с т Е о I. Докацеш сначала, что область

с

в
+
t является непроигрt{швоГt для игрока 7;

Неравенства /32/ приводят к неравенстваш l] 'ff, вr. # ;

которые, в своD очередь, оэначают, что линия пере.сечения полупро_

ницаемоЙ nno"Ko"T" 81 с плосtiостьюХ,Oу /см. рис. 2,/ лешит нише

линии пересечени" n;ro"*ocrn Д с Toit re коордиватноii плоскостьD.
Аналогично линия nepec"u"""" 87 с Хз0 9 ле8ит ниЕе линии пере-
с.;чениЯ х20 9t С ПЛ;СКоСТью Р/ -- |0t,Xz,y)eP!: аllХ|+qr"Хr-Qg =!|,
Поэтоr,rу если начальное состояние игрш * /0) ле[ит в t/лolecтB" 8i ,

то всегда моrно найти три эначения параriетра f t,,llz,.Ц з (.F. (_ll1.1),

такие, что точка */0) окаается етрого внутри многогранника,
обраэованного плоскостями Ь.urЪВlрr; В'р, и плоскостью XlQ Х,
Так как плоскости 8r rЧtrrrТ)r'"o"n"."o ,"пtм"ш 3, 4 являются I-про-
ницо€ь,дпми ,/проницающвя стратегияР = 0 /; то согласно теореме I

данншГt l.tногогранник есть непроигршlдная эона лля J1 /Непр5lигр.rш-
НаЯ СтРатегия Р = 0 /. Это и доказцвает, что вся область8i
непроигрьiдная область дJtя игрока .7t

Аналодично иэ аамечанrrя2 к леt:. е 3 и Teopelor i слелует, что
оОrасть d] является непроигрtJJlноiI дуlя игрока d

2. Теперь остается убедиться в Tolvl, что полупроницаемая плос-
*о"rь 81 ,/полупроницающие стратегии ?=0,Ф=/ / является непроиг-
ршшноlt эоно:; как для игрока 71 , так и для игроlса d

lýlcTb позиция игрц Е =/хr, хt,фса1, тогда иэ полупроницаеrlости
плоскости $1 следует, uro дп" того чтобы траеi:тория игры остава-

a



Некоторше ъrетоды ::ссJЁдсванltя r!гi) ка,qесгва оtr

BaJtacb р-а n.:ocKocTii Ц , игрокl,t долЕtL;: пirri:,,енять стратегии 9=О

Ф =t , cooтBeтcтBeiiнo, т9к l"aк отказ, наприNiер, 
^трока 

,| от

стратегии У-= О прrrведет к тоьФ , что траектор;дя g1l) со}-tдет с

nno"*o"r" 67 и попадет Е неjiелательнj/,!э дltя игрока11 оОласrьбj
Аналогичное рассукдение вернс и для игро*ч J2

Прл 9= с , ,| =.( систеNrа Ё= F(Z,g, ч) в экаларноii форме запr1-
шется так:

Xt= QпXt+OrzXz-dt! l
iQ= OztXt +azzXz -Czg,
Ч= о

xi

Рис.3.
Таким образоi.I , игра, начатая. иэ точек ,rло"*осrл В1 l длится

как Jjгсдно доJrго при ф= О ,Ф= ! , и откаэ какого--либо игрока от

/3з/

е

Теперь уllитывая /3О/, легко у5едиться Е следуюцем равенстве
( 6, F(z,0, I )) = (7,d,, + trzdzI tr,xt*Ъrxz-9)=0, где 6= (ir,Er,-/),

которое св!{дегельстзуе, о .aо:й, чтс траектория системы /3З/ не поки-
дает плсскость f,7 . iйo*Ho прсверить, чтс il-llоскоСТИ Р1 , Рz, Bt
пересекаются по одноit прямой, которуто обоэначим через f, . иэ /32/
ЛеГКО ВЫВеСТИ НеРаВ :rlcтBa

Ц,3,.Q",. Оrr,7.,Ole_
dt - -' | с/" i d7 'U,' т,

которце дают следующее располошение плоскостей 2t, !", 8t /сiл,рис.З/
i{етрудно видеть, что прямая / является l,!доi(еством точек покоя для
систеп4ы /З3/ . Далее , из /ЗЗ/ видно, r.l'o все траектории систеrпш,/ЗЗ,/,
начатые иэ,гочеКZе В1 , ИМеЮТ вttд, y1aэaцH\it на рис. З,т.е.окан-
чиваются на пряь;оit С

у,
a

t

(t

>.+



?6 И . А . Крас c rlЛ:4: lilудgд ц9е

у}iаэанrrых стратегиlt мошет привести лиць к проигрыtJ.v этого игрока.
Теорема докаэана.

Как упе было покаэаЕо в ý I, в пространстве игрц мошно выде-

лить мноше"r"о У /рис, l/, иэ внутренности которого игрок 71 ,мо-
шет вшигр9ть игру эа конечное вреriя. Отступая от границ этого мно-

еества с по}rсщью конуса 8елательных направлениit мошно выделить мно-
шествоV' ЭV , из внутренности которого игрок !, мошет по-преfi-
}ieцy эакончить игру эа кокечное время. 0днако дальнеl'tщие "отступ-
ления" такого сорта приводят к больщиrr техническим трудностямrтак

что исчерпать все мношество Brl "" удается.

Поступила в редакцию aI.9.I97I
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