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ОБ ОПТИIЛАJIЪНОСТИ ОСОБШХ УПРАЫIЕIflМ В СИСТЕ}ДАХ С РАСПРЕДIШШЦМИ IЦ_

рАL[ЕтрАми

О. В. Васильев /Иркутск/

рассматривается особшli случай при исследовании необходиrшх ус-
ловий оптишальности в системе управления, описшваемоfi уравненияlrи
с частными производнш!lи.

I. Постановка эадачи

Пусть в эаданной области D= |(t,S)zOlt<TO<Se Sfсв"эь шеадr со-
стояниеш х(t,S)€До " упр""лением цft,ý)€ Д- определяется систеrrоit

уравнениiл в частнцх проиаводншх

хёg(t,il=l(Х,|t, ХsrЦrtrS) /i.i/
С УСЛОВИЯrrЛ

x(O,s)= а(9), x(t,0) = j'(t) , olt|) = f h) , /i.2/
3десь вектор-Функчuя /(z,ц,t,9) / в ладьнеrlrдем е= lx , хё, xgl -
Зл -мерныlr вектор,/ определена и Еепрер{вна B}iecтe c0/(z,u,t,S)/tr7
HafnxE*rElxf lraG\rf G) - ааданнше непрерывнце z - riернце
вектор-функции. }(лacc допусти!дцх упрgвленшlt представляет собоii ку-
сочво-непрершвнце функчии u(t rS) со эначенияши в эаданном MHorecT-

"" UC Д-. Гlу"rь допустимоlry управленuг.u(t]S)с U соответству-
ет единственное редение х(tr9) систешц /;.l/ - /i.2/, определенное
на D . Качество управления оцениri функционалоrr

J(ц) = 9(х(Г,S)),
где 9 (l) _ дввгтт непрершвно дифференчируешая скалярная Функция.
3адача эаклDчается в нахоfдении оптиraального управления, т.е. тако_
го допустимого управления uo(t, ý) , при KoтoPorit

Jtu") = lпiп Jfu) ,

ц(t,ilеU

?. Принцип максицума

týlсть допустимоlrý/ управлениD Ц(t, 9) соответствует решение
X(trS) систешl /I.I,' - /!.2/i пусть так[е допустишоrry упрашеншD
Ц(trS)+ДЦ(*,S) соответствует релен!lе д1*,S) + ДХ(t,S) сuсте:ш;./I.I/
- /l.Z/. Тогда очевидно, что

Ъх+s Ё,5)- bzule,u,t,s)= 0, /z.I/
где

b'u ltz,u,t, S ) = /(z* bZ, ц+ ьш, t, s), /(z, ц, t, ý) .
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Стсiеда, с учетс;.: связеr-l /1.ii - /:.2/ l ФорIф,лу прирацен:iя Nt:ic;l-i.t

эr:руемого Функционал" +т"о представить в 9и;е

ЬТц'l = Ьr90(7, S))- jlr(l,sj[Ax.s(f ,S\-А*,,{1z,и ,t,r)jJiJa,

где 9i;l9) /Z- перная' i"пrоо-фrнкция,тохдественно Нё оi.til]llою:i;аяся

в ноль. Далее, после иэвестншх [a] -[ З] 
""*r,алок 

мошно получить
следующее необходимое условие опти!ilаJIьности. 0птималь!{ое управле-
ние UО(t, 9) , если оно суцествует, удовлетворяет аналогу принцила

!tакси!л,уl,iа Понтрягина

Н уЧ, Z", uО, t,S) = tъах_,, Hir|, Zo. u, t, 5),
,д. н(ч,z, l!,t ,5 ) = qft ,s|l b:|:,'i',1\,r,(t,r)=|xo(l,s),xii, s),xi(,$-
рецение системы /I.I/ - /i.Z/ при опбимальноtt J"правлении чО(ёrs) ,

вектор-Функчия rf) (* 19) удо"петворяет "с опряшенноЁ" системе ypaBHeHltit,

состав,lенноГт вдо,ть .l= ЦО({ ,5) ,

gr* i*, 51 = 
d Н( E-,z'. ц".tЭ _|

Z = Zoit,S) :,

ф

d Н (q,zi цО, t ,S
0xs st

Чl* (t,s\= - 0 Н Цr\1Уi t, s) 
; Чs (T,s) = - 2 Н kf , zi ц о, Т, s )

q,(7;s) =- \od g(х.tц s|>'.*

. Еслиgzаd9(хО(т,ý))=
Н(Ч,ZО,'цО, |,S)= 0 , и

0 , то очевидно, что .Ч (t, S)= 0
приведенное необходимое }словие оптималь-

ности теряет силу.
О п р е д е л е н и е I. Управление ЦО(t,S), пги котором

ХЪаd 9(хО (Т, S))= 0 назовем "особым на 2

З. Приращение Функционала для управления "особого на2 ".

Пусть допустимое управленr!е Ц(t,S ) таково, что при соответст-
вуюцrе1,1 €ll} р€:л€нии х (t, S) системы /|.l/ - /i.z/!Zad4ft(T,S))=0 .

Тогда фсрr,:улу пl)ира:ения Функционал8 с }ч€тоr* с-:яэеГt /I. -/ - /I.2/
l;oJiнo представить в виде

т s Ьl(ц) = дх f( x(T,s)) +

-ljo хtТ,S)'Ч(t,s)[а xts (t ,s)- Azu!G,ц,t,s)Jdt ds ,

"о"о 

oI/(f.S)-(ta 
х/u} непрердвная i{атричная функция, не обрацаюцая-

ся тошдественно ts ноль.
Ввелем вектср-функчию

l'| (Ч, z, щ,t,s) = V'(l, S$(z, ц,t,s )
и, раэло:,кивАr!tХ(r,S)) до аторого порядllа, будешl иr,lеть

,
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^Jrцt= 
| bx(T,51' а'q/Ц! sl) Ax(T,S)

7J
* 

J Ja*(r, 9' ttl(t,s)дxts (t, O4t d s -
00

,+ 0(ltдх(Т,S)IIL)+

тý

JJсо
(\

00Ts Tg

-lJ*, U, ýдх(t, ildtds- I|rr ft ,r'lх, (t, oclt ds -
о о 00

fi* (/, s)д х+ (t,s)dt ds .
оо

fuя прои
тý

IJr.

звольноit матричноlt Фун*ц"" V(t, спреведливо

t,одх/ý r/, s)dtas =ЧО,S)дх (T,S)-

ь х (Т, S)' а 
"u 

Nl (l|,z, ч,l,фtJt

/э.l/

Ме т,
тý

Jjо0

Кро

т'
-JJ

00
Ts

z(l0= J{ [

,о"о' r s
Аzul"I(Ч,t, ш,t,s)47а, 

= JJa- N (ч,z, ц,t , s) dt ds +

00

ОН (Ч_,Z,,l,t,S) Mft,ýdtds + t (ч),
0z

z (t, il + 0 
t(tt 

дz (t,s ц\lltаs,

ч/., il,s)= d ИrИ. 
",t,ý)_ t IжJ;

t

ОЬ" ll (V,Z,ц,t,S)
0z

а векторная величина 0!0tA7(*,S)/ ) соответс твует разлошениD
дrИ(ltt, z,u,d,g) до первого порядка Матричную функшию Ч(t , S) "од-чиним "сопряшенншм" уравнениям

t

Yr.(f ,s)=- ц t, ý.
ц )И(VrZ,ц,Т, s)

/э.2/

Эхs 0r,
а2у(х (T,S)) /з.э/

V(Т,s1= - tr dт-
В реэультате после,неслоаных преобраэований получr,rш фориулу прира_
щеЕия функционала в вIdде:

Ts

ъJ(u)=- JJor'a S)'Auм(ч,ё,u,t,ildl ds -
0о

- Ах(Т,S)'2(Ч) * 0(llbx(T,S)'l') /з.4/
týrсть теперь lпl tъ) -непрердвная rrатричная функция 0(t rs) такова,qТО 

0tT,s1= 7 /э,5/

?xr

(Гф=- ,
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0(

тý

Ах(т,r ) = JJ
00

где I - едrtничная I;атрица.
Тогдэ нэ основании тошдества /З,l/

Зar.ie;.iliM в этогt форrrryле АЬý (Г, } ) на Д7цt(z,u,t, g) /cM./Z.I// и

подставим ее в первое слагаемое правоfi части Форлryлы /3.4/ ..I[алее,
введем вектор-Фун *чrо М( 0,z, u, t,S) = 0(lrЙlft ,ц,l.s)и после преобразо_

ваниft, а!lэлогичшtх те!,1 , которые приведеЕы выiле, получим окоЕчатель-
ншГt вид Форrry#тприращения функционала в особом случае:

ьJ(ц' = JJJlo чlЧ(O,z, ц,fl3)'дч lЧ (Ч,z,LL,t,S) dtdg dt ds+
J0 00

+ 0( il 
^x(T,s)'l') 

- дх (r.S)' 2 (Ч) -

где lu!атричная Функци" 0(f,S) удовлетворяет уравнениям /3.2/

r,ý )д |rg(",l)аr Ы9 +

9. ( )д |t !'t,\)cttdJ

a.

,3,1b xic,r)dr dl - i iu" (r,|lхц tt,\)drd| +
JJ0о

тý
- 

JJ u",
0о
7ý

.. JJ',,
0о

тý
- z(0)' J J О" N0|,z, ц,t ,9)dtds ,

0о
с

концевы[,l условиерi /3.5/,

4. Спсц;iа,тьное приращение

СПеЦ}il_;J,l ьнсе приращение :

лrц (t ,s)=

Задедим точку (Р,F)€ D , числа4 z0, 8z0, €Z0

i

и определим

у-и(l,ý), (t,s)eD=[rt,rJ,r, -а€ < t r!,
E-Be<s<rI-D.D , v c'U

0 , (t,s) сD, ( t,il€ D,

Известно,[ З11

ниюд*4tf,5)
, что пi]riраiцение b+Z({,S\ , соответствующее прираuiе-

, можно оценить следующим обраэом

lIb|z(l,s)l, < кrо6€2.

['u lЧ(0 ,Z , u,r,l ) ' *

То:,да оценка сверху для специального приряlllения функцлtонала бj,дет

ц9.л

IJJ
Dи:..;i R.:л:

r8еуе

9

J
о9

дj(ч) - -
|, 8с ае
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А u 14 (|ll,z,ц,t,ildrdl dt ds + КG)€6,
где К(€)-R,; сOпSl <в при f + @

5. Необходимце условия оптимальности

Получив оценку для специального прирацения. функчионала в осо_

бом случае, нетрудно докаэать следуюtщrю теору!,ry.

Т е о р е ма I. fuя оптимальностиуправленuяЦО(t,S),"особо-

"о *" D ", необходимо выполнение веравенства

l lч l о, zo. u, t, s ) - M ( O,zi ч i t, s )]' [и р, ) ", ч, t . s), м(ц,zi uil.ýtо7 5 ., 7
в кахдоit ,ou*g(l,S)e О и при всех Y/*,SkU с Фуrrкцией Ц(t.Sl ,

удовлетворвющей уравнениям :

llta, (t,s) = 
а МЦrz I u :t, Q -|

/5.zi
апр, чОrt,s ?М(Цzi цit,s)

,
t 0xs ýt

9

Чrft,S1=_ 
)Mfulr*ui t,o |чý(т, r,1=- ОИ (чrз! цО,Т,s )

чttsl-_1 22EC(_TSl),
' ?х2

и функцией 0(t.S) l удовлетворяющей такше уравнениям /5.Z/, но с

концевым условием 0[. 9 =I
Д о к а з а т е л ь с т в о. týrсть допустимое уравнение uo(t rs)

оптимально, но в KaKoit-To точке/9rД)С0 условие /5.I/ не выполня-
ется, т.е. сущеетвует TaKolt вектор v е U , что

l П t 0, zo, v, 9, !), М @, z', ц", !, r)]' [М { Ч, zo, vg,_ у) - М (U, z i u ! у,у ll, 0.

Исходя иэ ивБестных теорем аналиаа, которые, например, применялись
Л.И.Роэоно"ро, [ +l np, докааательстве принципа максиDryма, IltoшHo эа-
D!етить, что иэ последЕего неравенства вытекает сJпцествование такого
d,>0 иобласти

Ъ =l(t.?,.!- aE<t :у, |-Т е < s rF,
а,т0, 6>0, €>0l,

tlтo

[М ( o rzo, v, l, s|, у ( 0, zi ц О, l, s\]' [П (У, zo, ч, t, s) - И N,zi цо. t, S)J> а / 5 . з/
on" """* 

(t,S)ctr .

Так как У€ U , то всегда воэмо,к,но в некотороГr области

D= 1rt,s),9л or_r l=:9,t- В*€ ,s t,p, 0,а td,
0r6<6|, DСD,

псстроить специальное приращение к управлению цО(t.S) и оченi:ть

,

L
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сверху специальное приращение Функционала..Усилив эту оценку свер-
ху с помощью полученного неравенства /5.З/, будем иметь:

bJuo) <- аа'82ео* К(е)ео=- eu(apz6"- к(ые').
3а счет уменьшения € 2 О всегда шоано добиться, чтобы

&а2в2 - К(е|€2 70 .

Тогда д J(uо) z

управления ЛО( )
0,
*,ý

что противоречит предполошению об оптимальности

' . Teoperra доказана. '

^ а'q(х( т, S))_ п
'',В-

2'q(x(7,S)) - л$-,"
Иэвестно, что если функllия {{Z,url , ý) диОФеренцируема по 4 ,

" *о*""r"о [,I выпукло, то вдоль оптимального управления выпол-

Совершенно оче,видно, что приведенная схема применима и для особого
случая

а9(х(Т,9)
ах

и так далее.

з а м е ч а н и е i. Теорешtа I имеет содершательный сшшсл лишъ

при

няется линеариаовавное условие максилjlума

ч), Z о ц о t ., ч o(t,S)= m,ах ц(t,s) ,

0ц ц(t,S)€U 2ц
Ec;tи!Lad|(xo(T, S).)= 0 , то это условие веэtфектrtвно. тогда

справедлива
Т е о р е м а 2. Если фу,нкция {(Z,u,/, s) д"фФ"ренцируема по

Ц , " *"о*""r"о lJ вшпуhло, то для оптиl/tальности управления
ЦО(trS) "особого на 2 ", необходимо выполнение неравенства

'а

t

0ц
ц о t s)

Гч ft , s)- ц'G,9] ю
в кашдоlt точке (t,S)€D и при вс€х vftrФ еU

Д о к а э а т е л ь с т в о. В силу, теоремш l на оптимальном

управJJении ЦО(trS) справедливо неравенство /5.L/.
Раэлошиt"t левую часть /5.L/ в ряд ТеГrлора по степеням приращения

ч(t, ý - ц"(t ,' 0 И(е ,:i цi t , s)
0ц

y/l,ý) -цО({rS) , ограничиваясь

Г аМ tO, r", 
"", 

t, а гчrc,il _ u"{t,O)fLT, J
* O(tt ч(t, S) - цо (t

[ur*.sl- 
u"e.r)]

в кшlсдоl-t точке

о

гJlавным Членоtчl
о u|l, s

'1u{t.il- u"(t,ilJ l
.l

t

0тсiода следует, что

(g,'ам z|ц? l,sl ац(у,zо, un,l,s) '1v[ t,s)- uo(t,S)J, ot rot

,s)!!2)< о.

0ц
и для всех vft,S)€UO6ч"ц;1 ,гДе бt.о(ё,r)-

цОt't,S). Усилим неравенство /5.4/ rучитывая
. Пустьi(t,S)С U - произвольная точ-

({,
--аа
s)c D
точки

"" L7

ь

малая окрестность
вшпуклость мношест

Z
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ка. рассмотрим эле!де нт ur lt, g) = €i(t,s) + l /- €) чО(t , S),0 з € -< t
Ясно, что Ur(t,S) cU . Кроме того, при шалшх f70, Uc(t,Sr€dtlo(e,s) .

Следовательно, дJIя таких эначений Е спреведJIиво

гчrft ,s) _ u,(t, rr1' 
О Н ( 0, zЭ Ц', t, g )' а П(Уlt', u i t, s l 

[r, (t,s) - tl,(t, i}о.
Подставляя эначение у€ (t,s) , получаеш

0л,l(4z,,цi t,s)l ? о о t s) ,51- rzolt',s)]-.0.ёFft,s)-цТt,s!'
0ц

aL

поскольку i(*,S| произвольЕцft элемент шноаества U,тоне-
равенство /5.4/ дока9ано для всех V(trS)eU . В случае откршто!.
области управления справедJIива

| Т е о р_е_ ш а З. Если f(-, "rt',S) диrференцируе}iе по с4 , а
| ,rrо"""."о 1,I открштое, то на оптимальном управленпп цО(t,S) ,

| "особош "л D ", квадратичная форша переriеннцх

ч, 0l,|(0rzО, цО,t,S)'
?ц

До к а зат ел ьс т во. ГlустьL.r - открштое шноtество,

|(r,u,l , S) диференцируема по lt . Тогда приращение v(l,s)-
-цо(|,S) шохет принишать произвольные значения, и неравенство /5.4/
приводrlт к условиD неполош'ительности квадретичноfi форlшl /5.5/,

týrсть систеше /|.I/ линеfiне относительЕо Х, Х7, Xs , т.е.
х*, (/,s)iA (t,s) x(t,S)+8ft ,s)х*t,il+С(t,s)хсG,s) + ?(u, t, s ) .

В этоrr случае Форlryла прирацения Функционале до второго порядка эа_
писшвается в виде:

TJ

bJfu)- - JJo., Н(ч,z, u,t, Dclt ds -
00797ý

- JJJJ^"' 
(0,z,u,с,\)'д.lЧ(Цz,u,l, ý)dtdl dtds +

оооо +0(ttдx(T,S)ll2).

9n Р е д е л е н и е 2. УправленuеrJ(t, S) нааовеrr 'особцlr

"лýJс D " , если прч Qtad gft (Т, S )) + 0 cJrulecтByeт нетривиельное
rrнoпecтBo Ф(t,SЬLI i"*о", 

"no
Дч H(E,z, urt ,S)= О ,

u(t,s) + дц(t,sЕ al(t,S), ft,s)e9? .

Т е о р е м а 4-.ifпя оптишальности упревления ЦТtrs) ,''особо-
го На QcD ", веобходичо вшполнение неравенства

Гм (о ,zn,v, t ,s) - п (0, z,,цо, t,ý)]' [П0l/,zl y, t ,il- и(ц4uit;]<о
в каддой точк,е (trФеQ и при Bcexv(t,S)clJ с функциgft Щf,ф
удовлетворяDщей уравнения}i

dиlч, ц о t,s) /5.5/ч
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Чs (f,s)= Ч(t,illД(t,9- B*(t,s)-csft,ýJ -
- Ч*tt,s\В(t,s
Чt(t,S) =- Ч(t,

1at(T,il= - f

)- ?r(t,s|C(t,,9);
фс(t, ý ; l/, ( T,S) = - Ч(7, S) 8(T,S) ;

?2 Q (,х,(Т, s|! ..

/5.6/

2х"
и Функциеl't 0(t, S) , удовлетворяющёfi такше уравнеЕиям /5.6/, но

,с концевым условием 0(T,S) = 7 .

Докаэательство теоремш аналогично доказательству теорешп,l I.
В эаключение приведем иллюстративный пример.

Пример.
ха5 [fl S) =ц(t,s), х (0,9) =- /s*t,
x(t,0l =t2-t+!, 0 rt l /, 0 1s < !, |u(t,s)l <l

Jfu)=fxi/,D-|1o.
Проверим на оптимальность управлеяие uo(lrS)= tS
это упрсв.те!lие "особо" "а Э '', т?к КаК !zadg(x.OrS)) = 0
(Xo(t,S\-- {t"s'- |s;'Ё*l) " H(q,ziu|/,s) не эависит от цО(1,5) .при
этоr4 управлении Ч(1,1)=- / , Y(t,S)=-!, B(t,S)=*1 , условие /5.I/
приниrliает впдz-(V(t,s)- t-sf<Orlv(t,9l < ! , из которого следует,

что управл ение ЦОtt ,ý = t 5 оптиllальЕо в рассмотренной эадаче.

Поступила в редакцию I. I0.I97I г.
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