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По теорейё Кенига Z[ '], сш. такЕ" [al етр. IO7l цультиграф
степеви S с хi>оматическим классом/>S содер,iсит нечетнше циклы.
Основным ре9Jльтато" "a""r*" является доказательство того, что
t4ультиграф с хроматическим классом r >S+l содершит нечетнце цик-
лы малоl't длинш. Кроме того, проводится простое докезательСТВО .1g9_

решr Виэин"" [ З

шенвона r *[i 'Т е о ре ма I. Всякиft л4у,льтиграфстепенч9(ýr.4) cxpou,a-
тическим классоll / rS*/ содершит неЧетные циклц длинц < /- J

r'- s-l
Д о к а а а т е л ь с т в о. Очевидно, rioдHo считать, что у

lryльтиграфа есть' ребра, удалевие которьцк уменьцает его хроDдатиче-
скиlt класс. týlсть (ОrЬ) - одно иэ такиr( ребер. ТЬким обра8ом,
сJпцествует веполная раскраска l - / цветош ребер lryльтиграфаrпри
KoTopoft неокраценнылд iвляется только это реброХ/. Обоa*"чиti череа

Q (Х) мношество цветовrотсутствуDItддх в верцине Х . Иэ нера-
венства /> S+/ слелуQтl чтоQ(Х)Sф для всех Х ; кроме
того, ясно, что ?('а) ПQ0 =ф .

Пусть о,. € Q(d,.Р € Q ( !) . Рас сrrотриш шакс}rriальнуD двуцветнJrр
ф, Р - цЬп"r"ач"наDцryюся в верItине а . Эта цепь закончится в

""рЙr" 6 , так как в противнош случае ее перекраска /аамена ос

"р6
, и наоборот,/ приводит к раскраске, для Koтopoil верш{нц ra

имеют обппtit отсутствtrrючц,tit цвет, что нево8шохно.

]

]

о rФIльтиграФах, для которцх достигеется оценка

на

и

.Щокаtем, что для любых двух верцдrн Х п g всякой длиЕц це-

"" Q(x),1QQ)=/ . Допу"rиц противное: сJrществует веполная раскрас-
ка/ - / цвето!д и такая пара цвето"*,l1аСQ(ф,lЬ€9/а), что в

соответствующей цепи наt'tдутся верцинц с обциш отсутств}псчlиц цветош.
Срели таких раскрасок вшберем ту, для KoTopolt расстояние / по
двухцветноП o'.rr - цепи }!еЕду верцинаrrи Х,а с обцим отс},тствуюlцим

цветом минимально воэмо]ftно. 3аметим, что обццдlt oтcyтcтByDuptfi цвет

У отличен от оС и 0
Если (=/ ,,о o*o"l"rl реброtlrЧ) цепи цветом / , в реэуль-

тате чего получиш новую раскраску, для котороГ1 максимальвая двух_
цветная,*rJР _- цепь, начивающаяся в верцине а , не заканчивает-
ся в вершине / , что, как было отмечено, невоЪмоцно. Если уе €>/ ,

выберем проиэвольную BepJиEyz('zf x,Z+/), лешашур на участке цепи,
соединяDщеrr верщ,tны Х п у, Пустьбс92 (z ) . Очевил"оrЕ*,..5*

Всюду в дальнеltше}, рассLrатриьа.ь]тся лиJJь такие раскраски.
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PaccrroTpиrr u"*""uM"Btra 6, У - цепь, начинц)цýrDся в верцшне Z
Эта цепь не шоtет содераать обе вершrкл l u у одновре!денноrпо-

скольку " 
gяrдоtt ив них отсутствует ;2 . Вследствхе атого пере-

креска цепи прхводtlт к такоfi расвраске lryльтиграФа, для котороfi ли_,

боверплш Х uZ ,лпбо! uZ иrirеютобlциltотсутств;mчий
цвет. При укаввнной перекраске и исходнаяоa,Р - цепь не шеняется,
ш новая пара верцм* " oo*u.oTcyTcTBJrDEEr" u"Jro, располо8еrrа на

Ееfi на расстояЕии <. t , что противоречит шиницальЕости вшбора / .

Теперь нетрудво оценить число Ё верш,rн c.,JB - цепи. Деfiст-
вительно, поскольку

lQ,:хll> tr- s - !, lQ(a)l >l- g, lQG)l >, l- s,
а обцее число цветов 9аъно f- t , вЕIполняется.нераБенс,гво

2+la-s-l)<l-!,
пап

l , /-9
/-s-t

Длпна цепи - четЕое число, поскольку цепь начивается реброц, окра-.
шеЕнцц чветоч Р , а аакаячивается реброш, окрашенш{ш цветоrr d, .

Поотоrry вшесте с Ееокраденшлш реброч 0, е) цепь обраэует вечетrшfi
цикл длинц < l- э , что и ,р"6о""ло"ь докеаать.

|- S-l
, 3 в ш е ч а Е и е. }1элоrенклl реэультат интересно cpaвH}tтb с

текиI фактош: д.дя .mбого целого S (s >. g\ сJществует однородшfi
степени S граФ с порядкоrr реберноfi свяаности, paвmrr S l хро-
rlgтическиll классоц S +/ и длиной rмнишального цикла, большеt лэ-
бого эаранее 8адеввого числа.

Непоrшич, что rryльтиграФош Шенноса навцвgется трехверш.tнкrfi
rryльтиграф Ьтепени S "[*r] ребрашл..[пя вего, квк легко ви-

детъ,{=[*,l . Ь ,1

l Т " о'fr "'u " 2.. /ВавпагlЗlt. всякиft лryльтиграф степени s
l{З " Ч'1 с хрошатическиrt *r.Ъ"оrrГl r] содер8ит лry,льтиграф Шен-

|"о"". L'

Д о к а э а т е л ь,с т в о. Моrно считать, что уда.,Iение rmбо-
го ребра lryльтиграQэ уменьшает его хроrrатическиft класс. Ясно, что
TaKolt rryльтшграФ свяэен. tlусть (а, в) _ проиавольное его ребро.
Рассшотрим какую-нибудь неполнtrm раскраску реберl?rI- ' цветош,

при Koтopot't неокреденнцм является лицtь реаро (а, Е) . Испольэуя
теорецу I, а такхе рассJгfiдвцttя, приведеннце при ее дока8ательстве,
получаеш, что дJIя любоtt парц цвето"п,f (аСQ(а),РСQ(О) верцинш
а ч В соедивеЕц двухцветноп n , F - цепьD й"* 2. týсть С

верщине атоfi,,цепи, отличная от 4 
"- 6 . 3афиксировав о( С Q(а)

и перебрев все р €Q(в), а эатеЦлошеняв роляtiи верпвtш Z и 8 ,
получиll, что Bie Lrf - цепи, ведпцr,rе uЕ @ э 8 , проходят че-
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рев Bepl'rlry с . Поскольку |Q@)l'1,2] " tarcr1' t2 J ,

каЕдая пе gеrллл.д Q,6 соедшнена с верrшноf, с по KpafiHelt шере

r_Z] ребраши . Окрасиш теперь ребро ta,B) какиrr-нпбtrдь цветоц

^€Q(О), 
а ребро (В,С) ,ранее окраденЕое 9тиr. цветоц, сделаеу

неокраlденншш. Повторив предrдлц,tе рассJгхдения для такоft рескраски,
получиш, что Beplвrшl 4 ч б соедиЕенш по крайнеlt 

""р" Гf ] п"О-

реши. В частности, ото докаэцвает, что ка8дая паре сце8Е[х вершн

соединена Ее шенее -9" [ЁJ ребраrд,t, откуда слелует, если учесть
неравевство S>, Ц , что lс8тrlая иа верiдин аrЬrС сцеtна лшць с

двушя оста.льнцши. В силу свяэности последнее,ш оэначает, что исход_
rшfi rryльтшграф является rryльтиграфош Шенноне.
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