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Задачи оптимального управления в хиt{ичесirоrl технологии часто
приводят к необходtlмости учета "осоOшх" 1правлениlт. Так, в работе

[;] Onro :Iокаэано, что в эадаче опред€,Tения оптимальноi( темпера-
т.уры холодl,:льни:(а каталит}rческого реактора возн,rii.8д)т "эсобше" уп-
i)авления. ijдесь 5у.цет рассмотрено рещение несколько более обцеlt эа_

дачи,,qастным сJtучаеь, KoTopol't является вышеупомянутая за.lача.Проб-
,Tel,:a "оссбых" управлениГt привлекает в настJlýrщее время больlцое вни-
l.:a:{ile. В [Zl опуОликован обзор посвященныft этоil пi.облеме, r кото_

ро:, iilJiе]тся оСi-Ёitрная библиограФия рас,от в этоГт области. 0бшим для
этtiх работ ямпегся то, ч,го, как это обшчно бЕвает в эадачах оптr1-
l.:ilЛЬi{ОГО УПiаВЛеНИЯ, УПРаВЛЯ^)ЦИе ПеРеМеННЫе СЧИТаЮТСЯ НеЗаВИСИМЫ}iiИ,

а фазовые переменti.Iе заЕисиi/iые. 3десь будет paccl,,ioтpeн другоt't под-
:.iод, состоящиii в том, что Еа;Jьироваться будут фазовые переr{енаше,
а для этого иэ уравнениfi двихения бjдJ,т исключены управления.Пред-
поло*,им вначале, что огрвничениft на },правления нет.

Гrу-сть уравнения дви.dения имеют в:irд:

+= !,.(r,,...iхп)-t_о;1 ulr:=r,--.,rciO3f gf , /ч
dt i* (Т=СОПSt)

где m < rL . Буцеr,, предполагать, что начальные эначения переменнцх
заданы:

Xi(0) = Xi1 i t-/,...,lL,
а ь:онечные либо фиксированы, либо евободны. Пусть критериit 

"n 
n|i"'-

зЕции и!,:еет вид: т .

a

У= Jlo(xr,, ,Хл)dt. /э/
0

предполоrим, что наl'tдется хотя бш один миног порядка nz [iатрицы

А= ila;j ll, (i= !,...,R;j= 1,., ,R ) , отличнцl'r от нуля.
пусть этс будет минор, стоящий в последних /7z строкsх t,rатриць

Д . Расеt..отриli тогда последниеП уреввенчil, систешд /l/;

dxt f /.. ЙL

ff= fi (хr,..,Хо)+[а;; ц,; i= п-m+/...., rL . /4/

РассiliатрИВаЯ СИСТеr!Ч tii'*r* сиете}ry'линеfiнttх алгебlэаическ!,tх урав-
нен,lГt относите"lьно неиэвестнL:х упраалениftЦ!,..., Цпъ , моЕно выра-
зить упрэвл.Jhi;я череэ ФаэоЕые переменные и dl п:)оиэводЕые:

t
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0б однош подходе к uссJIрдованиD "особцх" управлениfi 9?

ui=Фj(Хr,...,|о)*f q*ir, i= !,...,fr. /5/
k. п- tп+l

Подставпrr теперь полученнце вцраlения NlяЦi(j=l ,t-z) в пер-
ые lL- П ураввеншf, систецц /l/. Тогда поrlучпч п- m дшtференци-
альЕцх соотношеЕиf,, свяэrrвалIцих фавовле переrrевкrе Х; ч их проиs-
воднце. Ясво, что проиаводrпrе i; буryт входить лшцеfiно в этц со-
отноtцеЕия:

91$,,.-., Х'п)+ 6;rir+,..+ 61п io=0; j = t,.._ , п'-fu . /6/
няmа оптпца.rIьЕая аsдача цоtет бrrть теперь перефорrryлироваrrе в тер-
шицах вариацrсоццого uсч}tсл""п"fЗ] : требуется наfiти 2 фувкциfi
Х,,.-., Xn l удовлетворяDщrх П- ftL дшrDферецциаJtьццll сsяgяч /6/
и некоторцr. гран!!чццr. условшяr. ц теких, что критерпI /?/ прrrциraает
цчсиuальнбе ./rrаксицалъЕ,ое/ эваченле.необходшш{е условия оЕтицаль-
ности 9 лаянош сJryчае Е{раtаDгся уравЕеншяr.и Лагранrа-OПлераf З] ;

Ц- 4, l+\=o ; i=/,...,ft, /?/
Dхi dtl dx; l

ГДе 
п-t| L

!]= {6$,,..., Xn) + L );[ чi(lп...,хо)+Z 8;, *:rJ, /s/

,l
J't lct

j - чвсirителп Лаграrrrа.
В вадеrr случае ураввен!я /?/ прпtryт вчдz

#-Ёrr# E);Bi,--0,i=!,...,fr. /g/

Такиц обреэоr., м"2П - ttz- веиввестццх Xtr...rXni)rr.._,lo_". rrreer
2п-rz диФферецциальнцх уравпевпfi /Ь/, /g/.

Если будет наfiдеца лнтегральвея вршвая, удовлетворяццая }равг
ненияl4 /6/, /g/ t'r шrrеDщая цепрер{вЕце проIэводIще, то.соглосЕо урев-,
веirиэ /5/ управаеаая Ц1 Taкre будrт Еепрерцвнц, а аф как реs it

есть с.lцучеfi "особшхП управлевпfi лля сuстеч /I/.
ДIя решения сrпстецц уравкевшl ./В/, /9/ цЕобходrцо пIеть 2п- rTz.

гравичнцх условrrfi. 0тсрда следует, что в дацЕоц с.ryчае, вообце го-
воря, вельэя провести интегральЕJrD кршвуD сцстеIц /6/, /S/ череэ

две про}tвводьЕце точкld фаэового простраЕстваХr,..., Хь , так как в

этоu сщruае чшсло граJlttчЕIх условиf, бuло ба 2 п
Сделаеш два вашечаншя.

3аце qаЕие I. ПрписклDченциуправлевшfi ttв первовачаль_

Bol сrrстешл /|/ uог.ет случхться тqкое полоtеЕrlе, что некоторце и8

управленшlt u;(j=/,..., R) не вхолят в перш{е п- trL уравненшfi, этой

систецц. Предполопиri для определеЕЕости, что в первце П-tп. урав-
BeHrrf, не входлт управлевtrе Лzа . Еlrпидеrr соотноrпевltе /5/ дJtя этого

с
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98 Г.М.Островскийt,Ю.М .Волин.И.3.Корганов

управления
а

lLm -- Ф*U!,...1х1)*L Crn, iK /lо/
ke r1+l

В этом случае при решении вариационноlt эадачи соотношенuе /|О/ не

вадо учитывать, так как оно практически не валагает никакrlх огра-
ничениit на Фааоmlе перешеннше. Деltствительно, пусть мц рецили ва-

риациоЕнJrю аадачу беа учета соотнодения /lO/. Подставиlд тогда в

правую чgсть соотно]ения /IO/ нglrденнце эначеншя X1l) , тогда мы

найдем соответствJrюцо{е вначенпяЦm (l) . Зд""ь шш, конечно, вос-
пользовались тем фактоrr, что на управления Ее налохено ограничениrt.

3аме чание 2. Интегральш{екривце, наfiденвше решениеrд

системш /6/, /9/, удовлетворяDт только необходиrщм условияrд опти-
мальности. .I|пя того чтобш проверить, деitствительно ли полуtIенная
интегршьная кривая является оптишальноl, необходиt{о воспольэовать-
ся достаточЕц!iи условияtiи, раавит!{ми в вариациоЕЕом исчисп"""" [З].

Рассмотриш пришер. lýrcTb система уравнениt'( /i/ и крuтерult /2/
имеDт 

""л [+ ] ,

/ Il/
/ ie/

0
В данноrr сJIучае иа уравненця / 12/ ЕаJ(одиш

ц= *z-Q",|l- Оцхz /Iз/
Поскольку 4.1 не входит в уравнение /II/, то соотЕошенuе /IЗ/ не
НаДО использовать. Фнкция ,{ в данноri случае имёет вид:

Н = 0,5(х,2+ x j ) + .l ('i, - auX,- о,е Xz )

Уравнения /9/ цмерт вцдz

xl - Ja,,- i = 0i Xz- o,z.l =0.
исключая zl. иэ этих уравнений, получаеri:

i!2=Q12lt-Qпхz. /I4/
Подставив i'. yll /Т4/ ь /|З/, получцч

ц = 
(Q,z- Q",) xt - (Q п + аzz) Xz .

"0собое" управлеЕие будет линеftно свяэаЕо с координатаlш,t Х1, 14
случаfi, когда имеrстся ограничения на упрашения, цц рассмотриш

для простотш на прицере следующеf, систешц ?-го порядка:

irr=ti(х,,хr)+аiц; i=!,!,0<цs/, /l5/

Х, (0) = Xtoi Xz( 0l = X2g

Х,(r)= Х,т ; Х2(Г|= XzT

l1=Q-цlt+Qrcхz,
*"=az,Xt+QzzXz*Цl

т

J = 0,л.[гх,r* x3lat

/ 16/

/п/



сб одном подходе к иселедоваЕиD "особцх" управлений 99

приоtl= @ эта эадача сводится к эа,цаче об оптишальноfi температу-
ре холодильника каталитического реактора.

На экстреrrальноfi траектории воэrдо8.нш три типа участков. На

участке ацпg | Ц=/ и систеша описывается уравненияliи

h-li(x,,xz)-o1;=0; i=/,2. /в/
На участках типа П управление Ц приниriает промехуточнше аначе-
ния 0 < tl</ . Это участок "особого" управлевия. В соответствии со
скааанЕшм вшше исключиtд упрамение иа уравнениfi ,/I5,/:

a,ri, -a7{,(xt,|zl-aL, i2+очtz(Хt, Х2) = 0 . /ý/
На участках тпа Ш Ц= 0 , и систеша описшвается уравнениями

x,-t;(lt,Xz)=Qi i=!,2. /2.о/

Будеш далее предполагать, что наlд иавестна структура акстремальноft
тр8екторr,tи, т.е. шш иа каких-лшбо сообрашениft энаеrr, в KaKofi по-
следовательности слелуDт участки реаличншх типов. Дя определеннос-
ти будем предполагать, что имеется три участка1 первшй участок
(tn < t S t,_) булет типа I, Bтopoft (t, < t a tz)- типа П, третий
(t" < t < Т ) - типа Ш. Иа условия вепрерцвttости цРаэовшх переr.ецЕшх
в точках tt, tz /значения t7rt" неиавестЕц/ ишеем равенства:

Xi(t j- 0) = xi (tj + 0); L= /,2 i j= /,2, /zI/
С учетом сделанных предполохениft первоначальная экстре!дальЕан бада_
ча liош,ет быть следуюцпдrr образош перефорrryлирована:требуется найти
такие фааошlе переценвце ,которые удовлетворяDт сис-
теше уравнений

*, - {i('Xl, Xz | - di = 0; to't< tt; i = /,2

d-2ill-a2tlft,,x)-6,,i,z+фlz(t1,12)=0; t tct с lz /22/
ftt - t; ( ; t,la) э,Д, i = /,2 j tz <t ,Т ,

в точкж lo,T,t t, te , условияll /16/, /П/, /Zt/ и доставляDт ци-
ниrryш uнтегралry /2/.

Дшее, удобно ввести Еа ка.8дош участке ,своD flезависпцrD перешен-

EJrD, rrутеш эаDiенш Еезависишой переrrенвоit сделать дапну к8rцого

участка равноfi единице и, кроме того, считать, что участки реIд8Dт_

ся не.последовательноrа параллельно. В этоц сJIучае легко покааать,
что система /22/ шоlет быть сведена к видr:

dц, bl
#-f,tr(gr,ц.)-di}t=0; 

i=t,2, /zз/

d,"# - arY"ltцl,Uol_a,ff+ аtfr!е(аз,g)= 0, /24/

/25/

if - fr{r(уг,аr)=0 ; i = 5,6
ГДе 0<Т</, !, =tt i"/.e= tr-tti 

"Рз=Т- 
te l

Стерше и новше перешенЕце свяэанш соотношенияltи:



г.ш

U,(*)=r,/l), а.(+,\ = xr(t), tо < t (tt,

ц,(*)=xl ft), ц"(*)=хzft), tt G l't" ,

ц, ( f*)= х,/t), ц,(f:+)=хz(t), !, < l < Т .

Граншчrпrе условriя /16/ бурут xrreтb вид:

У,(0)=r.юi az(0)= lroi. Ugl!)=Х,r i чс.(t)= Хат.
Равецства /2I/ ч крштериft /З/ прпryт следmщrf, вид;

Ц,(/)- !з|0)=0;
UzП)- gr(g)=0;

аrU)- U,(0)=0;

Uч(l)-!в(il=0,
|1!

Э=jrJ+. @t,ч,\dt + Уrt!Jч,,9r\сlr*9, Jf,{иr, ч,|dc .

0о0

Итвк, первовача;,!ьЕая экстрецаrьЕвя 8адеча свелась, Е следrDцеft эа-
Даче: требуется ваf,ти Фувкцшll U;(t);1i=t,.._r6), которце удомет_
воряDт cиcтer.e /zз/-/Z5/ td гравичЕцrr усrовхяц /26/-/Sо/ }r достав-
ляDт шшниrryц интеградr /gI/.

Теперь Iц цоаеrl приrrеншть цетодl верцацпоЁц9го исчrсленшя.}рав-
Еенrtя Лагравrа-Эftлера в даяноr. cJryqae буryт пцеть вIiд:

У,Уц-!,),#-!,rr#-j,= 0ii=/,2, /s2/

9,й- f"trз#, rn!,',#i*c,l'пir=0; i=з,ц; Е =?, /sз/

e,Y;-p,^r#i,-9rl, # ii= о; i = 5,6, /ц/

liTaK,, lcl ицеец I I уревЕениft в систеuах /2З/-/25/ п /З2/-/34/ с I.I

неIdэвестнцш g; (i= !,..., 6); ),,)2)rr 7r, ,lr . Однако дкDфоревцп-
aJtbнцx иэ ErcK только IO. Деfiствительво, ив двJrх уравневrl /З9i уох,-

но l4склDчить

Ку,, у,)) :J"ff #ч- #) -},),ш# r 
Н) -r+ц (п 

цЦi 
- r* ) = о . tsь/

С поцоц&э, 9того соотцошецtdя цоIво исклDчr{ть переченнJпD 99 и8

уравченпft /24/. Тогдa остацется с}tстеца I0 дшфФеренциеJIьнцх урвв-
ввниfi /ZS/-/25/ п /32/ и ураввенше /3З/ ддя L=3 . Одицца,цIатое

JrревнеЕие для определенпе llц /уравневrе /З5//6удет ковечцое.Дпя
получевной сtdстецш ицеется 8 граяшчtплх условиl /26/-/Ц)/. Недостал-
щrе грщrичнце условrя поryчиra с ;lоцощьD условшfi траЕсверсальностti

,l

/zB/

/z?/
/2в/

/29/

/Ф/

/зI/

J



0б одном подходе к исследованиD "особшх" управлениl't IoI

[з] . лiспользовав ураЕнения /2?/-/зо/ и условия трансверсальности,
л9гко пол}чить следуюцо4е соотношеЕия

},(/) = o(z )з(0), а, )r(t)= )r(0), )r(0=-ol,L(!), /з6/
ar)t(/) + d,zJz(/l= 0. /з?/

Итак, имеем I2 граничннх условиit - 8 ус,:овиfi /26/-/ЗО/ и 4 условtrя
/З6/, /'э'7/. Число граничнцх }сдовиit пол}-чилось на 2 больiце, чем

порядок системы диФiуеренциальных уравнениft. Однако для J,довлетво-
рения лшдных двух условиfi r.;огут быть испольэоваш[ неиэвестные па-

раметры У, " j, /если f t " f, определены,rф. Т-}, - j, / .

0становимся на условии для определени" Р, . Бы",;о показано, что
в ка;вдоf,t Tottкe ивтервала 0< r s ! вшцолняется равенстЕо /З5/ rэа-
Пишем его для Г= О

F[аl(0),а"(0),)з(0)]= 0, /зв/
3аменим, в 9том выраlЕении Щ(0) " )э (0) с помощьD.форлryл /zz/ tl

/36/ з

F[g,(tl, у"(0),),(!)]=о . /зg/
Отсюда видво, что Q" (Q) определяется одrtоаначно с поrltощью этоГt
q,орtryлц, если """""r"о Ц, (t) " ),lt) . С другоft c1opogti, сог_
ласно уравнению /2В/,Цч(0) =az(l) . Tакпм обраэом, уравнения ,/З9,/

и /28/, вообще говоря, не совмествш при произвольноu f , . Отсiода

для того, чтобш эти уравнения бцли совместнц, необходимо тодобрать

Р, таким обраЭОlr, чтОбы в точке ?=rl вIпслнялось равенство

F Г gr(!),gr(!), ),(l)] = о. /4о/
Вернемся теперь к первонача.пьнцм переменным. Условие /4О/ тогда
ЭаПИiДеТСЯ В ВИДе:

F Ixr(t), Xz (t r), ),(t,)] = 0

Это булет условие перехода от первого участка ко Bтoporry, соответ_
ствующего "особо!ry" управлениD.

Условия /З6/ буryт }словиями сопряIения rrвошителеft Лагранпа в

точках стыка участков. Кроше того, моано показать, что условuе /3?/
эквиЕалеЕтно обращению в нуль гамильтони""" Н в уравнениях прин-
ципа riаксиDryма 5 для первого учестка.

Поступила в редакциtо I7.II.I97I г.
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